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SUL  LUOGO  GEOMETRICO  DELL'  EQUAZIONE 
ALGEBRICA  E  DEL  SECONDO  GRADO 

r*  s=3  2mu  -»-  nu" , 

RIFERITA  A  COORDINATE  POLARL 

MSMORIÀ 

M  R«  HUBIKIl  M  NAPOLI 


1.  RappreseotiDO  ti  ed  r  le  coordinate  polari  d' aa  punto 
qtiabi?ogIia  preso  in  nn  pìanoi  e  s'abbia  l'equazione 

(1)  f  *  =  2mt4 -4- nus 

Ofe  2m  è  na  parametro  rettilineo ,  ed  n  un  parametro  nn- 
tnerico  di  valore  e  segno  qualunque.  Supponendo  ti  esser 
Tareo  che  nel  cerchio  di  raggio  uno  misura  l'angolo  formato 
dal  raggio  vettore  con  una  retta  di  posizione  data  ,  e  che 
passa  pel  polo^  l'equazione  (t)d  geometricamente  omogenea, 
e  quando  u  ed  r  fossero  coordinate  rettilinee,  essa,  come  si 
sa,  rappresenta  le  curve  coniche. 

Posto  ciò,  osserviamo  in  primo  luogo  che  essendo  r=0, 
sia  qualunque  il  sogno  ed  il  valore  di  n,  e  per  ogni  valore 
di  tt  acquistando  r  due  valori  eguali  e  di  segno  contrario, 
ne  segue  che  tutte  le  curve  contenute  nella  (1)  passano  pel 
polo,  e  questo  punto  è  centro  della  curva. 

2.  Sia  n  <C  0 ,  e  s'avrà  più  particolarmente: 

(2)  r^  =  2mu  -•  nu\ 


"1  -'-..  ••'  *""  *-^  o 

•  .  •    -    ..e 


(6) 
Io  questo  «aso  si  vede  che  rsarà  reale  per  qae'soli  valori 

di  u  compresi  tra  t<  =  0 ,  ed  u  =  — — ,  e  per  apesti  li- 
miti r=0;  laonde  se  la  retta  xx'  (fig.  1)  è  rorigine  delle 
ascisse  angolari,  P  il  polo^  ed  UU'  la  retta  che  fa  con  Pi; 

2m 
l'angolo  UPx  =  —  ,  la  curva  deirequazione  (2)  sarà  con- 

tenuta  ne'doe  angoli  opposti  UPx ,  ì]'Px\  Inoltre  il  secondo 

membro  della  (2)  diviene  un   massimo    per  u  s=  —  ,   ed  il 

n 

corrispondente  valore  di  r  è  ,  r  =  — *  ;  quindi  se  si  me- 
ni pel  polo  P  la  AA'  bisegante  dell'  angolo  Wx ,  e  si  tagli 
PA  =  PA'  =  —    ,  saranno  A  ed  A'  i  punti  della  curva  i 

più  lontani  dal  polo.  La  retta  A  A',  come  è  chiaro,  dividendo 
per  metà  tutte  le  corde  ad  essa  perpendicolari  è  un  asse 
della  curva,  ed  A^  A'  sono  perciò  due  .vertici.  Pertanto  la 
curva  avrà  la  forma  indicata  dalla  figura,  e  la  chiameremo 
ellisse  polare  per  l'analogia  che  passa  tra  la  sua  equazione,  e 
quella  deìVellisse  conica» 

Dato  l'asse  AA',  e  l'angolo  UPo:,  che  chiameremo  ampiez- 
za dellsL  cnry  a ,  questa  é  interamente  detcrminata;  poiché 
chiamando  2a  il  primo  ed  a  il  secondo,  avremo,  come  qui 
innanzi  si  é  trovato 

.  m  2m 

(3)  a  =  .-TT- ,    «  =  — 

donde  si  trae 

iA\  2a'  Aa' 

(4)  m=  —,    n  =  — ^    , 

e  la  (2)  sì  cambia  nella  segoentc: 

a 
la  quale  potendosi  scrivere  anche  cosi 


r  (  7  ) 

ci  mostra  che  se  con  un  raggio  PC  eguale  all'asse  della  cur- 
ya,  e  col  centro  il  polo  si  descriva  un  arco  Hx  che  sotten- 
da Tampiezza;  indi  con  un  raggio  vettore  qualunque  PM  si 
descri?a  un  altr*arco  BMi,  e  si  prolunghi  questo  raggio  ret- 
tore sino  ad  incontrare  Tarco  Mx  in  m,  sarà  Varco  BM&  me- 
dio PROPORZIONALE  tra  i  due  segmenti  mxj  rnU  ddTareo  ìjx. 

In  altri  termini  Tellisse  polare  é  t7  luogo  geometrico  de*pun- 
tif  che  congiunti  con  un  punto- fisso  danno  i  raggi  degli  archi  si- 
mili e  meda  proporzionali  tra  due  segmenti  variabili  d^un  mede- 
simo arco  dato  e  simile  ai  precedenti. 

Se  2m  =  n ,  a:  =  1,  cioè  l'ampiezza  é  misurata  dal^arco 
che  uguaglia  il  raggio  e  che  è  di  57<»  20578'';  quando  m=^, 
r ampiezza  oc  è  doppia  della  precedente  ,  e  quando  n^m 
l'ampiezza  è  maggiore  di  2,  e  la  curva  ha  la  forma  espres- 
sa della  (figura  2)  con  due   punti   doppii  N  ,  N' ,  i  quali 

continueranno  ad  esistere  fino  ad  ns=  -^r  m.  Al  di  sotto  di 

1 
questo  limite  >  e  fino  ad  n  =:  -r^  m  ,    la    curva  presenterà 

4 

quattro  punti  doppii  N,  N'»  N'^  M'"  (fig.  3);  e  così  appressò. 

3.  Quando  fi  ^  0,  l'equazione  delia  curva  ò 
(6)  r*  =  2mu  -f-  nu*  , 

ed  in  questo  caso  i  valori  di  r  saran  reali  da  a  :±=  0  sino 

adti  =  oo,eda    u=  —  -^-  sino  ad  ti  =  —  ao  ;  si  che, 

n 

supposto  essere  UU'  (fig   4)  la  retta  che  fa  con  Vx  l'angolo 

2m 
UPo;  =  — ,  la  curva  si  troverà  simmetricamente   situata 
n 

intomo  alla  retta  AA'  bisegante  quest'angolo;  il  ramo  corri- 
pondente  ai  valori  positivi  di  u  sarà  la  doppia  spirale  hìiPM'h'j 
e  quello  corrispondente  ai  valori  negativi  sarà  Taltra  doppia 
spirale  VM'"PM"A.  La  bisegante  AA'  indefinitamente  prolun- 
gata sarà  un  asse  della  curva,  che  chìsmeremo  iperbole  polare. 

Ponendo  nella  (6)  w  = ,  si  troverà  r  =  --?•  i/" — 1, 


<8) 
chiamando  a  il  éoefficiente  di  {/' — 1  ,  daremo  al  doppio  di 
questa  quantità  il  nome  di  <Me  immaginario-,  e  parimente  di- 
notando con  oc  l'arco  che  liei  cerchio  di  raggio  uno   misura 
l'angolo  UPor,  chiameremo  quest'angolo  ampiezza^  ed  «Tremo 

(7)  «=^,    «  =  ^, 
donde 

(8)  ms=  -^    .    «— •  -^  , 

e  l'equazione  della  curva  diverrà: 

(9)  r' =  — («M -f- «') , 

e  quest'equazione  non  differisce  dalla  (5)  relativa  airellisse^ 
che  pel  segno  di  u'. 
Abbiamo  anche  qui 

otr  =  i/[2att.  2a(a  -H  tt)i  , 

e  perciò  descritto  dal  polo  P,  come  centro,  e  con  un  raggicr 
PC  eguale  all'asse  reale ,  un  arco  Ux,  che  si  prolunghi  Gno 
ad  incontrare  il  raggio  vettore  qualunque  PM  y  prolungato 
se  occorre,  in  m,  e  descritto  parimente  col  raggio  PM  l'ar- 
co MBi,  sarà  B6  medio  proporzionale  tra  i  due  archi  Um, 
mxy  vale  a  dire: 

Viperboìe  polare  è  il  luogo  geometrico  di  qué*  purUi  che  con- 
giufUi  con  tm  punto  fisso  danno  i  raggi  di  altretianii  archi  simili 
e  meda  proporzionali  tra  due  archi  variabili  e  la  cui  differenza 
è  un  altr'arco  datOj  e  simile  ai  precedenti. 

A.  Finalmente  se  n  =  0  ^  s'arrà  : 

(10)  r^  =  2inw  , 

e  la  cunra  ayrà  la  forma  espressa  dalla  fig.  5,  ayente  un  sol 
ramo  a  doppia  spirale.  Questa  curva  la  chiameremo  parabola 
polare^  e  dalla  stessa  equazione  (10)  si  scorge  che  t  quadrati 


(9) 
alt  raggi  vettori  sono  proporzUmaU  agli  angoli  da  essi   formati 

con  la  tangente  che  passa  pel  centro. 

5.  In  ttttle  lo  tre  specie  di  carve  ora  disoasse,  il  cenirb 
è  un  ponto  d'inflessione. 

6.  Differenziando  Teqnadoné 

(H)  r*=  l£(attH-tt'), 

oc 

che  rappì'esédU  l'ellisse  o  V  iperbole  polare^  secondo  che  il 
coefficiente  di  u'  è  —  1  o  -h  1,  si  avrà  : 

(i2)         rdr  =  — («  +  2M}dii,     -  = ^ , 

quindi  s*avrà  per  espressione  della  sunnormale: 

,«v     e         ^^       2a^(a-f-2a)       4a*(a-4-w)        2a^ 

(13)  S«  =  —  zss^ j— =  a    "'""  -^ ' 

dtt  ur  ocr  ar 

ovtero  rìducendo  in  virtù  della  (11) 

(14)  9„— !1-^. 

u       ar 

Ma  (ig.  1,  4)  descritto  col  raggio  PMsftr,  l'arco  JlfBó  si  ha 

Bb=zarj     MB  =rw, 
quindi 

Da  ciò  si  conchiude  che  volendo  la  sunnormale  per  dd 
punto  M  delfellisse  o  dell'iperbole  si  troverà  una  terza  prò* 
porzionale  in  ordine  alVarco  MB  e  al  raggio  vettore  lUPf  e  si^ 
milmente  wCakra  terza  proporzionale  in  ordine  all'arco  Bb,  e  al 
semiasse  deW ellisse^  o  al  semiasse  immaginario  delViperboUf  e  la 
diferenza  tra  la  prima,  e  il  doppio  della  seconda  darà  la  sun^ 
normale  richiesta. 


(10) 

oc 
Se  nella  (13)  si  sapponga  u  negativo,  ed  =  -^    si    avrà 

S;i  =s  0,  laonde  ai  vertici  ddVdUue  la  tangenis  è  normàU  aJV 
asse, 

7.  Differenziando  parimente  l'equazione 

(16)  r^  =  2mu 
relativa  alla  parabola  si  ha 

rir  =  min , 
e  quindi  per  la  sunnormale^  e  per  la  sattangente  si  avrà 

(17)  S„=Ìr=^Jl=l-l/ 

du       r        2    tt 

(18)  S,=  ^=f»— s=2ru. 

dr  m 

La  prima  formola  si  riduce  come  sopra  a  (fig.  5) 

(19)  ^''^T  SÌB"=2MB  ' 

e  però  la  snnnormale  è  terza  praparxianaU  in  ordine  al  dop- 
pio déWoTco  MB,  e  del  raggio  vettore  PM. 
La  sattangente  poi  è  doppia  déWarco  MB. 

QUADRATURA   DELLE   CURVE   PRECEDENTL 

8.  La  formola  che  rappresenta  il  differenziale  dell*  area 
tj  rispetto  a  coordinate  polari  é,  come  si  sa, 

(20)  <1^  =  4-  ^'dw  » 

e  sostitoendo  per  r*  il  suo  valore  (11),  e  integrando  avremo 
2a»/au''       tt'\       1    4a\  '  ,  1    «     2 


(11) 

ovyerO)  rìdacendo  in  virtù  della  stessa  (11) 

1      .  a*    II' 

né  s'aggiaDge  costante,  perchè  quando  u=0,  r=  0,  ^=0. 
Sia  M  (fig.  1, 4)  un  punto  della  cur?a;  coi  raggi  PM,  PA 
si  descrivano  gli  archi  MB,  Aa,  e  si  prenda  an  terza  propor- 
zionale ad  aa\  am\  e  sarà  il  settore  curvilineo  PNM  eguale 
al  terzo  del  settore  circolare  PUB  più  dei  terzi  dell'altro  set- 
tore circolare  Pna. 

9.  Nel  caso  dell' ellisse  >  estendendo  l'integrale  (21)    sino 

1 
ad    u=s  —a  9  avremo  pel  quadrante  ellittico 

2 

(22)  ^<7  =  -Q    sett.  APtf  . 

Pertanto  la  $uper/icie  intera  deWéUùse  potare  é  eguale  ad  oUo  ter- 
zi dd  eettore  che  ha  per  raggio  il  semiasse^  e  eottende  un  angolo 
eguale  dtC ampiezza  delV ellisse  medesima. 

10.  Sostituendo  nella  formola  (20)  in  luogo  di  r'  il  valo- 
(16)  relativo  alla  parabola,  e  integrando  si  avrà 

/rkrtv  *****  *  9 

(23)  t---=^r'u. 

Quindi  il  settore  parabolico  è  la  metà  del  settore  circolare  PBM 
(fig.  5). 

RETTIFIGAZIOIIE   DCLLE   CURVK   PRECEDENTI. 

11.  Dinoti  s  l'arco  della  curva  a  partire  dal  polo  sino  ad 
un  punto  qualunque  M  ,  in  guisa  che  per  ti  =s  0  sia  pure 
ssszOj  e  sarà 


duv  • 


Nel  caso  dell'ellisse  si  ha 


(12) 

^cK^      -^        *^"/            s-\     ^'^       2a'(a-2u)        a{a  -^  2u) 
(25     r^  =  --r(au  —  ti  ) ,  -r*  =  -— *i — ^  =  —77 r. 

e  sdstitaeddo  ia  (22)   verrà  2 

<*>  '=-à. K(«  -  -•) ^ 

6  qu^isfintegrate^  cbe  io  generale  dipende  dalle  trascendenti 
ellittiche^  prende  una  forma  più  semplice^  ponendo 

(27)  u^j-vTx, 

con  cbe  si  ha  i 

12.  Prima    di    trattare  il  caso  generale^  esaminiamo  due 
casi  speciali. 
1.''  Se  a  r=l  f  allora  quest'ultima  formola  diviene? 

(29)  .  =  -  al._ 


iMkaitaMrt 


|/(r-'-)' 


e  Tintegraiione  si  fa  per  archi  di  cerchio.  Abbiamo  in  ef* 
fetto 


3  r  àz 


a=  —  J/   (i-z-  «*)h-  |-  are  sen(8«  -  1)  -f-  C  , 


•  quindi  dfterpiuiaodii  I«  (MNstaiilp  opl    prendere  V  integrale 


avremo; 


d.,:=l, 

*  * 

p  spstilpeD^o  in,  (29)  si  a?r^  ^nalmentp 


|lìm(sUendp  per  z  il  snip  ralorf^  (27)  neiripotesi  di  a^=iy 
p  rfdpcendp  iii  virtù  dpll-eq^a^ionjB  (25)  della  curva  nella  stes- 
ici ipotesi  di  ft  ss  1,  sì  otterrà: 

1/1  \       9  a'— 2r» 

(31)      *  =!=  Y  r  (^  —  »f)^  -g-  aafc  co»  - 


a» 


|9  se  |l  (pg.  f)  é  qn  plinto  deHi|  c(irva,nel  caso  che  stiamo 
esaminando,  quando  cioè  l'ampiezza  deU'ellisse  è  dd  angolo 
jche  sottende  un  arco  egiiale  al  raggio,  la  parte  algebrica 
dell'espressione  precedenjte  dinota  appunto  la  metà  dell'arco 

MD.'  ' 

Se  vuoisi  Tespressìone  dpi  quadrante  ellittico  converrà  e- 
stendere  l'integrale  (30)  sino  a  i  =  0 ,  che  è  il  valore  cor- 

jrispof;i|ente  ajl'  aIt|ro  limite  u  =  — i  in  virtù  della  relazio- 

1 

ne  if=:  jr y^x ,  il  quale  limite  corrisponde  appunto  air 

estremo  del  quadrante  nel  caso  attuale.  In  tal  modo  si  ha 

3  3       TT 

(32)  ,^  =  -7ra=  j  Y«- 


/ 


(  M) 
Questo  rìsnltamenjto  ci  mostra  cb«  TiDlero  perìmetro  ellit- 
tico è.  Del  caso  che  contempliamo  i  tre  gtiarti   della  circon- 
ferenza che  ha  per  raggio  il  eemiasss  della  curva. 

13.  Si  noti  che  la  formola  (30)  e  la  (31)  valgono  per  gli 
archi  minori  del  quadrante  ;  poiché  estendendo  quegF  inte- 
grali al  di  là  di  zs=0,  si  passerebbe  per  l'infinito,  tale 
diventando  il  coefficiente  di  dz  nella  formola  (29).  D'  al- 
tronde Tintegrale  ha  eflfettiyamente  un  valor  finito  pe*  limiti 

1 
js=  -jT  9  z=iO}  poiché  chiamando  y*(j3;)  quel  coefficiente  ed 

a  uno  de'precedenti  valori  di  z  ,  trovasi  verificata  la  condi* 
zione  {z  —  a)J\z)  =  0  ,  per  z  =  a. 

14.  Caso  2.^  Quando  ex  =2,  le  formole  (25)  e  (26)  di- 
vengono : 

(33)  u  =  ì-\^z, 


dz. 


^^  '  2j,       i/-(.-.^) 

e  fatto 

(35)  *  =  1  (H-  cos  9) 
si  avrà  : 

(36)  «|^d,l/"(l-|sea'y)=^E(l,^), 

il  quale  risultamento  ci  mostra  che  gli  archi  delV  ellisse  po- 
lare in  questo  caso  godono  della  medesima  proprietà  di  quelli 
deW  ellisse  conica  j  potendosi  i  primi  addizionare  ,  sottrar- 
re, moltiplicare  o  dividere,  come  i  secondi. 

Estendendo  1*  integrale  al  quadrante  ellittico ,  ed  osser- 
vando che  per  u=l,  che  é  il  limite  corrispondente  all'  e- 
stremo  del  quadrante,  si  ha  per  le  (33)  e  (35)  9  =  ;r ,  avremo: 

(37)  .,  «  yj]"  d?  [/"(l  -  ^86n'?):=aE.(l)  ; 


(15) 
Tale  a  dire  che  il  quadratUe  dMéllisie  polare^  d^ ampiezza  eguale 
ad  un  angolo  che  sottende  un  arco  doppio  del  ■  raggio  ,  età  al 

quadrante  d'una  ellisse  conica  di  eccentricità  —  ed  asse  mag-f 

giore  1,  come  il  semiasse  delCeUisse  polare  sta  ad  \,  ossia  al  se- 
miasse deWelUsse  conica. 

15.  La  £01*0)018  (36)  ci  mostra  ancora  che  se  con  la  vìede- 
sima  ampiezza  di  114%  36'.  . .  e  con  assi  di  varia  grandezza  si 
descrivano  altrettante  ellissi  polari,  gli  archi  di  queste  curve  che 
sottendono  un  medesimo  angolo  al  poh  stanno  tra  loro  nel  medesi- 
mo rapporto  degli  assi.  Ciò  era  facile  y^dersi  anche  a  prion;poir 
che  in  questo  caso  l'equazione  dell'ellisse  ammette  un  sol  pa- 
rametro ,  e  quindi  tutte  le  cnr?e  di  questa  specie  sono  si- 
mili. 

16.  Biprendìamo  ora  l'integrale  generale 

*      V  (t'-  '  I 

e  poniamo 

(38)  ,=.«H-|f^-l); 


il  naovo  limite 


imite  corrìspoodente  a  2  =  -j-  sarà  x  =  1 ,  e  sì 
troverà: 

/39V         , if {a'-^x')àa> 

^    '  «J,  l/t(a'  -t-  x')(a"  —h"x  —  »*)]  ' 

ove 

(40)  a' =.1  («»-!),  «"^Il"  -  1),  h"^\{c?-h), 

Se  ora,  seguendo  il  Legenpre^  si  faccia 


(4t) 
si  avrà  : 

% 

(42) 
essjcndo 


(16) 
h-hhy 


y' 


_9{h—k)r 


_9{k-k)r  (7jt-V)dy 

(1  Hr  y)'r  ' 


(43)  y.=   *~* 


(44) 


(45)  |i  =  K(:(7-»-^J'')(/-t-W3» 

e  le  A  p  ^  yengoqq  detejrfiiinaie  iporcè  )e  due  e(|i|aziooi 
(46)        A^-Hff'  =  0,    f '(A -I- t)  - 2(<< -f.  ,")  =  0  , 

in  virtù  delle  qoal||  )e  (4)  possQop  prendere  fncora  ^*aspe(^ 
seguente: 

<*')i  y=(A  +  ^)(*-A),»'^(*«i-*^)(*-*). 

Posto  ciò,  si  Ifa  da  wna  parte 

e  da  un'altra  part^ 

l4-y     L     ^'^         ^^  t-i-y  (1-Hyr      Jr' 

quindi  integrando  quest'ultima  foratola,  divìdendo  per  7'-V*d', 
addizionando  il  risultamento  con  la  (48),  e  sostituendo  alle 
7»  ^ì  '/ì  ^\  i  valori  (47)  si  troverà,  dopo  fatta  la  sostituzioM 


l 


(  17  ) 
del  risultamento  nella  (42)  : 

a{k-k)r     B      _  t/A  ^  ^^  r  ^ 

«     L(A-*m-t-y)        T         S/Jr,  R 

17.  Da  questa  espressione  si  vede  già  che  l'arco  s  dipende  ^ 
in  generale,  da  tutte  e  tre  le  specie  di  funzioni  ellittiche,  e 
noi  senza  più  andare  oltre  nella  riduzione  de*  tre  integrali 
che  entrano  nella  forinola  precedente,  sarem  contenti  di  por- 
re in  disamina  soltanto  i  segni  di  che  debbono  essere  affette 
le  7,  d,  '/,  d'  neirespressione  di 

(45)  É  =  l/-[(7-H50(/  +  aV)]. 

E  primamente  secondo  le  relazioni  (46)  e  (40)  si  ha  : 

(50)       A*  =  -l(«»-.l);    A-4-*=?^*; 

4  6C    —  4 


(51) 


3g*  — 4-4-«»_  1  a' 

~     2(a*  —  4)     "~  2  "*"  2(a  — 2)  ' 

«  = 


2(«*  --4)  2        2(«  -H  2)  ' 

i"        «»    CC-+-2  b"       a'   «—2 

e  da  queste  ultime  formolo  si  scorge  che  ^  H*  -^  ^  ^'^  ir 
sono  sempre  dello  stesso  segno,  e  perciò 

(53)     y=(A-i-^)(4-A),  J'=(Ah-  ^)(A_*) 

sono  di  segno  contrario,  finché  h  e  k  sono  disuguali.  All'op- 
posto 

AwmlH  di  Scienze  Mai.  e  FU.  T,  IF.  gennaio  1853.  3 


(18) 
(54)  y=A(A— ft),        d  =  A(*  — A) 

possono  essere  o  dello  stesso  segno  o  di  segno  contrario  : 
inoltre  a  dey*  esser  sempre  diverso  da  2;  altrimenti  nel  ca- 
so di  a  =  2  9  già  esaminato ,  le  (50)  darebbero  una  delle 
radici  A,  k  infinita.  E  poiché  si  è  pqre  esaminato  il  caso  di 
a  =  1 ,  ci  rimangono  ad  esaminare  i  casi  seguenti  : 

1."*  Se  «  <  1  ,  AA  >  0  ,  A  •+•  A  >  0  ;  quindi  le  radici  A 

e  A  sono  entrambi  positive  t  A  -4-  -^r ,    A  h-  -5-    sono    en- 

trambe  negative,  e  supponendo  A  >•  A ,  sarà  : 

7>0,    5<0,    7'>0,    J'<0, 
B=t/"[(7-ay^)(/-«y)]. 

2.^  Se   a  >  1  ,    e  nel    tempo    stesso  a  <  2  ,   AA  <  0  , 

A  -4-  A  ^Oy  e  quindi  A  e  A  soqo  di  segno  contrario,  mentre 

A+  —  ,     '^  +  -q*  ^^^^  entrambe  negative.  Laonde  sarà: 

y>0,     $>0,      y'<0,    d'>0, 
oppure 

y<0,     3<a,     7'>0,    J^O, 

e  queste  relazioni  non  danno  per  B  che  le  sole  due  espres- 
sioni seguenti: 

B  ==  i^u-i  ^  ìsf){i  -  d'/)] ,  B^=H^[(v  -t-  «/)(5'y -7')]- 

3."  Se    oc  ]>  2,  A+A1>0,  e  sì  ricado  nel  caso  precedente. 
4."  Se  (x^3=2,  Aib<0,  A+AsO,  siche  Ae  i  so- 
no cgaali  0  di  segno  contrario,  e  quindi 

7>0,    J>0,    v^O,    5'>0, 


v<o,  d<o,  y^o,  5^0, 

come  nel  caso  2.° 


(19) 
Id  ^conclasiooe  il  radicale  R  avrà  una  delle  tre  forme  : 

(55)  {        B  =  v^C(7  -»-  3y')(y  -  Ìy)-\  , 

»  =  i^[(7  ■+-  ^rt^Y — 7')]  . 

essendo  7,  d,  7*,  d'  quantità  essenziidmenlfl  positÌT^. 

18.  Passiamo  ora  alla  rettificazioQe  dell'  iperbole  polare. 
L'equazione  di  questa  car?a  é  (9.  3) 

(56)  r*  = -1  («u -4- tt»)  ; 

ce 

e  dinotaodo  con  i  Y  arco  che  comincia  dal  polo  e  termina 
ad  an  ponto  qualunque  M  di  coordinate  (ti,  r),  Tespressione 
di  qocst^arco  si  troverà  essere: 

(57         9:^ — I —• — — -— rriu^ 

la  quale,  ponendo  come  nel  n.»  il 

(58)  «  =  i/-z--|, 

a* 

ed  osservando  che  al  limite  t^=0  corrisponde  Taltro  z=-py 

4 

si  cambia  nella  seguente: 

(59      • = — I ,  - — -r-r -^'^ 

Considerando  dapprima  i  due  casi  speciali  di  ^=1  ed  oc=% 
avremo 

l.""  Quando  a  =  1  , 


|60)  s 


ma 


(20) 


r  ('  '*'  r^''      r  ('  ~  ^'* 


1/ (''-T') 


I' 


['  -  K(^ 


laonde  determinando  la  costante  G,  col  prendere  qaest'inte- 

1 

graie  a  partire  da  «  =  -j  ,  si  troverà  finalmente  : 

ovvero  rimettendo  per  z  i\  suo  valore  iu  4-  -g"]  >  e  ri- 
ducendo  in  virlù  dell'equazione  della  curva ,  che  in  questo 
caso  é  r*  =  ha^u  -4-  u*),  si  avrà: 

(61)    «-V("-^4KI'^[*^("-^-^)'^^   -^Z] 

e  qui  pure,  come  per  Tellìsse^  la  parte  algebrica  rappresenta 
la  metà  dell'arco  MD. 
2.**  Quando  a  =  2 ,  le  formolo  (58)  e  (59)  divengono  : 

(62)        u  =  i/.-l,     ,=  -J^__-p'd., 


(  21  ) 
e  quest'ai  tima  col  porre 


(63)  z  =  i(—   +  l)  , 

2  \cosm  / 


ed  osservando  che  al  limite  z  =  1  ,  corrisponde    f?  =  0   si 
cangerà  nell'altra  : 

ove 


(65) 


A  =  J/(l  —  ^sen>). 


Posto  ciò  si  ha 

,  ^  Ad©        3    sen*9  .         Ad©        ^   ,         d© 

d.A  tan©  =  — ^ -.     --^  d©  =  — f-  4- A  d©  —  --^  ,. 

^      cos>        4     A       ^       cos>  ^       A     ' 

e  integrando  e  sostituendo  in  (63)  si  avrà  : 
(66)  *  =  ^  (A  tany  -^  E  — F). 

E  poiché  dinotando  con  T  l'arco  d'iperbole  conica^  si  ha 

T  =  A  tan  9  —  E  -h  A'F  (*), 

e  qui    6  =  -j* ,  avremo  ancora  : 

4 


(67)  ,  =  (rH--^F). 

19.  Sìeno  9^1  9  9a  »  ?3  tre  valori  particolari  di  f^  ed  s^^  Sj,  ^ 
«3  quelli  corrispondenti  di  $  nella  (66),  ed  avremo  : 


(*)  Legendre,  Traile  des  fonciions  eUiptiques,  pag.  i6,  t^  I. 


(  22) 

«I  =  -|-(a  lan  y,  —  E(f  J  -f-  F(9,)^  , 

^z  =  -^(^  tan  9,  —  E(9J-  -f-  F(p,))  , 

*3  =  y(^  ^^^^  ~  ^(^^^  "*"  ^^f^))  • 
Ora  che  fra  i  (re  angoli  fi  y  (pz  ,  73  vi  sia  la  retaziooe 

(68)  F(yi)  H-  F(y,)  —  Ff^a)  =  0, 

e  perciò 

E(<pt)  -*-  E(9a)  —  E{?3)  =  <?*  sen  (p,  sen  y^  sen  ^3 

3       . 


ove  e*  =  -p ,  SI  avrà: 
4 


«»— *3 


''/     =— ( Atanpi-hA  lanpa  — A  tanp3  — c^sen^i  sen  ^2  sen  f^j 

Posto  ciò  ,  presi  snlla  curva  i  dae  archi  81  ,  $^  che  po- 
niamo corrispondano  agli  angoli  Ui  j  u^  j  e  calcolali  i  corri- 
spondenti valori     di  91  ,  9^  mercé  la  relazione 

<'^^  '''  ^  =  1  ^  ^l  -H  2u)  ' 

che  ottiensi  eliminando  z  tra  la  prima  (62)  e  la  (63);  indi 
determinando  il  terzo  angolo  93  in  modo  da  soddisfare  alt' 
equazione  trascendente  (69),  combinata  con  l'algebrica 

COS9,  cosfa  —  seny,  senp^  A(93)  =  COS93   (*)  , 
quest'  angolo  93  darà  un  valore  tij  che  determina  un   arco 

.—  I    » -1 ri- ■  — ■  I  .  __      

(^)  Legendre,  Traile  des  fonetions  tlUpliqHes'j  pag.  45,  t.  I, 


(23) 
«3  eguale  alla  somma  de'dae  5i,  $2   più-  o  meno  naa.qaaa- 
tilà  algebrica. 

Io  generale  la  relazione  (69)  é  qaella  che  serve  per  la 
comparazione  degli  archi  dMperbole  polare,  nel  caso  che  l'am* 
piezza  fosse  di  114%  59156'. 

20.  Il  caso  generalci  quello  cioè  d'un'  ampiezza  qualun- 
que oc  conduce  ad  un  espressione  di  s  analoga  alla  (49). 

21.  Consideriamo  finalmente  gli  archi  della  parabola  pola-» 
re«  L'equazione  di  questa  curva  essendo 

(70^  r'  =  imu 

ci  dà 

e  fatto  2ti  =  a;^  ,  con  che  il  limite  dell'integrale  resta  lo  stes- 
SO9  si  avrà  : 


ma 


.      ^.m         /,              dar  -         a^Ax 

d.x|/'(l -t- 054)  sa  --_ r-t-3 


1/^(1  •+.  «4)  l/^(t  H-  «4)  ' 

e  qoindi 

r  g4  dx      _  1  ^  1  r       dx 

Jl^(l-*-«4)"~  3  ^"^^  '  3J^^{l-ha:4)    ' 

laonde  sostitaendo  in  (72)  sì  avrà: 

1        ' 2  ,      r         da; 


(73)       .  =  -3-x^^m^^(l  +«4)  ^  -  ,^  «j^^^^  ^  ^^ 

Or  se  si  faccia 

1  -f-  X;  fan  9  ,       ,       I  /^/^  ^^X 

a;  =  ; — - — -^     essendo     *=■/     (3 —  V^\y 

1  —  A  tan  Q  r       \  "^     /  ' 


(  24  ) 
si  troverà: 

essendo 


3 -i- 1/^8 

Così  l'espressione  (73)  dell'arco  parabolico  si  trova  dipendere 
dagl'integrale  di  prima  specie  (74). 

Non  é  inalile  osservare  che  se  nella  parte  algebrica  dell' 
espressione  (73)  si  rimetta  per  x  il  suo  valore  l/^2u,  si  tro- 
verà: 

•^xl^mi/' (ì^x^)  =  -|l/^(2mu)  1/(1  -h  4i*^)  =  i-  n/'{l^iu'). 

Ma  abbiamo  per  espressione  della  snttangcnte  in  un  panto 
{uj  r)  della  curva 

S,  =  2rti , 

e  quindi  per  la  tangente 

T  =  ri^(ì  +  Au^)  , 


laonde  sarà 


1  1 

—  xl/^m  1/^(1  +  ar4)=  ^  T, 


cioè  il  terzo  della  tangente. 
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NUOVE  RICERCHE  SULLA  DISTRIRUZIONE 
DEL  CALORE  ALLA  SUPERFICIE  SOLARE. 

MEMORIA 

HEL  Pr  A.  SECCHI 

Professore  al  Collegio  Romano. 

L'intefcsse  che  tatti  i  dotti  hanno  mostrato  per  le  ricer- 
che da  me  inlraprese  nello  scorso  marzo  saila  dislribuzione 
del  calore  alla  superficie  solare  (*)  mi  ha  imposto  nn  dovere  di 
continaarle  con  quella  assiduità  che  per  me  si  poteva  mag- 
giore; e  ciò  era  tanto  più  necessario,  quanto  che  alcune  delie 
ipotesi  emesse  per  ispiegare  le  irregolarità  trovate,  dovevano 
esser  confermate  o  distrutte  da  future  esperienze.  Di  più , 
nell'intervallo  scorso  dalla  prima  pubblicazione  in  poi  ho  ayu- 
to  il  piacere  di  vedermi  proposte  nuove  indagini,  ed  altresì 
le  obiezioni  mosse  da  persone  di  gran  merito  contro  il  me- 
todo usato  nello  sperimentare,  mi  hanno  condotto  a  perfe- 
zionarlo e  renderlo  sempre  più  di  comune  soddisfazione.  Pri- 
ma però  di  esporre  ciò  che  si  è  fatto,  credo  necessario  di 
accennare  qui  alcune  delle  ragioni  che  mi  hanno  determinato 
a  non  procedere  in  alcune  cose  a  quel  modo  che  ad  altri  pa» 
reva  preferìbile. 

Molti  avrebbero  desiderato  che  si  fosse  fatta  una  serie  di 
osservazioni  sui  varii  meridiani  solari,  per  riconoscere  se  vi 
è  notabile  disuguaglianza  nelle  varie  parti  del  sole  in  ascen- 
sione retta,  come  parrebbe  risultare  dalle  ricerche  del  sig. 
Buys-Rallot  e  del  sig.  Nervander.  Io  avrei  ben  volentieri  fat- 
to questo  se  non  mi  si  fosse  parata  innanzi  una  difficoltà  che 
finora  non  ho  saputo  convenientemente  superare.  Questa  ò 
che  l'equatore  ci  si  presenta  ordinariamente  proiettato  sul 
disco  solare  in  una  ellissi,  il  cui  asse  maggiore  è  molto  obli- 


(')  Vedi  qaesti  Annali  Maggio  1852,  pag.  197. 
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quo  al  moto  diarno,  onde  se  concepiscasi  an  meridiano  so- 
lare che  passi  pel  centro  del  disco,  e  prendansi  suirequatare 
solare  due  punti  ad  eguale  distanza  da  questo  meridiano 
medesimo,  si  vedrà  che  essi  sodo  diversamente  dispofsti  rap- 
porto al  moto  diurno  della  sfera  celeste^  e  che  per  fare  il 
confronto  delle  loro  temperature  bisognerebbe  combinare  le 
osservazioni  in  ascensione  retta  e  in  declinazione  nel  mede- 
simo tempo.  Ora  quelle  km  A.  B«  mi  hanno  sempre  ispirato 
poca  fiducia  non  essendo  il  nostro  strumento  mosso  da  oro^ 
logio,  e  sapendo  per  pratica  quanto  sia  difficile  il  teiier  fisso 
un  punto  detemiìiutto  strila  pila^  a  meno  ciio  esso  oon  sia  vi- 
sibilmente discinto  da  macchie,  avvero  dalla  virìntnza  degli 
orli.  Questa  difficoltà  però  speriamo  che  aarà  tolta  di  mezzo 
ben  presto,  quando  sarà  io  posto  il  grande  equatoriale  di  14 
piedi  mosso  dall'orologio  che  sia  ora  lavorandosi  a  Monaco 
dal  sig.  Merz  pel  nostro  osservatorio,  ovvero  nel  ukmIo  che 
indicheremo  più  sotto. 

Per  soddisfare  pertanto  alla  ragionevole  inchiesta  ^  e  pef 
arrivare  al  medesimo  scopo  per  altra  via ,  mi  era  proposto 
di  studiare  permeiti  giorni  consecutivi  la  distribuzione  del 
calore  sui  meridiani  che  successivamente  passano  pel  centro 
del  disco,  e  perciò  avea  già  condotto  molto  innanzi  una  se- 
rie di  osservazioni  nella  stagione  estiva  in  coi  il  buon  tempo 
è  più  costante,  ma  per  gli  eccessivi  calori  del  clima  romano 
che  rendevano  tali  ricerche  non  poco  incomode  ed  anche  pe- 
ricolose, fu  mestieri  interromperle*  Né  dopo  quell'  epoca  mi 
è  stalo  possibile  farle  seguitamente  quanto  si  sarebbe  dovut^o 
per  un  tal  fine.  Anche  nelle  più  belle  giornate  avviene  spes^ 
so  che  alle  ore  in  cui  il  sole  è  più  alto  ,  V  atmosfera  s' in- 
gombra di  vapori^  talché  i  giorni  veramente  opportuni  e  sen- 
za eccezione  non  sono  molto  numerosi,  dovendosi  escludere 
non  solo  quelli  che  sono  visibilmente  meo  puri ,  ma  anche 
una  gran  parte  di  que*che  sono  ia  apparenza  assai  belli,  in 
cui  però  si  prepara  qualche  cambiamento;  allora  infatti  le 
esperienze  mostrano  tali  irregolarità  che  da  esse  ci  ò  slato 
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pitt  volle  possibile  predire  qualche  ora  prima  la  mataziona 
di  tempo  a?feiiuta  appresso  ;  onde  non  recberà  meraviglia 
se  non  si  sono  potute  accumulare  le  esperienze  quanto  si  sa-* 
rebbe  voluto,  e  dovuto.  In  quanto  al  metodo  di  sperimentare 
tenuto  in  queste  posteriori  ricercfae,  esso  ò  stato  in  somma 
lo  stesso  che  nelle  precedenti;  ma  con  tutti  i  vantaggi  che 
si  SOÉo  potati  trarre  da  uno  strumento  di  molto  maggior 
forze.  Il  telescopio  usato  nelle  prime  essendo  a  taluni  sem- 
brato di  poca  forza^  sino  dal  mese  di  agosto  vi  fu  sostituito 
il  telescopio  di  Gauciioix  :  il  che  potè  farsi  con  grande  age« 
volezza,  essendo  il  montante  in  ferro  fuso  del  primo  stru- 
meato  pia  che  snflicente  a  poter  reggere  al  nuovo  peso.  Esso 
è  stalo  già  decritto  nelle  memorie  dell'osservatorio  del  GoU 
legio  Romano  pel  1851. 

La  Imgheaza  focale,  dei  cannocchiale  ò  S*".  43^  e  la  sua 
apertura  libera  0".  162  :  questa  si  è  sempre  adoperata  senza 
diaframma  alcuno,  e  Toctilare  di  cui  ci  siamo  serviti  è  uno 
di  Ramsdtsn  che  ingrandisce  direttamente  circa  64  volte.  Con 
queste  sifftema  di  lenti  si  ottiene  una  imagine  solare  distin- 
tissima del  diametro  di  0*^.  218  alla  distanza  di  0~.  40  circa 
dairoculpre,  e  atteso  tale  grandezza  si  può  impiegare  tutta 
i  apertura  della  pila  che  avendo  una  sezione  di  15  millim. 
in  quadro,  occupa  soltanto  '|i66  della  super6cie  totale  della 
detta  immagine.  La  deviazione  dell'ago  nelfestate  pei  punti 
centrali  arriva  fino  a  33"  e  le  altre  deviazioni  sono  propor- 
zionatamente assai  forti,  e  perciò  meno  soggette  ad  errori. 
Perciò  in  queste  esperienze  siamo  sempre  partiti  dallo  O** 
della  graduazione  e  a  non  da  IO"*  come  nelle  precedenti,  il 
che  facevamo  per  evitare  la  piccola  inerzia  dell'ago  nei  pri- 
mi gradi,  e  non  perchè  l'ago  stesso  non  potesse  mettersi  a 
0"*  pel  magnetismo  dei  fili  :  questi  sono  anzi  di  assai  buona 
qualità ,  uè  mai  ho  trovato  tale  difetto  nei  molti  anni  che 
maneggio  questo  strumento  (*). 

(*)  Avverto  questo,  perchè  un  celebre  Bmco  ha  sospelUto  esser  que- 
sta la  causa  del  non  partire  noi  dallo  zero. 
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La  pila  termoelotlrìca  si  applica  all'  ocolare  mediante  an 
pezzo  addizionale,  colla  facilità  stessa  degli  oculari  ordina- 
rii.  Un  tubo  di  ottone  del  diametro  di  8  centim.  e  lungo 
30  inyitasi  esteriormente  al  tubo  che  porta  l'oculare  :  a  que- 
sto tubo  è  Gssata  una  riga  lunga  mezzo  metro  che  porta  la 
pila^  e  due  diaframmi,  uno  anteriore  che  serve  anche  di  so- 
stegno per  collocarvi  le  diverse  sostanze  trasparenti ,  l'altro 
posteriore  coperto  di  drappo  nero  che  serve  ad  evitare  le  ri- 
flessioni e  le  radiazioni  degli  oggetti  circostanti.  Al  qual  fine 
ancora,  oltre  i  diaframmi  usati  per  riparare  lo  strumento  dal 
raggiamento  delle  altre  parti  del  cielo,  si  è  avuto  avvertenza 
di  stendere  panni  neri  sul  pavimento  della  stanza.  Finaimen- 
le  per  evitare  i'  incomodo  di  leggere  ogni  volta  l' alidada 
dello  strumeto,  si  ò  collocata  l'apertura  della  pila  nel  mezzo 
di  un  diaframma  bianco^  sul  quale  si  sono  tracciati  varii 
segni  a  quali  conducendo  il  lembo  solare,  si  esplorano  le  va- 
rie parti  del  disco  che  cader  devono  sul  centro  delia  pila. 
Cosi  tracciando  sul  diaframma  la  proiezione  dell'  equatore 
solare  e  del  suo  meridiano  che  passa  pel  centro  del  disco , 
si  potranno  fare  le  ricerche  di  cui  abbiamo  parlato  di  sopra, 
per  esaminare  se  il  sole  nella  sua  rotazione  ci  presenta  punti 
ora  più  ed  ora  meno  caldi  ,  il  che  finora  non  abbiamo  po- 
tuto fare  non  esscndocisi  presentato  questo  semplicissimo 
spediente. 

Nelle  ricerche  attuali  si  è  fatto  uso,  come  ho  detto,  del- 
l'apertura libera  della  pila  onde  evitare  le  variazioni  acci- 
dentali di  temperatura  proprie  di  qualche  piccola  ostensione 
di  superficie  solare,  ma  se  si  volesse  indagare  la  legge  della 
distribuzione,  sarebbe  mestieri  restringerla  di  più.  Esploran- 
do il  diametro  verticale,  o  per  parlare  più  esattamente  il  dia- 
metro secondo  il  circolo  di  declinazione^  si  fecero  da  princi- 
pio diverse  serie  percorrendo  molti  de'suoi  punti;  ma  un  tal 
metodo  ritrovossi  presto  difettoso,  perchè  il  tempo  richiesto 
ad  una  serie  completa  era  molto  lungo,  e  durante  questa  il  sole 
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cambiava  di  altézza,  e  spesso  lo  stato  dell'atmosfera  subiva 
delle  alterazioni  notabili.  Perciò  a  ridurre  il  tempo  di  ciascuna 
serie  al  minimo  possibile,  si  collocava  la  pila  comuneiiiente  in 
cinque  punti  soli^  cioè  nel  centro^  a  10'  sopra  e  a  10'  sotto 
di  esso.  Presso  i  lembi  poi  sì  collocava  in  modo  che  il  cir- 
colo del  disco  fosse  precisamente  tangente  ai  vertici  del  qua- 
drato del  tubo  che  la  racchiude.  Siccome  la  pila  occupa  cir- 
ca 2'' 14  del  diametro  lineare  del  sole,  si  vede  che  essendo 
i  punti  raggianti  distanti  dal  centro  di  •+-  14'  ,  -H  10' ,  0  , 
—  10',  —  14'  incirca,  le  porzioni  del  diametro  non  esplorate 
direttamente  non  erano  alquanto  grandi  fuorché  presso  il 
centro  stesso,  ma  quivi, ordinariamente  la  temperatura  non 
scema  gran  fatto  per  un  intervallo  di  5  o  6'.  Del  resto  i 
punti  esplorati  nella  stessa  serie  erano  sempre  i  medesimi , 
condncendosi  gli  orli  del  sole  ai  soli  punti  marcati  sul  dia-» 
framma  bianco  nel  cui  mezzo  era  la  pila.  Per  risparmiar  tem- 
po la  posizione  di  equilibrio  dell'ago  senza  la  radiazione  os- 
servavasi  solo  al  principio  e  al  fino  di  ciascuna  serie,  né  si 
aspettava  che  esso  rivenisse  a  zero  per  ogni  punto  partico- 
lare; ma  quando  era  ben  fermo  si  cambiava  posto  alla  pila 
nell'imagine,  avvertendo  di  passare  per  una  serie  di  punti , 
il  cui  calore  sul  disco  fosse  eguale  a  un  dipresso  agli  esplo- 
rati. Senza  tale  cautela  Tago  concepisce  delle  oscillazioni  che 
esigono  non  poco  tempo  ad  estinguersi ,  e  le  esperienze  si 
allungano  inutilmente.  Nelle  giornate  ventose,  la  bocca  della 
pila  si  ricopre  con  sottilissima  foglia  di  mica  che  resta  al-* 
meno  SO^'"  distante  dalle  coppie  annerite  ,  ma  ciò  é  stato 
necessario  solo  una  volta  o  due.  Vedremo  appresso  come 
siasi  fatto  per  esplorare  altri  punti  della  superficie  solare  , 
non  collocati  sul  diametro  verticale. 

Vengo  ora  ai  risultati  ottenuti.  Le  osservazioni  sono  state 
condotte  in  modo  da  cimentare  successivamente  le  varie  ipo^ 
tesi  che  si  potevano  fare  perispiegare  le  differenze  di  tem- 
peratura osservate  nelle  varie  parti  del  disco  :  Queste  sono 
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1^  Inegaaglianza  dei.  due  emisferji  australe  e  boreale. 

2^  Eccesso  di  calore  sulla  zona  equatoriale. 

3^  Diversità  di  temperatura  nelle  varie  parti  che  ci  pre? 
aenta  il  sole,  ossia  in  ascensione  retta  eliocentrica. 

4^  Azione  dell'atmosfera  terrestre. 

5^  Termocrosi  deli-atmosfera  solare. 

Le  osservazioni  fatte  nel  mese  di  marzo  davano  il  massir* 
mo  di  calore  in  un  punto  del  disco  solare  superiore  aji  cen- 
tro y  e  tal  differenza  poteva  ^ver  luogo  tanto  nel  caso  c|ie 
regnatore  fosse  più  caldo  ,  quanto  che  il  solo  emisfero  bor 
reale  lo  fosse  più  deiraustrale  ;  ed  anche  la  disuguaglianza 
poteva  nascere  da  queste  due  cause  insieme  congiunte.  Che 
io  un  corpo  così  sterminato  quale  ò  i|  sole  possano  avere 
luogo  tali  diversità,  non  farà  credo  maraviglia  a  nisssono,  e 
il  sìg.  Arago  cita  a  questo  proposito  la  spiegazione  cl^e  sy 
dà  della  variabilità  di  alcune  stelle,  (Creduta  dipendeiite  dall^ 
loro  rotazione.  Laonde  |e  ipotesi  dianzi  emesse  non  si  escli^- 
dono  scambievolmente,  ma  resta  a  s^p^rarle  nei  loro  effetti^ 
In  caso  dei  due  emisferi  djsuguali  in  temperatura,  la  diver*- 
sita  doveva  sussistere  anche  à^fo  la  mela  di  giqgno  allorché 
la  projezione  dell'equatore  solare  passava  pe|  centro,  ma  ii| 
quello  della  loro  eguaglianza,  la  cqrva  delle  temperature  do- 
veva essere  simmetrica.  Ora  le  osservazioni  Qn  dal  finire  di 
maggio  avevano  dato  tal  curva  molto  accostantesi  alla  sim- 
metria ,  ma  un  eccesso  di  calore  nella  parte  superiore  del 
disco  continuò  ad  esser  sensìbile  anche  nel  mese  di  giugno. 
Questo  risultato  fu  costante  fin  presso  l'agosto  in  cpi  la  dif- 
ferenza cominciò  a  svanire  ^  e  il  maggior  calore  a  trovafsi 
ore  sopra  ora  sotto  del  centro.  In.  quest'epoca  si  ebbe  l'av- 
vertenza di  sperimentare  con  ambedue  gli  strumenti  mag* 
giore  e  minore  «per  vedere  se  punto  vi  contribuisse  la  loro 
qualità,  ma  i  risultati  furono  identici  per  ambedue.  Le  espe- 
rienze abbracciano  un  intervallo  di  tempo  superiore  a  quella 
della  rotazione  solare,  sicché  dalle  osservazioni  fatte  in  que~ 
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tt*epoca  possiamo  concludere  che  remisfero  supcriore  o  bo- 
rjeale  è  alquanto  più  caldo  dell'inferiore  o  aiislrale.  Pot^b- 
be  obìeltarsì  a  questa  conclusione  fazione  assorbente  dell'at- 
mosfera terrestre,  ma  l-altesza  meridiana  del  sole  nell'astate 
sotto  la  nostra  latitudine  ò  tanto  grande  da  renderla  insen* 
sibilo  aQatto;  inoltre  per  eliminare  ^uesla  causa  di  errore 
direttamente  si  sono  fatte  molte  osservazioni  estramerìdiane 
aspettando  che  i  punti  inferiori  del  d^co  arrivassero  alla 
Stess;^  altezza  dei  superiori  >  il  che  vedovasi  facilmente  dal 
ynofimonto  dell'^magine  solare  in  un  ^|tro  cannocchiale  fisso 
pp  altezza,  e  mobile  solo  io  azimut. 

Per  investigare  in  questa  stagione  se  l'equatore  fosse  più 
isaldo,  era  nfestieri  cambiare  sistema  ^ì  osservazioni,  al  qual 
proposito  mi  veooe  forlunatafqente  in  pepsiero  che  potevasi 
mettere  a  profitto  Tobliquit^  che  esso  ha  allora  relativamente 
al  parallelo  del  moto  diurno,  e  cosi  fare  le  osservazioni  in  vi* 
finanza  del  nieridiano  ed  eliininare  direttamente  V  influenza 
atmosferica  terrestre. 

h  a 


$eg.  ^ —  preced. 


Siano  infatti  ab  ed,  due  corde  parallele  al  moto  diurno  trac- 
ciate sul  disco  solére  a  distanza  sopra  il  centro  di  4'  o  S', 
ed  altrettanto  sotto  :  l'equatore  solare  nel  mese  di  giugno  si 
proietta  secondo  un  diametro  che  è  prossimamente  nella  di- 
rezione  M  :  i  punti  b  e  d  sono  adunque  più  vicini  all'equa- 
lore  solare  ,  che  i  punti  a  e  e,  e  V esperiefiza  in  realtà  ha 
dato  sempre  b  più  caldo  Ai  a  e  d  più  che  e.  La  temperatura 
a  i  è  stata  inoltre  trovata  in  guner^ile  alcun  poco  più  forte 
di  quella  di  cf  e  quella  di  a  più  che  quella  di  e  ,  la  quale 
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ultima  circostanza  deve  aver  luogo   qualora  ì  due   emisferi 
sieiìo  inegualmente  caldi. 

Questa  esperienza  più  yolte  ripetuta  e  di  cui  daremo  i  nu- 
meri  nel  quadro  finale  estratto  dal  giornale  delle  osserva- 
zioni)  sembra  decidere  la  questione  relativa  al  maggior  ca- 
lore dell'equatore  solare,  perchè  essa  porta  la  riprova  in  so 
medesima,  ed  è  indipendente  dall'azione  dell'atmosfera  ter- 
restre. Tuttavia  avendo  riguardo  alla  piccolezza  delle  diffe- 
renze trovate,  e  per  confermare  vieppiù  la  conclusione,  era 
dovere  ripetere  queste  esperienze  nel  mese  di  settembre, 
quando  l'equatore  si  projetta  al  di  sotto  del  centro,  e  inol- 
tre il  diametro  dell'ellissi  che  ne  é  la  proiezione  ha  una  in- 
clinazione opposta  a  quella  di  giugno  relativamente  al  moto 
diurno  (*). 

Io  le  ho  dunque  continuate  fino  a  questa  epoca^  e  il  ri- 
siiltato  é  stato  il  seguente.  L'emisfero  inferiore  che  nel  mese 
di  agosto  mostrava  come  è  detto  differenze  variabili  col  su- 
periore, nel  settembre  si  è  mostrato  decisamente  più  caldo 
del  superiore.  Tale  fu  il  risultato  costante  dall'  8  settembre 
in  cui  si  cominciò  questa  serie  fino  ai  4  ottobre  in  cui  fu 
finita,  e  le  osservazioni  durante  questo  tempo  furono  quasi 
d^  ogni  giorno  tranne  una  interruzione  dal  20  settembre  al 
3  ottobre.  Il  massimo  di  differenza  fu  di  circa  2°  del  gal- 
Tanomctro,  onde  é  poco  diverso  da  quello  osservato  in  marzo 
nell'emisfero  opposto.  Un  tal  massimo  ebbe  luogo  dal  14  al 
16  settembre,  che  ò  pure  l'epoca  approssimata  del  massimo 
di  depressione  dell'equatore  spiare  sotto  il  centro. 

Ma  perché  questa  coincidenza  fosse  dimostrativa,  bisogne- 
rebbe provare  che  il  sole  voltava  a  noi  in  settembre  il  me- 
desimo emisfero  che  in  marzo:  ora  la  durata  della  rotazione 
solare  è  tanto  incerta  che  non  può  stabilirsi  ciò  sicuramente 

(*)  Non  Toglio  omettere  di  dire  che  avendo  io  erroneamente  fissato 
la  direzione  dell'equatore  solare  fidatomi  di  certe  figure  altrui^  fui  av- 
vertito dell'errore  dalFandamento  delle  temperature,  e  riconobbi  pochi 
giorni  dopo  la  correzione  essere  giustissima  dal  corso  delle  macchie. 
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se  non  dentro  i  limiti  di  parecchi  giorni.  Infatti  raccoglien- 
do alcune  delie  più  celebri  e  recenti  determinazioni  della 
durata  di  questa  rotazione  ,  la  troviamo  secondo  Delambre 
di  25^y  01  ;  «econdo  Wichman  25.  53.  M.  Laugier  assegna 
estremi  ancora  più  distanti,  cioè  24.  28,  e  26.  23,  onde  ri- 
salendo indietro ,  Tincertezza  per  sei  rotazioni  può  salire  a 
una  mezza  incirca.  Adottando  però  per  termine  medio  della 
rotazione  relativa  alla  terra  27^.  4  si  trova  che  il  medesi- 
mo emisfero  solare  era  a  noi  rivolto  nel  16  settembre  e  nei 
giorni  8  marzo,  4  aprile,  29  maggio,  25  giugno.  Ora  noi 
abbiamo  fortunatamente  una  copiosa  serie  -di  osservazioni 
fatte  nelle  due  epoche  del  29  maggio  e  25  giugno,  le  quali 
si  accordano  a  dare  il  massimo  di  calore  nell*  emisfero  su- 
periore ,  mentre  che ,  come  abbiamo  veduto ,  nel  settembre 
era  neirinferiore.  Fa  dunque  mestieri  concludere,  o  che  sia 
avvenuta  nelFemisfero  australe  una  variazione  di  temperatura 
di  circa  '|io  del  suo  valore  in  gradi  del  galvanometro;  o  che 
questo  cambiamento  sia  meramente  apparente ,  e  derivato 
dalla  variazione  di  posizione  dell'equatore  solare  rapporto 
alla  terra.  Dissi  un  cambiamento  di  circa  >|(^  perchè  l'emis- 
fero superiore  superava  di  1°  i  almeno  l'inferiore  nel  mese 
di  marzo,  ed  ora  di  altrettanto  esso  appariva  men  caldo,  il 
che  fa  in  tutto  una  diversità  di  3"^  ed  abbiamo  già  detto 
che  r  ago  nel  centro,  a  pila  aperta  devia  di  circa  30<».  Un 
simile  cambiamento  non  è  certamente  impossibile ,  benché 
poco  verisimile  avendo  noi  colle  nostre  esperienze  abbrac* 
ciato  più  di  una  intera  rotazione,  e  perciò  non  potrebbe  dirsi 
cambiamento  locale.  Questa  sola  possibilità  però  deve  ritrarci 
dall'  affrettare  veruna  conclusione  che  potrebbe  essere  pre- 
matura. Consultando  i  numeri  vedesi  che  al  principio  e  al 
fine  del  suddetto  intervallo  le  differenze  diminuiscono ,  ma 
questo  è  un  effetto  della  mutazione  di  posizione  dell'equa- 
tore medesimo,  che  cambia  rapidamente  rapporto  al  circolo 
di  declinazione,  come  può  riconoscersi  calcolando  gli  angoli 
che  esso  fa  col  prefato  circolo. 
Aniuai  di  Scienze  JHat  e  Fi$,  r.  IF*  gennaro  1853.  3 
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seg.  ^^^^"^^^^-....^^^  preced. 


Per  togliere  quindi  ogni  looerteEia  ho  credulo  oeccssario 
ripetere  le  esperienze  alle  eslremità  delie  eorde.  Siano  conte 
sopra  le  due  corde  èa^  ed.  In  quest'epoca  Tcquatore  o  piut- 
tosto il  diametro  dcirellissc  che  tke  è  la  proiezione  è  diretto 
da  e  ad  a^  come  consta  visibilmente  dal  moto  delle  macchie. 
Ord  le  esperienze  diedero  questa  volta  a  più  caldo  dì  b^  e 
e  più  che  d.  Queste  diQFcrenze  non  erano  molto  grandi  e  co* 
muneminte  ti*a  V  e  i  del  galvonometro,  ma  la  loro  costan* 
za  supplisce  alia  piccolezza;  né  può  aspettarsi  maggior  dif- 
ferenza in  punti  collocali  presso  il  lembo,  e  la  cui  forza  è 
indebolita  dal  densissimo  strato  dell'atmosfera  solare  che  de- 
vono attraversare  i  raggi  per  arrivare  a  noi.  In  queste  espe- 
rienze fatte  negli  estremi  dplle  corde  è  necessario  avere  una 
avvertenza,  ed  é  di  evitare  i  punti  ove  sono  macchie  o  fa- 
cole  perché  la  loro  presenza  fa  variare  notabilmente  i  risul- 
tati; e  tale  attenzione  é  tanto  più  necessaria  quanto  che  le 
macchie  sono  a  preferenza  solite  comparire  in  due  zone  pa- 
rallele air  equatore  soiarp  e  che  in  queste  zone  cadono  i 
capi  delle  corde.  Si  sono  soventi  volte  esaminali  quattro  punii 
collocati  due  sull'equaiore  ^  due  presso  i  poli,  e  i  risultati 
hanno  combinato  coi  primi.  Queste  espenenic  sono  state  po- 
che peixhè  soggette  alle  obiezione  su  cui  molti  hanno  assai 
insistito  dell'atmosfera  terrestre. 

Un  fatto  che  merita  nsoita  considerazione  è  l'ioflircaza  tanto 
sensibile  delle  macchie,  che  sembra  estendersi  assai  al  di  la 
del  limite  visibile  anche  della  loro  penombra.  Ho  veduto  ta- 
lora una .  piccola    macchia   che  insieme  colla  sua    penombra 
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occupava  appena  >|,oo  deiraperlnra  desila  pila  fare  abassare 
la  deviazione  di  6^  ed  anche  più,  cioè  almeno  '|,5  del  ca- 
lor  letale.  Eppure  isolando  la    macchia  con  on  piccolo  dia- 
framma essa  avea  un  calore  sensibile  nella  parte  oscura.  Un 
gruppo  di  queste  passando  pel  centro  fece  una  volta  chela 
temperatura    ivi  fosse    minore    di  oltre  un  grado    di  quella 
che  era  a  5'  di  distanza  da  esso,  ad  onta  che  in  questo  sito 
l'atmosfera  agisca  fortemente.  Il  diminuirsi  adunque  del  rag- 
giaraento  in  proporzione  maggiorò  delfarea  oscurata,  mostra 
cho  r  cfTelto  delle  macchie  si  es4ende  più  lontano  assai  pel 
calore  che  per  la  luce.  Questo  potrebbe  essere  un  effetto  di 
termocrosi^  ma  potrebbe  altresì  ciò  derivare    verisimilmente 
da  una  notabile    diminuzione  di    luce  che  ha  luogo  attorno 
di  esse,  ma  che  riesce  poco  sensibile  alToccbio  perchè  essa 
è  mollo  viva,  sicché  il  termoscopio  che  non  é  soggetto  a  co? 
tale  imperfezione  propria  delle  sensazioni,  può  rivelarci  una 
diminuzione  c|^e  sfugge  all'organo.  E  infatti  la  diminuzione 
di  luce  (non  pare  però  quella  di  calore)  dal  centro  agli  orli 
che  pure  é  tanto  sensibile ,   ad  onta  che  fosse   riconosciuta 
da  Luca  Valerio  accademico  Linceo,  venne  fortemente  con* 
tradetta  dal  Galileo  (*);  tanto  è  vero  che  locchio  è  cattivo 
giudice  di  queste  diminuzioni.   Le  recenti    osservazioni  del 
sig.  Dawes    conducono  ad   amniettere    una  nuova  atmosfera 
che  riflette  luce  all'orlo  interiore  delle  macchie,  e  nella  igno* 
ranta  in  cui  siamo  della  vera  causa  di  queste  degradazioni 
non  dobbiamo  esser  di  Ilici  li  ad  ammetter  che  essa  non  possa 
andar  gradatamente  crescondo  dalTorlo  della  penombra  verso 
il  resto  della  parte  luminosa  ,  il  che  anzi  parmi  probabilisr 
simo  (*'*).  Qui    adunque    vediamo    estendersi  sempre  più  il 

(*)  Vedi  Op.  di  Galileo.  Firenze  T.  Vili  p.  254,  e  T.  Vi  pag.  les. 

(**)  Sul  momenlo  di  mandare  alla  alarapa  questo  foglio  ho  fatto  di- 
Terte  o»»«rvazioiii  solari  col  nletodo  del  Sig.  Dawes,  cioè  osando  pic- 
coli diarraoimi  alToculare,  e  lasciando  l'apertura  del  telescopio  libera. 
Esaminando  alcune  macchie  che  osservate  al  modo  solito  parevano  as- 
sai precisamente  terminate,   sono  stato  sorpreso  ai  vedervi  la  noUitur 
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campo  di  nostre  ricerche,  alle  quali  potranno  riuscire  molto 
utili  i  grandi  strumenti  mossi  da  orologio  coi  quali  si  pos- 
sono fare  queste  osservazioni  con  molto  maggiore  precisione. 
Non  sarà  poco  per  me  1*  avere  accennato  la  via,  che  credo 
la  vera  per  arrivare  a  conoscere  con  qualche  certezza  ciò  che 
finora  é  stato  solamente  materia  di  congetture. 

Tra  le  cose  che  sono  avvolte  in  gran  mistero,  vi  sono  le 
protuberanze  rosse  vedute  in  epoca  di  eclissi  solari:  alcuni 
hanno  sospettato  qualche  relazione  tra  esse  e  le  macchie,  ma 
la  rarità  delle  circostanze  in  cui  tali  fenomeni  sono  visibili, 
non  permettono  che  si  risolva  la  questione,  Ho  accennato 
nelPart.  precedente  p,  208  gli  inutili  tentativi  fatti  per  produrre 
eclissi  artifici9li,  ponendo  nel  foco  del  telescopio  diaframmi 
circolari  opachi  della  grandezza  deirimagine  solare  onde  rice- 
vendo solamente  i  raggi  degli  orli  estremi  potessero  rinscire 
visibili  le  prefate  protuberanze.  (Io  anche  tentato  di  ricercarle 
colla  pila  termo-elettrica,  facendo  cadere  su  di  essa  i  raggi  che 
passavano  rasepte  ali*  orlo  del  sole,  e  anche  questi  tentativi 
sono  riusciti  vani;  ma  la  difficoltà  di  bene  condurre  queste 
ricerche  ò  troppo  grande  e  appena  da  sperarsene  buon  suc- 
cesso con  un  equatoriale  non  mossso  da  orologio;  onde  non 
è  improbabile  che  con  migliore  strumento  possa  ottenersi 
l'intento.  Ad  occasione  del  f^tlo  detto  di  sopra  che  le  mac- 
chie solari  indeboliscono  tanto  il  calore,  domanda  il  signor 
Faye ,  se  mai  esse  non  sarebbero  condensazioni  di  vapori 
formatisi  neiralmosfera  solare,  sulle  regioni  meno  calde,  ap- 
•  punto  al  modo  che  vediamo  le  nostre  uebbie  formarsi  a  pre- 

cline  delle  Nicole,  e  punti  oscuri  che  vi  si  scoprivano  attorno.  La  su- 
pertìcié  del  sole  pareva  un  mare  in  burrasca  ,  tante  erano  le  ìnegua 
glianze  di  Ilice  che  vi  si  vedevano  ;  anche  le  parti  più.  uniformi  ap- 
parivano tutte  punteggiate  né  molto  dissimili  dairaspetto  di  un  c$impo 
arato  di  fresco.  Anche  proiettando  su  di  un  ampio  cartone  bianco  il  sole 
si  possono  veder  molte  di  queste  ineguaglianze  ,  ma  il  piccolo  dia- 
framma ne  scopre  molto  di  piiì.  Siccbè  la  congettura  emessa  di  sopra 
può  considerarsi  come  unsi  verità  di  mestruila* 
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ferenza  sai  laogbi  nei  quali  cambia  rapidamente  la  tempe- 
ratura. Quello  che  si  può  assicurare  é  che  le  facole  che  spes- 
so trovansi  miste  alle  macchie  nou  compensano  ponto  la  di- 
minuzione di  calore  prodotta  da  queste ,  anche  qdando  la 
loro  superficie  supera  quella  delle  macchie ,  onde  potrebbe 
sospettarsi  che  le  facole  non  sieno  molto  più  calde  del  resto, 
ma  solamente  ^iano  prominenze  sul  disco  solare.  Le  ho  ve- 
dute più  volte  presentarsi  ad  un  orlo  assai  larghe  o  decise, 
e  venire  sempre  più  restringendosi  nell' accostarsi  al  me^zo 
del  disco  e  ricomparire  allargate  di  nuovo  dall'altra  parte, 
appunto  come  avvenir  deve  di  altissime  montagne.  La  luce 
delle  facole  relativamente  a  quella  delle  parti  in  cui  com- 
pariscono, e  molto  più  intensa  quando  trovansi  presso  gli 
orli  che  presso  il  centro^  Ciò  potrebbe  spiegarsi  ammettendo 
che  esse  in  gran  parte  si  innalzino  sopra  lo  strato  più  denso 
ed  assorbente  dell'atmosfera  solare.  Essendo  ordinariamente 
foriere  delle  macchie,  questo  combinerebbe  con  quello  che 
dicevamo,  poiché  le  macchie  devono  essere  precedute  4a  agi- 
tazioni enormi  della  fotosfera  solare  che  ne  innalzano  come 
delle  immense  onde  le  cui  cime  sorpassano  lo  strato  più 
denso  della  soprastante  atmosfera. 

Per  ciò  che  riguarda  le- diversità  di  temperatura  da  esplo^ 
rarsi  sull'equatore  solare  secondo  i  differenti  meridiani^  ab- 
biamo già  detto  da  principio  perchè  non  ce  ne  siamo  occupati. 

Tra  le  belle  scoperte  a  cui  hanno  dato  occasione  le  attua- 
li ricerche  é  quella  della  termocrosi  atmosferica  dovuta  al 
sig.  Melloni.  Egli  rifletteva  ingegnosamente,  che  una  parte 
della  diversità  ritrovata  nella  temperatura  delle  varie  parti 
del  disco,  poteva  nascere  dalla  termocrosi  della  atmosfera 
solare  medesima,  la  quale  non  è  improbabile  che  sia  diver- 
sa da  un  punto  all'altro  di  quel  laminare,  e  fu  cosi  condot- 
to a  cercarla  nell'atmosfera  terrestre.  Questa  egli  trovò  re- 
almente termocroica,  e  vide  che  mentre  l'acqua  lascia  pas- 
sare proporzione  maggiore  di  raggi  al  mezzodì  che  alla  mat- 
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tina,  pel  qaarzo  affuoìicalo  accade  il  contrario.  Avendomi 
ògli  cortcsoiuente  invitalo  a  proseguire  analoghe  ricerche  per 
l'atmosfera  solare  ho  fatto  diversi  esperimenti  su  questo  sog- 
getto y  benché  a  dir  vero  non  in  gran  numero ,  essendo  io 
stalo  occupato  più  specialmente  in  accertare  i  punti  esposti 
di  sopra.  Ho  dunque  collocato  avanti  alla  pila  sdccessivaraen- 
te  il  quarzo  puro  e  l'affumicato ,  l'acqua,  il  vetro  verde  e 
lallume,  e  cercato  se  cambiava  notabilmente  il  rapporto  delle 
intensità  tra  le  varie  parti,  li  .successo  non  è  stato  decisivo, 
perchè  i  raggi  passati  pei  vetri  del  telescopio  subiscono  gran- 
dissime perdite  nell'attraversare  qneste  altre  sostanze,  e  nel- 
le intensità  così  indebolite  le  diversità  trovate  divenivano 
dell'ordine  stesso  degli  errori  inevitabili  nelle  esperienze , 
onde  è  necessario  rifare  queste  ricerche  con  ulteriori  cau- 
tele. Osserverò  qui  di  passaggio  che  la  spessezza  dei  ve-^ 
tri  del  telescopio  è  più  ebe  sufficiente  a  rendere  il  rag- 
gian>ento  calorifico'  trasmesso  unicamente  composto  di  quei 
raggi  che  passar  possono  pei  vetri,  onde  se  anche  delicatis- 
sime esperienze  condotte  col  metodo  da  me  adoperato  aves- 
sero un  risultato  negativo,  non  proverebbero  essere  atermo- 
eroica  l'atmosfera  solare,  e  forse  bisognerebbe  tentarle  con 
lenti  di  varia  natura,  come  per  (esempio  quarzo,  sai  gemma 
ecc.  o  almeno  con  lenti  di  vetro  ma  sottilissime  quali  sono 
le  antiche  a  lungo  foco  del  Divini  e  del  Campani. 

A  proposito  poi  di  simili  ricerche  ,  il  nostro  equatoriale 
parvemi  pure  opportuno  per  esplorare  la  termacrosi  dell'atmo- 
sfera terrestre  senza  farvi  intervenire  la  riflessione  speculare 
Per  ciò  tolti  i  vetri  e  ridotta  l'apertura  del  tubo  a  piccola  di- 
mensioni con  un  diaframma  di  8'^'"  di  diametro  ho  interpo- 
sto varie  sostanze,  la  maggior  parte  delle  quali  se  ha  mo- 
strato differente  porporzione  non  ha  manifestato  inversione: 
questa  però  si  è  veduta  nell'acqna  e  nel  quarzo  affumicato  (*). 

I  numeri  sono  stati    differenti  da  quelli  del   signor  Melloni 

^ ■       ■    Il     II         ...  ■ — — ■ - ■       -« ■ 

(*)  Della  qualità  cioè  così  cUiainata  dai  inineralogisli^  e  non  coperlo 
di  negrofumo. 
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ina  questo  credo  debba  attribuirsi  all*essere  il  nostro 
qaarzo  poco  fosco.  La  difficoltà  di  ottenere  in  queste  espe- 
rienze un  risultato  preciso  é  mollo  grande,  specialmente  pres- 
so l'orizzonte  pel  rapidissimo  variare  che  (a  la  forza  del  rag- 
giamentOj  e  quello  che  è  più  la  temperatura  stessa  assoluta 
della  pila,  che  necessaria inen le  deve  concorrere  in  tali  dif- 
ferenze. Perché  quantunque  sia  dimostrato  che  le  deviazio- 
ni dell'ago  sono  porporzionali  alla  forza  del  raggiamento 
quando  la  pila  sta  a  certa  temperatura,  non  ne  segue  che 
la  praporzioHalité  debba  aver  luogo  colla  stessa  legge  di  prima 
ad  una  temperatura  delta  pila  diversa  dalla  precedente.  Que- 
sto dubbio  a  cui  non  ho  veduto  data  Onora  soluzione  alcu- 
na mi  ha  fatto  metter  da  parte  numerosissime  esperienze 
fatte  con  gran  fatica  per  trovare  la  legge  di  assorbimento 
dell'atmosfera  terrestre  nelle  varie  ore  del  giorno^  le  quali 
saranno  ripigliate  e  discusse  quando  abbia  dissipato  Io  dif- 
ficoltà insorte  sn  questo  proposito. 

Soggiungo  un  quadro  dei  risultati  numerici  a»  cui  si  apog- 
giano le  conclusioni  superiori ,  questi  sono  estratti  da  una 
molto  più  copiosa  aerie  che  trovasi  nei  giornali  di  osserva- 
zione e  che  sarebbe  troppo  lunga  ed  inutile  il  qui  trascri- 
vere: le  attuali  però  sono  sufficienti  a  dare  una  idea  degli 
altri.  Quando  i  risultati  di  molte  serie  non  differivano  più 
che  di  0. 2  di  grado  ho  preso  il  medio  comune,  le  altre  si 
sono  conservate  come  erano  meramente  copiandole  dall'origi- 
nale. Del  resto  io  sono  ben  lungi  dal  credere  questo  sog- 
getto esaurito ,  anzi  non  dubito  di  asserire  ohe  i  risultati 
ottenuti^  allora  solamente  potranno  passare  allo  stato  delle 
verità  fisiche  dimostrate  quando  dopo  una  lunga  e  costante 
serie  di  osservazioni  fatte  coU'assiduità  stessa  delle  osserva- 
zioni meteorologiche  saremo  arrivati  ed  eliminare  le  variazio- 
ni accidentali  che  non  possono  a  meno  di  non  esser  gran* 
dissime  in  un  corpo  della  natura  che  è  il  sole  e  che  trova- 
si in  circostanze  Gsiche  tanto  singolari  a  noi  completamente 
sconosciute. 
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ESPERIENZE  ALLE  ESTREMITÀ*  DELLE  CORDE 

N.B.  Le  lettere  sono  relative  alle  figure  date  di  sopra 


GIORNI 

(a) 

(ft) 

(«) 

[d] 

5  Giug. 

17.7 

18.2 

18.  1 

18.6 

6  Giug. 

21.0 

21.8 

20.8 

21.5 

detto 

20.0 

20.2 

18.3 

20.2 

24  Giug. 

14.0 

14.7 

13.0 

13.5 

dello 

14.2 

14.8 

1.^  8 

16.7 

30  Giug. 

15.9 

17.0 

13.  5 

15.0 

13  Sett. 

20.  1 

19.  5 

21.2 

20.  1 

17  Sett. 

20.3 

20.0 

1 

20.  9 

20.  0 

Quel  che  si  é  detto  finora  non  é  sufficiente  per  fissare  la 
legge  colla  quale  procede  il  decremento  di  temperatura  dal 
centro  agli  orli  doTuto  all'azione  dell'atmosfera  solare;  ma 
è  evidente  che  questa  seconda  questione  non  poteva  risol- 
versi senza  aver  precedentemente  esaminato  la  prima,  vale 
a  dire  se  la  temperatura  del  corpo  raggiante  fosse  eguale 
dappertutto^  ed  ora  nel  cercare  la  legge  dell'assorbimento 
prodotto  dalla  sua  atmosfera  dovremo  tener  conto  delle 
irregolarità  scoperte.  Benchò  le  esperienze  fatte  fin  qui  non 
sieno  state,  come  ho  detlo^  dirette  al  fine  di  trovare  la  legge 
dell'assorbimento^  pure  ad  occasione  che  il  sig.  Plana  ha  espo- 
sto nel  n^  813  ielV Asiranomiiche  Naekricluen  alcune  formole 
molto  più  semplici  che  qnelle  di  Laplace  per  calcolare  qual  sa- 
rebbe la  quantità  di  luce  che  noi  riceveremmo  dal  sole,  se 
quest'astro  fosse  spoglio  di  atmosfera  assorbente,  ho  voluto 
rifare  questo  calcolo  servendomi  dei  uumeri  trovati  nella 
prima  serie  delle  mie  ricerche,  perché  in  quelli  il  diafram- 
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ma  osato  era  assai  rìsCrelto.  Prendenda  per    l^nto  un  mef- 
dio  tra  i  valori  deiriuteusità  sopra  e  sotlo  il  centra  e  cosi 
suppónendo  la  curva  siinmetrica^  si  avranno  i  seguenti   dati 
fondamentali,  abbtistanza  approssimati. 

Distanza  dal  centro  O'.O  Intensità  jx=  1  00 
..;....  11.10  ....  85.  06 
.;.....     li.  92  ^     ...     55 .  86 

E  cosa  degna  di  osservazione  che  trovando  per  inlerpola-< 
zione  sulla  curva  media  dedotta  dalle  nostre  o^servazicrni  fin^ 
tensilà  caloriflca  per  un  punto  distante  dal  centro  3K  del 
diametro  solare  si  trova  ]Uj:=s0.725:  ora  il  numero  dato  da 
Bougner  relativamente  alia  luce  nello  stesso  luogo  é  =  0.729. 
la  quale  coincidenza  quasi  completa,  prova  die  per  la  luce 
e  pel  calore  non  ddve  es^rvi  grande  disuguaglianza. 

Per  intendere  i  risultati  dei  calcolo,  é  necessario  premet- 
tere alcune  cose.  Si  immagini  un  osservatore  nel  punto  clie 
per  noi  corrisponde  al  centro  dei  disco:  esso  avrà  ia  terra 
al  suo  zenit;  quando  noi  collochiamo  la  pila  fuori  del  detto 
centro,  il  punto  esplorato  ha  per  1  osservatore  supposto  una 
distanza  zenitale  9 ,  il  qual  angolo  ha  per  seno  la  disianza 
della  pila  al  contro  dei  disco.  1  due  punti  che  noi  alitiamo 
assunto  disterebbero  adunque  dal  vertice  di  qaell*oaservalore 
il  primo  43'  55',  e  latro  68''  49'.  Quest  ultimo  é  un  limite 
molto  superiore  alla  distanza  in  coi  la  legge  supposta  da  La- 
place per  le  rifrazioni  terrestri  trovasi  esatta,  e  sulla  quale 
in  sostanza  è  basata  quofla  deiras$orbimento#  Se  si  supponi* 
ga  adunque  una  legge  determinata  di  assorbiiocnto  e  dietro 
questa  dalla  intensità  di  calore  e  di  luce  osservata  in  due 
o  più  punti  a  distanza  nota  dal  centro,  si  cavi  la  diminu- 
zione di  intensità  che  ha  luogo  nel  centro  stesso  per  fazio- 
ne dell'atmosfera  solare;  il  yalore  di  questa  d«ve  esser  iden- 
tico nei  due  casi.  Colla  stessa  ipotesi  si  potrà  anche  calco- 
lare quale  sia  la  perdita  che  soffre  la  luce  o  il  calore  ema- 
nato da  tutta  la  superficie  solare  nel  passare  per  la  sua  prò- 
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pria  atmosfera  ^  e  se  la  legge  sapposta  é  giusta,  questi  Ta- 
lori  altresì  devono  esser  uguali  ancorché  si  deducano  da  os- 
servazioni fatte  in  punti  differenti*  Partendo  adunque  dalla 
ipotesi  di  Laplace  il  calcolo  dà  i  risultati  compresi  nel  se- 
goea&e  quadro. 


Posizione 

prossima 

de'punti 

sul  raggio 

del  disco. 

Angolo  6 

Inten$!Ìtà 

resìdua 

al  centro 

Intensità 

totale 

residua 

La  stessa 
approssi- 
mata 

3 

4 

7 
8 

43^  55 

48.    34 
68.    49 

0.  2832 
0.  2406 
0. 4045 

0. 1019 
0.  0794 
0. 1711 

1 

IO 

I 

I 

• 

Medio 

0.  3095 

0.1172 

La  prima  colonna  dà  il  valore  approssimato  della  distanza 
del  punto  esplorato  al  centro  del  disco,  in  parti  del  raggio 
del  disco  medesimo. 

Là  ^^j  l'angolo  B  di  cui  abbiamo  parlato  sopra. 

La  3'  9  l'intensità  residua  della  luce  al  centro  del  disco 
dopo  aver  passato  la  spessezza  deiralmosfera  solare,  essen- 
dosi presa  per  unità  la  sua  intensità  primitiva  quale  é  nella 
fotosfera. 

La  i" ,  dà  il  valore  della  intensità  totale  residua  della 
luce  quale  si  ha  attualmente,  essendo  presa  per  unità  quella 
che  si  avrebbe  se  il  sole  fosse  privo  di  atmosfera. 

La  5^,  dà  lo  stesso  valore  in  numeri  tondi  che  pel  caso 
nostro  sono  sufficienti. 

Il  valore  della  1^  e  3^  linea  orizontale  é  dedotto  diret- 
tamente dagli   esperimenti   nostri,   quello   della    seconda  é 
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quello  di  Boliguer  corretto  secondo  riodicaziooc  di  Plana  e 
desameodo    i  dati  dalla    interpolazione  fondata  sulle  nostre 
osservazioni. 

Anche  una  semplice  occhiata  alle  colonne  3^  e  4^  che  con- 
tengono i  valori  che  dovrebbero  essere  costanti ,  fa  vedere 
che  Tipotesi  di  Laplace  non  può  sostenersi  in  modo  alcuno, 
anche  lontano  da  quei  limiti  che  egli  credeva  non  potersi 
passare  nel  farne  Tapplicazione. 

Quantunque  ulteriori  esperienze  siano  per  dare  elementi 
più  accurati  per  questo  calcolo^  la  diversità  però  ò  tanta  da 
non  poterne  sperare  un  successo  gran  fatto  migliore.  Tutta- 
via per  un  approssimazione  grossolana  possiamo  dire^  pren- 
dendo un  mediOy  che  l'atmosfera  solare  al  centro  assorbe  cir- 
ca sette  decimi  del  calor  lotale,  e  che  Tintensità  totale  del 
calore  che  attravei^sa  l'atmosfera  solare  per  arrivare  a  noi  è 
poco  più  di  un  decimo  di  quello  che  ha  luogo  nella  fotosfe- 
ra stessa;  cioè  che  senza  Tinviluppo  assorbente  di  cui  è  do- 
tato il  sole,  esso  ci  apparirebbe  quasi  10  volte  più  caldo 
ed  altrettanto  più  lucente.  Dopo  ciò  ognuno  vede  quale  idea 
noi  dovremo  formarci  della  elevazione  di  temperatura  che 
ha  luogo  nella  fotosfera  solare,  se  quella  che  deducesi  dalla 
sola  diminuzione  in  ragione  inversa  del  quadrato  delle  di- 
stanze, prendendo  a  base  Tintensità  quale  noi  l'abbiamo  alla 
superGcie  terrestre,  supera  già  ogni  nostra  imaginazione  !  Veg- 
gasi  su  di  ciò  quanto  dice  Sir  I.  Uerschel  OulUnes  of  Astron. 

m 

n.  396  e  segg.  Per  produrre  un  tanto  assorbimento  l'atmo- 
sfera solare  dovrà  essere  in  proporzione  molto  più  densa  di 
quella  che  circonda  il  nostro  globo.  Ma  questa  atmosfera 
sarà  essa  quella  che  forma  la  corona  visibile  nelle  ecclissi  ? 
e  di  quanto  supererà  essa  l'altezza  a  cui  arrivano  le  pro- 
tuberanze rossastre  che  secondo  alcuni  osservatori  sareb- 
be di  più  diametri  terrestri  ?  Il  sig.  Faye  crede  che  innanzi 
.di  estendere  i  limiti  di  questa  atmosfera  debbansi  aver  ri- 
guardo a  lasciar  libero  un  sufficiente  spazio  pel  corso  delle 
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comete.  La  gran  eomeia  del  1843  nel  sub  perielio  passò  a 
distanza  dalla  superficie  del  sole  di  circa  M7  del  semidia-* 
metro  solare  vale  a  dire  che  essa  sarebbesi  veduta  (  se  fos- 
se stata  cospicua)  alta  distanza  di  poco  più  che  due  minuti 
dal  lembo.  Le  protuberanze  non  hanno  finora  superato  tal 
elevazione  apparente,  ma  la  corona  estendendosi  a  circa  mez- 
zo grado  occuperebbe  parte  notabile  dello  spazio  necessario 
al  moto  libero  delle  comete,  le  quali  pur  eircolano  attorno 
al  sole  secondo  le  leggi  di  Keplero.  Forse  alcune  irregola- 
rità non  ancora  ben  conosciute  nel  molo  di  questi  astri  e  la 
diminuzione  apparente  del  volume  di  alcuni  di  essi,  e  forse 
anche  di  massa  (  cosa  non  più  improbabile,  giacché  abbia- 
mo veduta  perseverare  la  divisione  della  cometa  di  Biela  in 
due  ),  potranno  avere  spiegazione  nella  resistenza  al  loro  mo- 
to dell'atmosfera  solare  come  la  suddetta  divisione  della 
cometa  di  Biela  può  essere  avvenuta  dallo  scontro  con  qual- 
che asteroide  le  cui  orbite  essa  attraversa.  Questo  è  un  sog- 
getto a  dir  vero  molto  oscuro,  io  cui  solo  si  possono  fare 
congetture,  nia  nuovi  studi  potranno  spargervi  qualche  lume; 
non  è  poco  sapere  a  quale  scopo  debbano  tendere  le  ricer- 
che forse  il  moto  delle  comete  potrà  un  giorno  istruirci  sui 
limiti  dell'atmosfera  solare  ,  come  l'assorbimento  calorifico  e 

laminoso  ce  ne  svela    l'esistenza  (*). 

—        -■■■■  * 

f)  I  «eDlimentì  e  le  congellure  del  Sig.  Faye  sui  punti  esposti  di  so- 
pra^ S)no  sfati  estratti  da  una  sua  cortesissìma  lettera  scrittaci  dopo  la 
comunicazione  dei  nostri  lavori  da  esso  fatta  airaccademia  di  Francia. 
La  prima  di  queste  comunicazioni  (V.  C.  R.  T.  XXXI V,  p.  643)  diede 
luogo  ad  alcune  osservazioni  del  sig.  Arago  inserite  nel  C.  R.  T. 
XXXIV,  pag.  657,  nelle  quali  rUluslre  secretario  deirAccademia  richia- 
mava alcuni  de'suoi  antecedenti  lavori  fotometrici,  e  insieme  altri  pro- 
getti da  se  ideati  per  esplorare  il  calor  solare,  mediante  termometri  col- 
locati nella  imagine  solare  di  un  grande  obiettivo  acromatico.  Questi 
preparativi  erano  in  corso  a  mia  insaputa  quando  io  mi  occupava  di 
queste  ricerche.  Né  io  poteva  averne  contezza,  non  essendo  cosa  alcuna 
di   tali  progetti  pubblicata  nei  Conti  Resi,  ed  essendosi   tutto  passato  a 
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viva  voce  o  nella  accademia  o  nel  Bureau  deile  Utnifitudin$.  La  siemoria 
)eUa  il  29  aprile  1850,  vi  è  solamente  annunciala  e  lo  stesso  estratto 
della  memoria  del  20  Maggio  dello  stesso  anno  non  conliene  punto 
cosa  alcuna  relativa  al  calore.  Cosi  pure  nel  discorso  pronunziato  dal 
medesimo  nella  seduta  pubblica  del T Accademia  e  pubi icalo  nel  Giornale 
Vlrutilut  14  e  21  Gennaio  1852,  nulla  trovasi  di  particolare  che  sia  re- 
lativo al  calore. 

Tuttavia  dalle  parole  del  sig.  Arago  qualche  giornale  prese  occasione 
di  riguardare  queste  ricerche  come  una  occupazione  degli  altra!  scienti- 
fici diritti:  però  non  altro  intendeva  che  assicurare  per  se  la  priorità  di 
pensameiilo,  il  che  io  uon  esitai  a  riconoscere  nella  mia  Ietterai  inserita 
nel  C.  R.  T.  XXXIV,  p.  949. 

Il  metodo  però  da  esso  idealo  dovea  riuscire  in  pratica  più  arduo  as- 
sai del  mio,  giacché  vedo  che  rìmagìne  diretta  ottenuta  con' un  obiet- 
tivo di  4*^,80  e  del  diametro  di  10  pollici  (non  acromatico)  che  esiste  ii| 
questo  osservatorio,  è  assai  piccola  relativamente  alla  graadessa  di  qua- 
lunque anche  piccolissimo  termometro,,  quali  sono  alcuni  di  Bellani  e 
Bunsen  che  non  eccedono  2  millim.  in  diametro  del  bulbo.  Molto  tempp 
fa  io  avea  l'atto  il  progetto  di  esaminare  i|  calpre  delle  macchie  solari 
con  un  grande  obiettivo  di  campani  di  35  piedi  di  lunghezza  focale  usan- 
do però  la  pila  termoelettrica.  Ma  la  difRcoltà  di  fis^are  questa  relativa- 
mente alla  lente,  avea  reso  inutile  ogni  tentativo,  tanto  più  che  io  non 
poteva  fare  tali  esperienze  che  presso  il  tramonto  e  a  sole  mofto  indebo- 
lito. Anche  il  sig.  Arago  come  apparisce  nella  citata  communicazìone  del 
3  maggio  1852  avea  avuto  la  stessa  idea  per  il  calore  solare  ma  trovatoyj 
varie  difficoltà. 
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Seneca  parlando  della  Comete  disse  : 

(c  Non  ci  rechi  meraviglia  che  al  prcsenle  s'ignori  la  legge 
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46i  movimeDli  delle  comete  che  rare  volle  si  vedono  o  iioa 
ap  coDOSCii  il  principio  ed  il  fioe  della  rivolazione  di  questi 
astri  che  da  noa  distanza  smisurata  a  noi  ritornano.  Verrà 
un  tempo  in  cui  le  cose  che  ora  sono  occulte  richiamerà  a 
chiara  luce  lo  studio  e  la  diligenza  deiretà  avvenire,  in  cui 
i  nostri  posteri  si  meraviglieranoo  della  nostra  ignoranza. 
Verrà  un  tempo  in  cui  alcuno  mostrerà  in  quali  parti  del 
cielo  si  rivolgono  le  cpmete  ^  e  perché  si  lungi  dagli  altri 
astri  cauiminino,  e  quante  e  quali  si^no  ». 

Quanto  Seneca  nel  suo  entusiasmo  presagiva  riguardo  alle 
ponete ,  ci  sembra  che  si  potesse  pur  dire  della  Fisica  la 
quale,  in  qiiell-epoci|  spccialmentei  tutta  cousisteva  in  opinio- 
ni, e  Dop  verità,  io  pensamenti  di  una  setta  particolare ,  e 
non  dogmi  di  ^sica,  in  dottrine  infeconde^  e  non  principi!  per 
ta  spiegazione  dei  fenomeni.  Questo  stalo  durò  fintanto  che 
Galileo  Galilei,  tra  i  primi,  spinto  dnl  suo  genio  e  vinte  le 
avversioni  e  le  massime  radicate  per  più  secoli,  prese  ad  in* 
fcrrogare,  e  seppe  intendere  il  mpto  linguaggio  della  natura. 
Giunse  cosi  per  la  fisica  quell'epoca  che  per  le  comete  prò* 
fettizzava  Seneca,  come  viene  dimostrato  dai  più  accreditati 
corsi  di  questa  scienza,  che  da  talVpoca  fino  ad  oggi  sono 
stati  pubblicali.  A  maggior  conferma  di  quanto  asserivamo 
ci  è  grato  far  qui  particolare  mcpzioue  dell'  indicato  corso 
di  fisica  del  prof.  Zannotti. 

Decorsi  più  secoli  di  non  mai  interrotti  esperimenti  fisici, 
dopo  riprodotti  sotto  tante  e  variate  circostanze  i  fenomeni 
della  natura,  dopo  conosciute  e  confermate  dal  tempo  e  dai 
fatti  lo  leggi  colle  quali  «opera  questa  natura,  non  restava 
liltro  che  partire  da  questi  prìncipii  e  eoa  essi,  ajutati  del 
potente  mezzo  del  calcolo  e  della  geometria,  procedere  alla 
deduzione  di  necessarie  consegnenze.  Quindi  col  dotto  Aa« 
tore  conveniamo  che  nella  esposizione  delle  teoriche  fisiche 
debbasi  oggi  far  uso  del  calcolo  :  ma  nello  stesso  tempo  é 
Dostro  desiderio  che  in  corrispondenza  vcnghino  al  fine  coor- 
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digiti  gli  studii  della  elementare  filosofia,  affinché  il  Santaa- 
rio  della  scienza  non  si  presenti  ingombro  dì  difficoltà  fino 
dal  suo  limitare.  Con  questo  desiderio,  che  solo  può  essere 
adequatamente  apprezzato  da  chi  dedicò  gli  anni  di  sua  vita 
alla  istruzione,  diremo  che  l'egregio  Professore  Zannotti  ha 
diviso  il  suo  lavoro  in  nove  libri,  e  ciascuno  in  certo  nume- 
ro di  sezioni,  onde  meglio  distribuire  e  classificare  le  mate- 
rie da  esso  con  molta  chiarezza  sviluppate. 

Il  primo  e  secondo  libro  è  dedicato  alla  esposizione  delle 
nozioni  di  meccanica  razionale,  nella  quale^  con  brevi  e  di- 
rette dimostrazioni^  vengono  stabiliti  e  svolti  i  principii  della 
dinamica,  che  è  quanto  dire  vengono  collegate  in  formule  le 
principali  leggi  delle  forze,  ossia  delle  cagioni  dei  fenomeni  fi- 
sici considerati  sotto  il  caraiiere  comune  di  movimento.  Succe- 
dono a  questi  principii  quelli  della  composizione  e  decomposi- 
zione delle  forze,  i  quali  sono  immediatamente  applicati  alla 
ricerca  dei  centri  di  gravità;  e  coli'  ajuto  degli  uni  e  degli 
altri  principii  passa  l'A.  alla  discesa  verticale  dei  corpi  nel 
vuoto,  lungo  i  piani  inclinati,  e  per  archi  di  curva^  alle  oscil- 
lazioni dei  pendoli  circolari,  ed  alla  gravitazione  universale. 

Le  forze  molecolari  formano  il  soggetto  del  terzo  libro 
nel  quale,  dopo  la  loro  classificazione,  si  parla  del  calore  in 
ordine  ai  suoi  effetti  molecolari,  della  compressione  e  dila- 
tazione  dei  corpi,  della  influenza  di  esse  sulla  loro  tempe- 
ratura, del  calore  specifico^  del  cangiamento  di  stato  dei  cor- 
pi, ed  infine  dei  principali  termometri. 

Come  applicazione  delle  verità  sviluppate  e  disausse  nei 
tre  precedenti  libri,  nel  quarto  si  jlratta  della  Idrostatica  ed 
Idrodinamica.  Nella  prima  colla  consueta  chiarezza  si  svolgono 
dall'A.  le  leggi  deirequilibrio  dei  liquidi^  dei  fenomeni  capilla- 
ri, dell'equilibrio  dei  gas,  della  tensione  dei  vapori,  e  dell' 
equilibrio  di  questi  nei  gas:  nella  seconda  l'A.  tratta  quanto  evvi 
di  maggiore  interesse  intorno  all'  efflusso  dalle  luci  dei  reci 
pienti^  al  movimento  dell'acqua  nei  tubi  e  nei  canali,  ed  all'ef- 
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flusso  e  4;ondo(Ui  dei  gas:  applica  le  verità  idrodioamiche  ai 
fiomi,  e  qoelle  idrostatiche  alla  determiDazione  delle  densità 
nei  solidi^  nei  liquidi,  e  nei  corpi  aeriformi. 

L'acustica,  colla  quale  compiesi  il  primo  volume,  forma  il 
tema  del  quinto  libro,  in  cui  si  contiene  quanto  di  maggiore 
interesse  può  presentarsi  in  un  corso  di  fisica. 

11  sesto  libro,  col  quale  ha  principio  il  secondo  volume,  è 
destinato  allo  sviluppo  di  ciò  che  spetta  alla  Elettrostatica  ed 
Elettrodinamica.  Nella  prima  l'A.  considera  l'elettricità  pro- 
dotta per  attrito,  e  dei  mezzi  per  misurarla,  l'elettricità  in- 
dotta^ e  le  differenti  sorgenti  di  elettricità  statica.  La  Pila 
di  Volta,  i  fenomeni  magnetici,  quelli  della  Pila,  le  diverso 
forme  dell'  apparato  voltiano ,  la  teorica  di  Ohm  sulle  leggi 
della  pila,  e  l'induzione  elettrodinamica  formano  i  temi 
della  elettrodinamica  medesima,  le  sorgenti  della  quale  vengo- 
no divise  in  azione  chimica  e  contatto,  in  azione  termica,  ed 
azioni  fisiologiche. 

Non  manca  il  chiaro  A.  applicare  le  dottrine  esposte  nel 
presente  libro  alla  telegrafia  elettrica,  ed  alle  arti. 

Nel  libro  settimo  si  tratta  della  luce  diretta,  della  rifles- 
sione speculare  ,  della  rifrazione  semplice  ,  degli  strumenti 
ottici,  delle  interferenze,  doppia  rifrazione,  fenomeni  di  po- 
larizzazione e  dei  colori. 

Il  libro  ottavo  contiene  quanto  può  desiderarsi  a  comple- 
mento della  teorica  del  calore  del  quale  trattò  l'A.  nel  l."" 
volume. 

Colla  Meteorologia,  cioè  i  venti,  le  idrometeore,  la  tempe- 
ratura terrestre,  ed  i  fenomeni  luminosi  dell'atmosfera,  che 
formano  il  nono  libro,  si  compie  il  corso  di  Fisica  dell'egregio 
Sig.  Prof.  Zannotti,  e  colla  esposizione  delle  materie  in  esso 
trattate  crediamo  aver  dato  un  saggio  dello  stato  attuale  di 
quella  scienza  fisica,  che,  al  dire  dell'A.se  privata  venisse  del 
sussidio  delle  scienze  esatte,  sarebbe  ristesse,  se  fosse  pos- 
sibile, che  farla  retrocedere  di  due  secoli.  .  M.  A. 
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INTORNO  LE  SVILUPPOIDI  E  LE  SVILUPPATE 

RICBRCHB 
9Et  SIC*  PBOV.  VRAWCESCO  BBIOSCHI. 

La  teorica  dellie  sviluppali^  a  doppia  cqrvalnra  delie  linee 
piane,  e  delle  sviluppate  delle  linee  a  doppia  curvatura  è 
dovuta  a  Monge.  Nella  soa  mcoioria  che  fa  parte  del  (omo 
X  delle  Memorie  presentate  airistilulo  di  Parigi  e  forma  un 
capitolo  dellopera  v  Application  de TAnaUse  a  la  Geometrie  » 
si  rinvengono  l'equazione  della  superficie  sviluppabile  Inogo 
geometrico  delle  sviluppate  di  pna  data  linea,  e  le  eqnazio* 
ni  alle  derivate  mediante  le  qi^ali  si  determinano  nei  casi 
particolari  le  sviluppate  medesime.  Lancret  in  una  memoria 
inserita  nel  Tomo  II  (An.  1811)  deiruliima  serio  delle  Me- 
moires  présentés  presie  a  considerare  le  sviluppoidi  delle  li* 
nee  piane,  e  delle  linee  a  doppia  ourvatura,  ossia  le  curve 
di  cui  le  tangenti  vengono  segale  da  uiia  curva  data  qua* 
lunqqe  sotto  un  angolo  costante,  le  quali  cpmprendono  come 
caso  speciale  le  sviluppate;  Altre  n^emorie  più  recenti  esi- 
stono sa  questo  argomento,  e  fra  le  principali  quella  del  prof* 
Minich  sullo  sviluppo  deUe  cqrve  piane,  quella  del  prof.  Mo- 
lins  sulle  sviluppate  delle  liiiee  a  doppia  curvatura,  e  quella 
del  Prof.  De  Morgan  s|il|o  sviluppato  delle  Iinef9  sferiche  (1). 

In  questo  breve  lavoro  presentiamo  alcune  proprietà  ge^ 
nerali  delle  sviluppate  e  delle  sviluppoidi  |e  quali  si  ricava- 
no spontanee  dalla  loro  definizione. 

La  porzione  dalla  retta  tangente  la  sviluppoide  e  secante 
la  curva  data  (trajeltoria)  sotto  un  angolo  dato^  compresa  fra 


(i)  Nuovi  saggi  dell'accademia  di  Padova.  Voi.  V.  —  Journal  de 
Lioaville  T.  Vili.  —  Tbe  Cambridge  and  Dublia  Mathematica!  Journal. 
Novenber  i851. 


• 


(5t  ) 
il  punto  di  contatto  ,  ed  il  panto  di   intersezione    chiamasi 
raggio  della  s?ilappoide,  e  denomineremo    punti  corrispon- 
denti i  punti  su  indicati. 

Indicheremo  con  x^  y,  Zy  $  le  coordinate  di  un  punto  qua- 
lunque, e  1  arco  di  una  svilijippoide  o  di  una  sviluppata  di 
una  curva  qualunque  ;  e  con  p  ,  g  ,  r^  <j  ìe  coordinate  del 
punto  corrispondente,  e  l'arco  della  trajettoria  o  della  svilup- 
pante. Chiamando  i  il  raggio  della  SYiliippojde,  per  la  defi- 
nizione si  avranno  le  equazioni  r 

x'  li  a' 

(1)  p=x^i-r,      qz=zy^t—,      v^Z-^t-j 

9  9  * 

(2)  p'x'  -H  q'y'  -H  r'^'  =  n'a'  cos.O) 

nelle  quali  gli  acr-enti  quando  non  si  avverta  altrimenti,  in-* 
dicano  derivate  rispettò  ad  pna  variabile  di  cui  si  ritengono 
funzioni  le  p,  q^  r,  Xy  y,  x  ed  O)  è  Tangolo  costante  che  la 
tangente  alla  trajettoria  nel  punto  di  coordinate  p  ^  q^  r  fa 
colla  tangente  alla  sviluppoide  nel  punto    corrispondente   di 

coordinate  v,  y^z.  Allorquando  o)  =  —    la  sviluppoide   di- 

A 

venta  la  sviluppata. 

Per  determinare  il  valore  di  t  si  derivino  le  equazioni  (1), 
ed  i  valori  di  p\  q\  r^  si  sostituiscano  nella  (2) ,  si  ottiene 
la: 

s'  -h-  t'  =<7'cOS.Ci) 

dalla  quale  indicando  con  e  la  costante  introdotta  dalla  ìut 
tegrazione  si  ha: 

^2==JC0SCi)-i-C  —  $ 

e  per  le  sviluppate 

^  =  e  —  $. 

x'       y'       z' 
Dalle  equazioni  (1),  (2)  eliminando  i  coseni  -r  9  -p  >  —  ll{ 

9,8        9 

ottiene: 


(52) 
ip — x)p'  H-  (y— y)sf'  -+-  (r — i)r'  =3  c/cos  o  (or  cos  gj  -4-  e  —  s) 

equazione  di  un  cono  retto  avente  il  vertice  al  punto  di  co- 
ordinate p^  q,  r;  di  cui  l'asse  é  la  tangente  la  trajettoria  nel 
medesimo  punto,  e  di  cui  l'apotema  fa  coll'asse  l'angolo  o). 
Derivando  Tequazione  stessa  avendo  riguardo  alla  (2)  si  ot* 
tiene  : 

(p  —  x)p''  •+•(?-  y)f  -+-  (r  -  r)r"  n-t/'sen^ 

=  a"cosCi)  (acosG)  '^  e  --  i)f 

Se  da  questa  equazione  j  e  dalla  penultima  si  eliminasse 
la  variabile  rispetto  alla  quale  sono  prese  le  derivate  si  a*- 
vrebbe  la  equazione  della  superficie  luogo  geometrico  delle 
sviluppoidi.  Dalle  medesime  equazioni  scorgesi  facilmente  es- 
sere la  caratteristica  di  questa  superficie  una  curva  piana 
anzi  una  iperbole. 

Ponendo  per  brevità  -7-  =3 1^  è  derivando  le  equazioni  (1) 

si  banno  le  : 

(3)    J5^1-Ht)>'^-t?x",  jHl-l-t?')y'-4-vy",  r'=(l-{^y^vs^' 
le  quali  quadrate  e  sommate  danno  : 

Ora  dal  valore  di  v  ricavasi  : 

(1  4-t?')»'  -4-  V$''=  or'cos  6) 

per  cui  sostituendo  ; 

a'*  sen"<v)  =  v^lx"*  -4-y"*  +  2"*  -  s"») 

ed  indicando  con  p  il  raggio  di  curvatura  della  sviluppoide 
al  punto  di  coordinate  x,  y,  x  si  ha: 

po'  sencj  =  («' 

e  pel  caso  delle  sviluppate  : 

p(y'  =  ts' , 


(53) 
Le  equazioni  (3)  moltiplicate  ordinatamente  fetx'',y"jz!' 
e  sommate  ,  allorquando  ritengasi  la   $   essere   la  variabile 
principale  danno  la  : 

e  questa  moltiplicata  per-^  miutast  nella 

.         t 
cos  0,  =  — 7  =  seno) 

/)(/ 

essendo  ii  l' angolo  che  la  tangente  alla  trajettoria  fa  col 
raggio  del  circolo  osculatore  la  sviluppoide  nei  punti  corri- 
spondenti.  Quando  6)  =  —  sarà  b^  =0,  cioè  la  sviluppata 

è  geodetica  sulla  superficie  polare. 

Se  dalle  equazioni  (3)  si  elimina  il  binomio  (1  + 1?')  si 
ottengono  le  : 

le  quali  moltipliòate  ordinatamente  per  z"j  y'\  x"  e  sommate 
membro  per  membro,  indicando  con  Ci  l'angolo  che  la  tan- 
gente alla  trajettoria  fa  colla  perpendicolare  al  piano  del  cir^ 
colo  osculatore  la  sviloppoide,  danno  : 

COS.C1    =    0   y 

ossia  la  tangente  la  trajettoria  è  la  comune. intersezione  dei 
piani  osculatori  alle  due  curve  in  punti  corrispondenti. 

Derivando    nuovamente    le   equazioni  (3)  si  hanno  le  se- 
guenti : 

à 

f  =  v"y'  -H  (1  -t-  2t>')y"-»-  vy'"  , 
r"  i=  t)'V^  (1  -^  2»')*"  -H  vx"^. 


(  54  ) 
Si  rooltiplicbìno  quesle  equazioni  ordinatameli  te  per  sl^  y'j  J 
e  sommandole  membro  per  membro  si  avrà 

Riteniamo  per  maggiore  semplicità  essere  a  la  Tarìabile  prin- 
cipale^  sussisterà  la  equazione  : 

(1^  2tjVs"-H  t?V^  =  —  mV"  , 

per  cui  sostituendo  : 

Chiamando  d  il  raggio  di  curvatura  della  trajettoria  al  punto 
di  coordinate  j9,  q^  r;  ed  a,  Tangolo  che  il  raggio  stesso  fa  col 
raggio  della  sviUppoide,  ai  ha  : 

cos.a.  =s  — '  <.d  — r- 

ossia  per  l'equazione  (4)  : 

cos.a*  = sen  0) . 

t 

Da  questa  ponendo  per  /  il  suo  valore  ricadasi  \ 

^     ,  sen'oi 

S  fc=  d h  ff  COS  Ci)  H-  e 


cos.as 


Se    G)  =  ---  sarà 
2 


cos.a2 


e  se  la  sviluppante  e  la  sviluppata  sono  linee  piane  cos.a2=ly 
e  si  ha  la  notissima  : 


e. 


(55) 
8e  III  Irajetlorìa  e  la  sviluppoide  sono  piaoe  gli  angoli  »,  a, 
SMO  Tono  compleinento  dell'altro  e  si  ha  : 

s  =r  d  sen.Gj  -+-  a  cos.  ^)  -f-  e 

la  quale  forinola  renne  già  data  dal.  Prof,  Minicb. 

Dai  valori  trovati  di  p'  y  q'  ^  r\  jf^y  q*\  r\  si  ricavano  le 
seguenti  equazioni  i 

pV'-pV=(l-M.')  r(l-H2e'—  ^-^,)(x'«"-x'V)H-»(x'z"'~«"'x')] 


f)    [X   Z        XX) 


x'       y'       «' 
Queste  ordinatamente  moltiplicate  per  -p  ,  —  ,  -y-  e  som- 
male danno  avendo  riguardo  ali^equazine  (4)  : 

f'cos.cTs  s^'.^en'^Gi)  , 

nella  quale  03  indica  faligolo  che  il  raggio  della  sviluppoide 
fa  colla  perpendicolare  al  circolo  osculatore  la  trajettoria ,  f 
Tangolo  di  contingenza  della  trajettoria,  (//  Y  angolo  di  tor- 
sione della  sviluppoide. 

Se  le  equazioni  superiori  si  moltiplicano  ordinatamente 
per  x^\  y" ,  V' ,  e  si  sommano,  ritenendo  le  derivate  prese 
rispetto  alla  variabile  «,  ed  indicando  con  63  Tangolo  che  il 
raggio  di  curvatura  della  sviluppoide  fa  colla  perpendicolare 
al  piano  del  circolo  osculatore  la  trajettoria  si  ottiene  : 

f'  eos.ij  3==  ^'.8eii«Ci>.  eos.a. 


(56) 
Le  sei  rette  die  qui  si  considerano  cioè  le  (angenti  alte 
due  carve,  i  raggi  dei  loro  circoK  osculatori ,  e  le  perpen^ 
dicolari  ai  pian!  dei  circoli  medesimi  costituendo  due  teme 
di  rette  ortogonali,  avranno  luogo  tra  gli  angoli  che  esse  for- 
mano fra  loro  le  note  relazioni.  Quindi  indicando  con  c^y  03 
gii  angoli  che  la  perpendicolare  al  piano  del  circolo  oscula- 
tore la  sviluppoide  fa  col  raggio  di  curvatura  della  trajet- 
toria,  e  colla  parpendicolare  al  piano  osculatore  la  trajetto- 
ria  stessa,  e  con  b^  l'angolo  che  formano  fra  toro  i  due  rag- 
gi di  curvatura  si  avranno  dapprima  le  : 


^1 

COS.61 

COS.C3  = 

cos.a^ 

v< 

cos.^i 

dalle  quali 

pei  valori  trovati  per  cos.aa  y 

cos.ii  ; 

cos.ai 

cos.c-  = 

sen.cj 

,           C0$.C3  = 

d 
:  -^sen.Ci). 
1 

Inoltre  essendo  : 

m 

• 

cos'as  -f-  COS. 

*ft3  -4-  C6S.*C3  = 

=  1, 

si  ricaverà 

• 
• 

cos.as  =  sen^Ci 

.!/(«  -  .^ 

■  sea^c» j  , 

COS.Ì3  =5  —  cos  «1/     (  l  — 

■  p-  sen  ») 

e  quindi 

y— 

- 

COS.Ca  =  1/ 

(1  —  ^—  sen'o))  . 

Cosi  dalla 

• 
■ 

cos'aa  -+■  C0S*i&2  -H  COS^Ca  J 

si 

si  ottiene  : 


cos.p.  =  —  scn  ^  cos  ». 


Le  formolo  trovate    sono  utili  nella  ricerca    dei  valori 


(  57  ) 
delle  deriYate  degli  angoli  di  prima  e  seeoada  flessione  della 
trajettoria  in  funzione  delle  derivate  dei  medesimi  angoli 
della  svilappoide.  S'indichino  con  0Ci  9  /Sii  ^  Yi  ;  ce^ ,  j3, ,  y,  ; 
^.)  9  /33  >  73  ,  i  coseni  degli  angoli  che  fa  tangente,  i  1  raggi  o 
di  curvatura,  e  Fasse  del  piano  osculatore  per  la  trajettoria 
fanno  con  tre  assi  ortogonali;  con  X|  »  |Xi  9  Vi  ;  X,  ,  /x, ,  V3> 
X3  9  1^3  »  Va  i  coseni  degli  angoli  che  le  medesime  tre  rette 
per  la  sviluppoide  comprendono  con  quegli  assi^  Si  denomini 
7  Pangolo  di  contingenza  della  sviluppoide,  i  l'angolo  di  tor- 
sione della  trajettoria.  Si  avranno  le  equazioni  : 

a,  =  Xi  cos  a,  -f-  Xa  cos  i,  -4-  X3  cos  e^ 

/3,  =  fJLi  cos  ai  -+-  fJLa  cos  bi  -f-  fX3  COS  Ci 

y^  =  Vj  cos  ai  -h  i«j  cos  4|  -H  V3  cos  e, 

«3  =  Xi  COfr  aj  -+•  Xa  cos  éj  H-  X3  cos  C3 
^3  =  jULj  cos  a3  -+-  /Xa  COS  Ì3  «+-  JX3  COS  C3 
73  =   Vj  cos  03   -+-  Hb  COS  63  H-  )^  COS  C3  • 

Ora  è  noto  essere  : 

9ra=a,    -Hpi    -f-7,    ,       o    =«3   -+-p3   -♦- 73  ; 

quindi  derivando  le  equazioni  superiori,  quadrando  i  risul- 
tati, e  sommando  si  avranno  i  valori  richiesti.  Se  neli*  ese- 
guire queste  operazioni  si  avrà  riguardo  alle  relazioni  : 

Xi  X'a  •+•  [li  jx'a  -f-  V,  y a  =  /  ,  X,  V,  -H/X,  [l'i  H-  W|  v',  =  7', 
X|  X'3  -+-  [Ir  fl's  -4-  Vx  V'3  =  0  ,  X3  X\  4-  fJl3  [l\  -^^^i  «^0, 
Xa  X'3  -+-  /Xa  /JL'3  -f-  Va  V3  =  «/;'  ,      X3  X'a  H-ÌX3  jx'a  "HVa  V>  — ^', 

X',X'a4-/x'.fJL'a-HV^iVa=0, 

X'.X'3  +  ^\/Jl'3-*-)/.V3=yf, 
X'aX'3H-/x'a|x'3-hV^al/3=0j 


(58> 
ed  ai  valori  di  cos  ai ,  cos  i,  .  •  .  •  ^  si  oitemiDiio  le 

(d'I  —  dl')san  6)         l/'it^  —  d'sen'o)) 
t[/^{t   —  d^  sen^o))  ^d  scn  &> 

che  equivale  alla  : 

7  *  -f-  (//'^  seu  «  ^ 

Si  passa  facilmente  dairana  all' altra  di  queste    dae  ullime 
equazioni  osservando  che  le  formole  trovate  danno  ! 

, sen  G)  ,  l/'U'  —  d*.son*Ci)) 


^  ■  n  H 


I  td  sen  0) 

Il  Lancret  nella  memoria  citata  aveva  già  dati  i  valori  di  9' 
e  di  3'  ;  ma  il  secondo  di  es»i  differisce  da  quello  ora  tro^ 

vato  del  termine  <p'cos  O).  Allorquando  oj  =  — le  formole  su- 

periori  si  mutano  nelle  : 

m     ==;  7'*  -4-  ci/     •  0= =s    ■>    '  ■  ■■  '     ■■■ 

La  seconda  di  queste  equazioni  é  integrabile  e  dà  : 

o  H-  A  =  ang.  sen  — 

dalla  quale  : 

_  d 


»en(d  -t-  A)  . 

già  trovata  dal  sig.  Molios. 

Rammentando  le  denominazioni  adottate  più  sopra  si  han* 
no  le  equazioni: 

a,  -t-  ^%  -f-  7%  =  1  ,     «.  «a H-^i  /3a  +7.  Va  =  0  , 
«%+  ^%  ^  7%  =  1  >      «1  X,  -+-  j9,  /x,  H-  7,  V,  =s  cos.w, 

A%  H-  ^',  -+-  V  ,  =  1  ,        «,Xi  H-  Pn  fi,  -h  7a  V|  =:  COS  tta- 


(  59  ) 
Eliminando  saccessivamente  dalle  ultime  due  le  fx,  ^Vi  , 
ricavando  dalle  risultanti  i  valori  di  Vi ,  /Xi  in  funzione  di 
Xi ,  e  sostituendoli  nella  terza  delle  equazioni  medesime , 
giungesi  ad  una  equazione  del  secondo  grado,  la  quale  ri* 
solla  avendo  riguardo  alle  identità 

a\  -  /9%  -  7*.  =±  oc\  -  ^\  -  y\  =-  (/3.  y,  -  /S.v,)' 

fornisce  la: 

>i  =i=  asG086»  H-aaCos.tfa  tìb  (jSa  7,  —  ^,  72)l/"(sen*Ci) — cos^a,). 

Analoghe  espressioni  si  avranno  per  |Xi  e  per  Vt  .  Sostituen* 
do  per  ai  f  età  •  •  •  cos  a^  i  loro  valori  si  hanno  le  : 

X  =sp  —  tp'cos  0)  -+-  dy  sen^O) 

d=  d  seno)  (jV  -^  yV V(^'  ~  d^sen^w) 

y  =  jr  -»—  ijT^cosfii)  -f-  d^y^'sen^o) 

=fc  d  sena>(ry  ~ry')|/"(<'  —  d'sen'd») 

z  =  r  —  ^r'coso)  +  d'r"sen*G) 
=1=  d  senwfpV  —  />  W(^— d'^sen^G)). 

Da  queste  allorquando  sarà  conosciuto  il  valore  di  t  in  fun- 
zione di  quantità  spettanti  alla  trajettoria,  data  l'equazione 
della  traJetWia  si  otterrà  quella  della  sviluppoide.  Un  casa 

TT 

particolare  in  cui  ciò  si  verifica  è  allorciuando  o)  =  -^    es- 

sendosi  trovato  t  =  — -r -7  e  si  avranno  per  le  svilup- 

sen($-f-  A)  '^  '^ 

paté  di  una  linea  qualunque  le  equazioni  : 

«  =  j,--f-  àY=^  d'  cotóng(d  -I-  A)(g'V  —  q'r") 

y  =  y  -t-  d*?"  ztd*  cotang(5  -H  *)(/>'  —  r'p") 

*  =3  r  -H  dV  d=  d'  cotang(J  -i-  h){p"q'  —  p'q") 

Se  supponesi  la  syiiuppaate  essere  UQa  linea  piana  sarà 


• 
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r=0,    ff  =  0, 
e  quindi  : 

X  =p  —  djf'  ,     y  =  jf  H-  dp'  ,    z  =db  d  cotaog.A 

le  quali  coincidono  colle  fornuole  trovate  da  Fuss  nel  toma 
III.''  Anno  1811  delle  <c  Memoires  de  rAcadèmie  Imperiale  des 
Sciences  de  S.  Petersbourg. 

Nel  caso  che  la  sviluppante  sia  una  linea  sferica  il  valore 
di  I  assume  un  altra  forma  la  quale  ora  veniamo  a  deter- 
minare. Per  una  linea  sferica  qualsivoglia  hanno  luogo  come 
é  noto  le  seguenti  equazioni: 

d'  d' 


3' 


,  d' 

r  =  — d73-f.  ^73. 


Da  queste  quadrando  e  sommando»  si  ha  indicando  con  a  il 
faggio  della  .sfera  : 

che  integrata  dà  : 

d  =  a  sen(d  -H  A) 
e  quindi  la; 

sen($  -4-  *)  =3  — 

fornisce  pel  valore  di  t  : 

ad 


dcoslzp[/^(a!'  — d*)sett/ 

dove  1=2  k — A.  Ora  indicando  con  9  l'angolo  che  il  raggio 
di  cnrvatura  della  trajettoria  fa  col  raggio  della  sfera  dalle 
equazioni  superiori  deducesi  : 

d  =;:  —  a  cos  9 
por  cui 
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a  cos  6 

~  cos  (0  dt  l)  * 

Le  medesime  equazioni  superiori  moltiplicate  ordinatamente 
per  X9  fx,  Vj  e  sommate»  denominando  u^  Tangolo  che  il  rag* 
gio  delia  sfera* fa  colla  tangente  alla  sviluppata  danno  : 


a  cos 


nella  quale  sostituiti  per  ^,  d^  i  valori  ultimi  esposti  si  ha; 

cos  Ui  =  cos  (d=  {) , 

cioè  l'angolo  u^  è  costante.  Ed  analogamente  chiamando  ti,  , 
«3  gli  angoli  che  il  raggio  della  sfera  fa  col  raggio  di  cur- 
vatura, e  colla  perpendicolare  al  piano  osculatore  della  svi* 
luppata  si  otterrebbero  le  : 

cos  U2  =  0  ,        cos  ti3  =  sen  (±b  l) 

Se  l'angolo  u^  fosse  retto  si  avrebbe  : 

—        qd 

la  quale  sviluppata  particolare  corrisponde  alla  sviluppata  or- 
dinaria delle  linee  piane. 

Pavia  li  15  agosto  1832. 
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ssssss=ss=  ,  ssssssssssz  I..      asssjsssr 

SULLE  LINEE  TAUTOCRONE. 

In  risposta  ad  alcune  osservazioni  dirette  dfd  sig. 

G.  BERTRAIVD  AL  COHPILATORE 

NOTA 

DEL  SIG.  W.  BRIpSCQf 

Uoa  nota  intorno  le  lìnee  taatocrone  da  me  pubblicata  Bftl 
fascicolo  di  agosto  1852  di  questi  Annali^  avendo  richiamata 
l'attenzione  del  Sig.  Prof.  Bertrand  $opra  questo  argomento, 
diede  origine  ad  alcape  osservazioni  che  il  medesimo  chia- 
rissimo geometra  diresse  al  Prof.  Tortolini  (*).  La  prima  di 
tali  osservazioni  tende  a  provare  che  l'asserzione  la  quale 
trovasi  in  quella  nota  :  essere  nolo  al  d'Alembert  ed  al  La- 
grange  che  supposta  la  forza  composta  di  due  termini,  uno 
dei  quali  sia  funzione  della  velocità  ,  e  l'altro  dello  spazio 
percorso;  la  formola  di  Lagrange  non  può  dare  la  soluzione 
che  nei  casi  già  trattati  dal  Fontaine  :  ò  esatta  solo  per  quella 
parte  che  si  riferisce  al  d'Alembert.  Ed  a  questo  fine  il  prof. 
Bertrand  dichiara,  che  il  passo  della  seconda  delle  memorie 
di  Lagrange  sull'argomento,  da  me  citato  a  convalidare 
quella  asserzione,  non  si  riferisce  in  nessun  modo  alla  mag- 
giore od  alla  minore  generalità  della  formola  di  Lagrange  ^ 
ma  ha  per  unico  scopo  la  critica  del  metodo  di  Fontaine. 

Convengo  che  questo  fosse  lo  scopo  dì  Lagrange  ,  tanto 
più  che  il  passo  citato  leggesi  nel  capitolo  intitolato  «  Re- 
marques  sur  la  solution  des  Tautochrones  donnée  par  M. 
Fontaine  etc.  »  ma  parmi  che  l'una  questione  comprenda  V 
altra.  Infatti  dietro  quale  ragionamento  Lagrange  dichiara 
ce  illusoire  et  fàutive  l'application  que  M.  Fontaine  pretend 
faire  de  ses  equations  au  cas  ou  la  force  p  seroit  exprimée 

(*)  Annali  di  Scienze  Matemat.  e  Fisiche.  Dicembre  1852. 
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par  qr  «4-  ^t<  rf-  hu^  H--  ku^  ?  Io  non  so  rinvenirlo  cbe  alla  fi- 

pie  delU  pag.  120  di  detta  mcinoria  nelle  parole  m  à  cause 

d*p 
que  M.  Fontaipe  suppose  -j-j-  =s=  0  >).  Questa    parte    delle 

.critica  del  metodo  di  Fontaipe,  unitamente  al  fatlo  d^essere 
la  memoria  del  Lagrange  posteriore  a  quella  del  d'Alembrt, 
inoltre  quest'  ultima  memoria  citata  più  Tolte  dal  Lagrange 
medesimo,  ayeyanmi  indotto  ad  asserire  che  Tosservazione  del 
JSfg.  Bertrand  pon  era  sfuggita  a  Lagrange. 

La  secopda  osservazione  si  riferisce  ad  un  passo  della  di-  ^ 
pnostrazione  della  formola  di  Lagrange  da  me  data  in  quella 
nota.  Lo  seppe  di  essa  nota  :  dimostrare  la  formola  di  La^ 
grange  :  basterebbe  a  salvare  quel  passo  ;  pure  è  verissimo 
phe  non  ho  dichiaralo  espljcitamente  che  la  detta  formola  , 
trovata  con  u^etodo  qualsivoglia  non  può  somministrare  tutte 
|e  soli^ziopi  del  problema ,  ma  parmi  evidente  fosse  tale  la 
mia  idea  allorquando  scrissi  le  parole  «  Però  a  ben  altri  casi 
può  appUcarsi  la  fprmola  di  Lagrange  ec.  »  fpag*  364).  E 
Io  stesso  passo  della  mia  nota  riprodotto  dal  sig.  Bertrand 
riconferma  questa  asserzione;  giacché  non  dichiarai  necessa- 
rio Tapunllarsi  del  numeratore  della  frazione,  di  cui  Tinte- 
graie  esteso  fra  i  limiti  zero  ed  a  dà  il  valore  di  --«per- 
da 

jDhè  sia  j-  =  0  qualunque  sia  oc. 

Non  erami  però  in  allora  suggerito  alla  mente  come  il 
metodo  adottato  nella  ricerca  della  formola  di  Lagrange, po- 
teva condurre* ad  una  formola  assai  più  generale,  la  quale 
presentandomisi  occasione,  vengo  ad  esporre.  Ritenute  le  de- 
nominazioni usate  nella  nota  citata  se  supponesi  che  il  tem- 
po t  impiegato  a  percorrere  Tarco  a  debba  essere  eguale  ad 
una  funzione  individuata  di  a,  cioè  t  =?  fi(a)  si  avrà: 

kJo  vi''  Ai  *'d« 
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cioè  dovrà  essere:  « 


<*^  -tJ 7 d;^ 

= /»(«,  «) 

essendo  p{st  a)  tale  funzione  da  verificare  la  t 

|9(a,  «)  —  p(0,  a)  =  5^ 

Derifando  rispetto  ad  »  Tequazionc  (1),  ed  operando  sai  ri- 
saltato col  metodo  osato  nella  nota  si  ottiene  la: 

àv  dt>  ,  1        d/9        - 

la  quale  integrata  Ah  : 

essendo 

J(p(s)  J(p(oc) 

e  7  il  simbolo  di  noa  funzione  arbitraria. 
La  (2)  derivata  rispetto  ad  «  dà  : 

,      -_.  =y(6(„  «)) j H-?t«)  -,^j 

posto  per  brevità 

e  questa  moltiplicata  per  t?^ ,  e  divisa  per  9(5)  conduce  alla 
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che  ò  la  formola  cercata.  Essa  comprende  il  caso  del  tanto- 
cronismo  allorquando  suppongasi  la  funzione  p($,  a)  soddisfa- 
re all'equazione 

j9(a,a)=p(0,  a). 

Riassumo  dichiarandomi  pienamente  d'accordo  col  chiarissi- 
mo Sig.  Bertrand  ayere  il  Lagrange  attribuita  troppa  gene- 
ralità alla  sua  formola,  ed  intendo  anzi  che  il  metodo  di  di- 
mostrazione da  me  adottato  nella  ricerca  di  essa  serva  a  con- 
yalidare  questa  opinione. 

Pavia  il  7  gennajo  1853. 

SULLE  LINEE  TAUTOCRONE 

OSSEVjr  AZIONI    AGGIUNTE    ALL^  ARTICOLO 

BEL  Sl«.  BERVBAND 


Alle  osservazioni  del  chiarissimo  Sig.  Bertrand,  sulle  linee 
tautocrone  ,  pubblicate  nel  terzo  volume  di  questi  Annali 
pag.  547,  aggiungiamo  questo  altre. 

La  formula  data  a  pag.  367  detto  volume,  cioè 

(1)  V  =^  >[/(«)  -/(«)] 

■ 

non  inchiude  la  condizione  del  tautocronismo;  perché  fatti 

abbiamo 
(2)  i  =  F(0)  -Fcy^O)  -f(oL)  ] 

che  implica  tutt'ora  V  oc. 
Impiegando  debitamente  la  differenziazione  della  funzione 
Annali  ai  Scienze  Mai.  e  FU.  T.  IV.  febbraro  1853.  5 
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ioggette  all'integrale  porremo 

J»«  1 

(p{s^  a).ds  ,  cioè        —  =  ® , 

poi  8  r  oc.u  y  onde 

a  col  djstto  metodo  troviamo  a  proposito 

ove  (p  è  funzione  arbitraria,  |taJ0  che  TT«r=  0:  ma  quel  risul- 
tato si  prevede  senza  bisogno  di  calcolo. 

La  formula  (1),  porge  il  valore  di  i  libero  dairintegrale, 
può  rendere  d=  0  quando  s  =:  a,  e  noHa  dippiù.  Pure  i  ri- 
sultati particolari  delle  pag.  968,  309  sono  esatti,  e  se  La- 
grange  avesse  dichiarata  TaiftaUst  che  li  ha  inspirati,  avres- 
simo  nella  espressione  il  supplemeutp  a}  difetto  della  formu- 
la (2)  ;  coma  vado  a  dire. 

L*  a  può  sparire  dalla  equazione  (2),  se  J\0)  oppurey][a) 
è  in6nito,  dippiù  F(0),  F(oo  )  non  sono  infiniti ,  o  nulli  en- 
trambi :  condizioni  alle  quali  poss^mo  soddisfare  con  molta 
latitudine.  Poniamo  per  es. 

^  ,     A.8'"  -4-  B     ^,  ,         E 

dove  u  ^=^J\s)  — y(^)  ^f  B,  G^  D,  JjB  «iao^  postanti,  ed  m, 
n  positive  :  saranno 

che  sono  tutte  le  richieste  cpn^izioiri.  X.  Y. 


J 


(67) 

SULLA  CONVERGENZA  DELLA  SERIE  INFINITA 

i^ 

(H— K  cosjS)"  "  =s  A0-+-2A,  C09  ^  -f-  2A,  eos  5^-»- (l) 

NOTA 
•Eli  PRO*.  llEm«l«  BEL  «KOfllM»  M  IVArOUr 


Si  sa  che  il  coefficiente  del  termine  t  + 1  di   questa  te- 
ne é  dato  dalla  equazione 

(H  —  K  cos^g)^ 

Inoltre  essendo  cìasciiiia  delle  funzioni  (rigonooo^tricbe  cos^, 
0O2»2/3  9  cos3/3  , <C  I9  basterà  dimostrare  che,  cre- 
scendo n  verso  riafioito»  converge  ad  vo  limite  fisso  la  se" 
rie 

S  =  A*  -+-  2A,  H-  2Ai  ^2A3  H-  .....  H-  2A^ 

perchè  resti  dimostrata  la  convergenza  delia  serie  proposta. 
€tò  posto,  si  faccia 


2nJ« 


air 


(C09/3  H-  cos2/3  H-  cos3j9  -f- . . .  .  H-  cos  fi/3)dj9 


■»— ^^^  III  I        I  ■ 

v2, 


(H-Kcos/3)^ 

W  =  cos  ^  4- cos2/3 -i- cos3/3 -4- -f-cosn^. 

Moltipljca»d4^  quest'allima  equazione  per  2cesj3  »  e    trasfor- 
mando i  termini  dei  %^  membro  per  mezzo  della  relazione 

2cosr^  cos^  =  cos(r  -h  1)^  -4-  cos(f  —  1)^  ^ 
si  avrà 
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2W  cosjS =cos2j3  4-  cos3^  4-  cos4/3  4- H-  cos  n/3 

^  cos(n  -4-  l)/3  H-  H-  cos  /3  4-  C092j8  -+-  ....  H-  cos(n— 1)^ 
equazione  che  equivale  a  quest'ultima  più  semplice 

2W  cosjS  =  (1— C09/3)  +  2W  —  (cos  n^  —  co8(n  H-  l)/3. 
Di  qui  risulta 

(1  -4-  2W)(1  —  cos/3)  =  cos  n/3  —  cos(n  4- 1)/3  , 

e  quindi 

1  8en(n  -f-  i)^ 

2  sen  i  p 
ponendo  mente  alle  relazioni 

1— cos/3=2sen^  ---  /3 

cos  n/3  —  co9(n  H- 1)|3  =  2sen  \n  •+-  ~ j/3  sen  ^ ^  . 

Sostituendo  questo  valore  di  W  nella  espressione  di  S',  tro- 
veremo 

(H  —  K  cos^)'  8eaJj3(H— KcosjS)* 

Ma  abbiamo  per  la  (2) 


d£ 
27:-^»  1 


A»  ="2;;/.  ' — -  ' 


(H  —  K  cos/S)' 
onde  sosliluendo  nella  precedente  equazione,  avremo 


2ff 


1  J_r  gen(n -+-  i)^à^ 

^  -~~2"    "■^2;rJ.  ^i.  * 

sen  1 /3  (H  —  K  cos  ^)» 


(69) 
e  consegaentemente 


1   r  8eii(n  +  i)/3  d^ 


2Tr 

a 


sen  i  ^(H  —  K  cos  j3) 
E  poiché  2S'  +  A  =  S  ,  essendo  che 

^„,         .  1    r*"  (1  -4-2cos]8  -1-  2cos2/3  -4-  • .  -H  2cosn/3)d/3 

(H— Kcos^f 
si  ayrà  finalmente 


2ir 


S=: 


seii(n  -H  i)/3  d/S 
sen  *  /3(H  —  K  cos  /3)  " 


Poniamo  adesso  n^  =  9  ,  ad  avremo 

/  sen(nH-i)/3d/3         ^i-"^     sen(l  +  g;^)^^^ 

sen  I  /3(H  —  K  cos  /3)^  g    .  g  . 

n  sen  TT  (  H— Kcos  —  | 
2n\  n  / 


27r 

sen(n  H-  i)j8  d/3 
sen  1^(H  —  K  cos  ^f 


a«7r  


o 


n  sen  — (  H  —  K  cos  ^  ) 
E  poiché 

sen  rr-  =  :;^ 


2n      2»       2.3  23  n3 


(?0) 

la  precedente  equazione  si  trasformerà  in 

seW'l  -+-  ^)m 

2   />»«« ^  ^^ 

Passando  ai  IiiBÌli>  cioè  ponendo  n  =  oo  »  si  avrà 

2   /<*      seo  9  de                   2  r*  scn9  d9 

lim:S=-|     — =? — I       — 5 — • 

e(H  -  •  K)*        7r(H  —  K)* 

Ma  i  già  stalo  dimostrato  ohe 

•  sen9  d9       n 


s. 


$  2    ' 

onda  si  avrà  facilmente 


Hm:  S 


(H  —  K)" 


Sta  poi  un  caso  particolare 

H  =  a^-v-a'%    K=2aa',    (i=^l  , 
e  si  avrà 

lim:  S  =  -r-TT :  . 

Questo  limite  diventa  =  op  quando  a'  =  ay  ed  un  nume- 
ro molto  grande  quando  a'  ed  a  differiscono  per  poco,  e  ciò 
ba  luogo  nelle  ori>ite  degK  asteroidi.  Laonde  la  serie  (1)  non 
può  adoperarsi  pel  calcolo  delle  reciproche  attrazioni  di  quel- 
li fra  questi  corpi  celesti,  che  ^descrivono  orbite  poco  eccen- 
triche di  pochi  gradi  sul  piano  delfecclittica. 
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TEOREMA  DI  GEOMETRIA 

BEL  Sl«.  CA¥.  W.   PAA'  DI  BRCNO 

CapilaDO  di  »talo  maggiore  in  Torino. 


»  Il  volume  di  un  pmma  (ronco  avente  per  baso  un  po- 
D  ligooo  regolare  d*an  numero  pari  di  lati  è  uguale  al  prò- 
»  dotto  della  base  per  la  perpendicolare  abbassata  sulla  me- 
j»  desima  dal  punto  O',  in  cui  Tasse  del  prisma  incontra  la 
))  base  superiore  ». 

(S'intende  asse  del  prisma  la  retta  condotta  dal  centro  del 
poligono  parallelamente  agli  spigoli). 

Dimostrazione.  Per  Tasse  del  prisma,  e  per  i  suoi  diversi 
spigoli  facciamo  passare  altrettanti  piani.  Questi  divideranno 
il  prisma  in  tanti  prismi  triangolari  tronchi ,  quanti  sono 
i  lati  del  poligono  regolare  di  base.  Calcolando  i  volumi  di 
questi  prismi  ,  e  faccndoae  la  somma  ne  dedurremo  il  vo- 
lume totale  del  prisma  proposto. 

Sia  dunque  V  questo  volume  «  n  il  numero  dei  lati  Jel 
polìgono  regolare  di  base,  n  rappresentando  un  numero  pari, 
B  l'area  della  base,  e  p,  a,  i,  e  ...  Me  perpendicolari  ab- 
bassate dal  punto  O^  e  dai  vertici  A',  B',  C  della  base  su- 
periore sul  piano  della  base  inferiore. 

Il  volume  di  uno  qualunque  dei  prismi  tronchi  sarà  espres- 
so dal  prodptto  della  propria  base  per  il  terzo  della  somma 
delle  perpendicolari  abbassate  dai  vertici  della  base  opposta 
sul  piano  della  prima.  Ma  tutte  le  basi  di  questi  prismi  tri^ 
angolari  essendo  eguali^  dietro  Tipotesi  che  il  poligono  della 

base  sia  regolare,  ciascuna  di  esse  sarà  espressa  da  —  ca- 
de i  volumi  dei  diversi  prismi  tronchi  saranno  espressi  suc- 
cessivamente dai  prodotti 
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(1) 


(2) 


(3) 


B  /a 


«V 


B/« 


■) 


-( 

n  \ 


) 


B  /e  -^  d  '^p 


-( 

n  V 


) 


(•) 


B/i 


n  \ 


a 


) 


Epperò  facendone  la  somma,  il  volume  totale  sarà 
_  B  /np  -f-  2(a  -f-  i  ■+•  e  -H  .  >  -f-  Q 


n  \ 


)■ 


Vediamo  ora  qaal  sia  il  valore  ii  a  ^  b  -f- e +....+ 2.  A 
tal  fine  supponiamo  che  a  e  e  siano  le  perpendicolari  abbas- 
sate dalle  estremità  della  diagonale  qualunque  A'E-' della  base 
superiore    corrispondente   alla  diagonale 

AE  della  base  inferiore.  Allora  nel  tra- 
pezio A'E'PQ  formato  dalla  perpendico-  j^t 
lari  A'P  ,  e  E'Q  dalla  diagonale  A'E',  e 
dalla  retta,  che  nel  piano  inferiore  con- 
giungerebbe i  piedi  delle  perpendicolari , 
si  avrà  che  la  perpendicolare  abbassata  P 
dal  punto  (V 

A'P  -h  E'Q 


=  0'M  = 


2 


M 


Q 


ossia 


2 
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La  slessa  eosa  avendo  laogo  per  dae  altri  vertici  qualun- 
que opposti  si  otterranno  Te  seguenti  eguaglianze  ^ 

(1)  2p  =3r  a  -+-  e 

(2)  2p=b^f 

(3)  2/»  =3=  e 


(r)  *=»+' 


II 

in  numero  di  --*   perché  tale  è  appunto  il  numero  delle  dia- 
gonalL  Sommandole  troveremo  che 

cpperciò  sarà 

V=Bp. 

C.  C.  D.  D. 

Corollario,  l.""  Il  volume  di  un  prisma  tronco  da  due  parti 
è  eguale  alla  seziono  retta  moltiplicata  per  Tasse  del  prisma. 

Corollario  2.^  Il  cilindro  potendosi  considerare  come  un 
prisma  di  un  numero  infinito  doppio  di  Iati,  quanto  si  è  det- 
to pel  prisma  tronco  avrà  luogo  eziandio  pel  cilindro  tronco. 
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*SULL*  INFLUSSO  DEL  CALORE  NELLA  CONDUCIBILITÀ' 
DE' FILI  METALLICI  PER  LE  CORRENTI  ELETTRICHE. 

NOTA 

DEL  P.  V.  S.  PHOTENZALI  D.  C«  D.  «• 

L'esperienze  4i  reometria  elettrica  recentemeate  intraprese 
da  parecchi  fisici  inducono  a  credere  lon  essere  dei  tutto 
esatta  la  legge  delle  lunghezze  proposta  da  Ohm,  cioè  che  i  fili 
metallici  omogenei  oppongono  alla  corrente  elettrica  una  resi- 
stenza proporzionale  alla  loro  lunghezza.  Fino  dal  1847  il  Sig. 
Marié-Davy  (*)  aveva  accennato  ciie  la  legge  di  Ohm  noo  era 
sempre  conforme  all'esperienza,  e  che  la  conducibilità  del  filo 
metallico  percorso  da  una  corrente  elettrica  poteva  essere  al- 
terata dal  calore  prodotto  dalla  corrente  medesima.  Più  re- 
centemente il  P.  Secchi  per  {spiegare  i  risultati  che  il  Sig. 
Despretz  ha  ottenuti  contro  la  legge  di  Ohm  e  Ponillet  é 
ricorso  all'aumento  di  resistenza  prodotto  dal  calore  nel  filo 
percorso  dalla  corrente,  come  si  può  vedere  nel  fascicolo 
del  giugno  1852  di  ipiesti  Annali.  Trattandosi  di  una  legge 
che  è  fondamentale  nella  teoria  elettro-dinamica,  e  che  fino 
ad  ora  ha  servito  di  norma  in  una  infinità  di  esperienze,  e 
di  utili  applicazioni ,  mi  sono  determinato  di  sottoporne  di 
nuovo  a  rigoroso  esame  l'esattezza  e  le  modificazioni  che  si 
stima  necessario  di  farle  subire  onde  conformarla  coi  feno- 
meni. Lo  scopo  di  questa  nota  si  é  di  far  conoscere  i  risul- 
tati che  credo  avere  ottenuti  da  alcune  serie  di  esperienze, 
che  ho  intraprese  su  questo  particolare ,  stimando  che  non 
riusciranno  discari  a  chi  si  voglia  occupare  di  somiglianti  ri- 
cerche. 

A  fine  di  verificare  se  la  legge  della  lunghezza  sia  o  nò 

■  ■  I    ^i— —  ■  ■  ^  Il  ■ 

(I)  Annales  de  Chi.  et  de  Phys.  3.«  Sèrie  T.  XIX  et  XXII. 
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TigoitMémeiite  vtn  ho  proceduto  in  qaeslo  Biodo.  In  un  lobo 
di  velro  piegato  a  foggia  di  U  bo  inaerìto  circa  nn   «lelro 
di  filo  di  pialino  del  diametro  di  ,1$  di  millineiro   ourTato 
ad  elièci  per  a?enie  aotto  piccolo  volume  una  quantità  suf- 
ficioote.  I  due  capi  delia  spirale  pescavano  in  due  Taschette 
piene  ii  mercurio,  ove  terminavano  i  reofori  di  una  coppia 
aUa  Danieli  a  forxa  costante ,  ed  un  opportuno  meccanismo 
rendeva  facile  Tiasmergere  il  tnbo  e  la  spirale  in  un  bagno 
di  cui  regolava  a  piacere  la  temperatura.  Faceta  parte   di 
quésto  chficuito   volliano   una    sensibilissima    bussola    Mie 
tangenti  le*  indicaaioni  delia  qonin  projeClate  su  di  uno  speo- 
cbio,  si  leggevano  in  distansa  coirajuto  di  un  telescopio,  ebe 
lasciava  comodamente  distinguere  ^[g  di  grado.  Per  48  ore 
eonlin«e  bo  fatto  circolare  la  corrente  per  questo  circuito , 
sema  ^llerarae  menomamenlie  la  dìspoaicione ,  ed  ko  osser- 
vato die  Tinteneità  della  corrente  rimaneva  Bensibilmente  co- 
stante finché  non  variava  la  temperatura  del   bagno  in  cui 
era  immerso  il  tubo  e  la    spirale    di  platino  >  ma  variando 
ifuesta  di  alcuni  gradi,  la  bussola  accusava  Insto  una  muta- 
tone nell'intensità  della  corrente.  Queste  vicissitudini  d'in- 
tensità non  si  possono  attribuire  all'  incostanza  della  pila  , 
perché  sono  in  tal  maniera  connesse  colle  mntaxioni  di  tem- 
peratnra  deUa  spirale,  che  anche  molte  ore  dopo  che  l'elettro- 
motore  era  stalo  messo  in  asione,  sostituendo  un  miscuglio 
irigorifico  al  bagno  caldo,  l'intensità  della  corrente  immedin- 
tamente  cambiava  e  cresceva  fino  a  superare  l'intensità  inizia- 
le, cioè  l'intensità  della  corrente  al  principiare    delle  espe- 
rienze quando  la  temperatura  della  sfnrale  era  -H  12^  €•  Né 
sarebbe  più  conforme  ai  fatti  l'attribuire  queste  nUerazioni 
d'intensità  alle  correnti  termo-elettriche  ,  che  si  potrebbero 
destare  nel  circuito  al  variare  la  temperatura  della  spirale , 
giacché  se  la  cosa  passasse  cosi,  sottraendo  l'elettromotore 
dal  circuito ,  e  continuando  a  variare  la  temperatura   della 
spirale,  la  bussola  proseguirebbe  a  indicare  la  presenza  della 
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corrente  termo-elettrica,  ma  ciò  non  saccede;  e  sebbene  do- 
po tolta  la  pila  dal  circuito  abbia  elevata  più  volte  la  tem- 
peratura della  spirale  fino  all'incandescenza  del  vetro  che  la 
vestiva,  e  quindi  abbassatala  rapidamente  immergeiraola  in 
un  miscuglio  frigorifico,  non  mi  è  mai  riuscito  di  osservare 
neir  ago  della  bussola  deviazione  di  sorte.  Credo  pertanto , 
che  dietro  i  principii  già  noti  della  scienza  non  si  possane 
spiegare  le  surriferite  alterazioni  d'intensità  nelle  correnti , 
se  non  si  ammetta,  che  il  calore  altera  la  resistenza  de'con- 
duttori,  vale  a  dire>  se  non  si  ammetta  che  la  legge  delle 
lunghezze  non  è  esatta,  mentre  si  sa  ,  che  a  parità  di  cir- 
costanze il  filo  lungo  ò  dalla  corrente  riscaldato  meno  del 
filo  corto. 

Assai  più  difficile  si  è  il  determinare  la  legge  con  cui  pro- 
cede l'alterazione  nella  resistenza  che  soffre  un  filo  in  virtù 
dell'innalzamento  di  temperatura  prodotto  dalia  corrente.  Non 
ho  lasciato  di  adoperare  tutta  la  diligenza  per  diffondere 
qualche  luce  su  questo  punto,  tanto  necessario  per  istabilir 
le  modificazioni  da  introdursi  nella  legge  di  Ohm.  Usando 
dell'apparato  descritto  di  sopra,  ho  fatto  variare  gradata- 
mente la  temperatura  del  bagno  dove  pescava  la  spirale  di 
platino  dallo  zero  fino  all'ebollizione  dell'acqua,  notando  di 
5  in  5  gradi  le  indicazioni  della  bussola  si  nell'  alzarsi  co- 
me nell'abbassarsi  della  temperatura.  Questa  esperienza  l'ho 
ripetuta  più  volte  mutando  i  limiti  delle  variazioni  di  tem- 
peratura da  10  sotto  allo  zero  fino  all'ebollizione  dell'olio  , 
del  mercurio  ed  all'incandescenza  del  vetro,  senza  omettere 
mai  di  osservare  la  bussola  quando  il  termometro  immerso 
nel  bagno  marcava  gli  stessi  gradi  tanto  nel  crescere^  come 
nello  scemare  della  temperatura,  e  ciò  per  eludere  la  diffi- 
coltà che  potrebbe  far  nascere  qualunque  incertezza  si  vo- 
glia supporre  sulla  costanza  dell'  elettromotore,  come  anche 
per  correggere  in  qualche  modo  gli  errori  di  osservazione 
col  prendere  per  ogni  grado  la  media  di  due    osservazioni 
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della  bussola.  Determinate  cosi  le  differenti  deviazioni  dell' 
ago  per  6,  o  7  temperature  notabilmente  diverse,  sono  pas- 
sato a  cercare  per  mezzo  di  un  reostato  di  Wheatstone  la 
lunghezza  del  filo,  che  si  doveva  aggiungere  o  togliere  al 
circuito  dopo  ciascuna  deviazione  dell'ago  per  ricondurlo  al 
suo  stato  normale ,  cioè  al  punto  a  cui  si  fermava  quando 
la  temperatura  della  spirale  era  12''G.  La  lungezza  del  filo 
aggiunto  o  sottratto  al  circuito  in  ciascuna  esperienza  è  stata 
sempre  ridotta  alla  lunghezza  equivalente  di  un  filo  di  rame 
del  diametro  di  circa  un  millimetro.  Un  metro  di  questo 
filo  scelto  per  unità  di  misura  pesava  8  grammi.  La  lun- 
ghezza ridotta  della  spirale  di  platino  era  19^,  44,  e  la  lun- 
ghezza misurata  della  porzione  sottoposta  ai  cangiamenti  di 
temperatura  0%  38. 

La  tavola  seguente  offre  la  media  dell'esperienze  che  ho 
fatte  nell'intervallo  di  48  ore. 


Temperatura 

Deviazione 

Differenza 

Filo  aggianlo 

osserrata 

dalia 

(-+-)  0  sottrailo  ( — ) 

deviazione 

al  circuito 

normale 

■+■  12"'C 

63% 

0° 

0»,0« 

—  ^0° 

63°,2 

0,2 

4-0,  19 

H-  63° 

67",4 

H-  0,6 

—  0,  65 

100» 

67»,2 

.      0,8 

1,  22 

150» 

66»,7 

1,3 

1,  50 

350» 

64«,9 

3,1 

3,  94 

5800 

63«,1 

4,9 

5,  70 

Colle  temperature  SSO''  e  58(r  ho  voluto  denotare  l'ebol- 
lizione del  mercurio  e  Tincandescenza  del  vetro.  Ritornando 
su  queste  esperienze  ad  ottenere  e  indicare  le  alte  tempera- 
ture mi  varrò  della  fusione  di  alcuni  metalli,  racchiusi  entro 
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tubi  di  Tetre  o  poroelIaDa.  La  differema  che  certamente  n 
osaerrerà  netla  inteesità  della  corrente  fatta  passare  per  qaeì 
metalli  prima  e  dopo  la  toro  fusione  potrà    forse  condarre 
a  qualche  altro  fatto  dì  non  leggiera  importanze. 

Se  la  tavola  che  aiostra  i  risnilatt  delle  mie  ricerche  fos- 
se una  precise  espressione  de'fatti  (ciò  che  non  oso  di  asse* 
rire  per  la  somma  delicatezza  dell'esperienz»  alle  quali  è  ap- 
poggiata) si  potrebbe  conchiodere  ,  che  la  resistenza  de*  £li 
cresce  molto  prossimaoiente  io  ragione  diretta  del  calore  ec* 
citate  dalla  corrente,  per  ferma  che  alla  variazione  di  nn  grado 
nella  temperatura  del  filo  corrisponde  una  variazione  dì  resi- 
stcaza  uguale  a  quella  che  oppone  un  filo  dì  rame  del  dia- 
metro di  mi  millìmetro  »  e  di  circa  on  eentìmeirè  di  lun- 
ghezza. Ma  prima  di  ammettere  una  sififotta  noillcazìone 
alla  légge  di  Ohm  è  necessario  ricorrere  anche  più  di  una 
volta  airesperienza  variandone  in  tnlti  i  modi  le  oircoslanie. 

Credo  dunque  di  aver  provato  che  la  temperatura  esercita 
una  influenza  che  non  si  può  trascnrare  sulla  coodncibiKtà 
de'fili  melaHioi  percorsi  dalla  corrente  >  e  per  conseguenza 
che  la  legge  di  Ohm  non  è  del  tutto  esatta.  Ma  rimetto  ad 
ulteriori  ricerche  il  decidere  se  la  modificazione  che  ne  ho 
proposta  sia  quella  o  unicamente  quella  che  esige  la  natura 
de'fattì. 
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SS 


•Saia» 


SUI  TEMtEMOll 

MOTA 

BEL  0I.«.  fBANCEflHCO  piSTMESI 


In  gna  Nota  pnhblicala  l'anno  18.42  i«4Mfi  c|ke  i  N.'  2315 
idi  giorni  con  torremoto  da  m<e  appuntati  e  distribuiti  per 
mesi,  davano  fin  i  mesi  freddi  (ottobre  a  tu  tto  marzo  )  e  i 
mesi  caldi  (  Aprile  a  tutto  settembre)  il  rapporto  come  1  a 
0,88  (iV.  4m>.  ditUt  «Se.  Mtir.  ài  IMogn^  Tom.  8°). 

Mei  l851,.tQpra  M.°  7976  giorni  con  (etreiiitto  a  tutto  il 
1846 ,  ebbi  il  rapporto  di  1  a  0^87  (4*i<  4*  Snfùnze  Mot.  « 
Ft$.  a  Romm  friòreio  1851). 

Ora  avendo  a  tatto  il  1850  N."  9358  giorni  con  terremoto, 
distribuiti  com,e  appresso; 


VERNO 
fiemi^N.*  863 
Fehfcrajo  »  8»! 
91arzo      »  MS 


2592 


AVTUNND 

OtUohn  N.'*  846 
Nmembre  »  872. 
Diooubre   »  717 


2385  =  4977 


PRIHAYERA 

Aprile  N.°763 
Maggio  »  739 
'Giugno     »  751 

2253 


ESTATE 
Luglio     N.°  709 
Agosto       »  742 
Settembre  »  677 


2128  =  4381 


Ti  trovo  conserrato  il   medesimo    rapporto  di  1  a  0,88  di 
frequenza  fra  i  mesi  freddi  e  i  mesi  caldi. 
Parimente,  come  nella  seconda  delle  due  precedenti  note 
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sommai  i  giorni  di  terremoto  dei  dae  mesi  dell'equiBozio,  e 
qaelli  dei  dae  mesi  del  solstizio,  cosi  farò  lo  stesso  circa  i 
nnovi  numeri  ottenuti. 

MESI  DELL'EQUINOZIO. 

Marzo  .        .        ,        N.^  848 

Settembre     ...»    677 


N.o  1525 

MESI  DEL  SOLSTIZIO. 

Giugno        .        .        .        N.""  751 
Dicembre     ...»     717 


N.^  1468 

La  differenza  57  fra  le  dette  due  somme  è  pure  insigni- 
ficante, come  era  la  precedente  di  52. 

Questi  resultati  confermano  perciò  quanto  già  enunciavo, 
cioè  che  il  sole  non  influisce  cosmicamente  <  sulla  produzione 
dei  terremoti,  ma  yi  influisce  termicamenie. 
Pisa  li  12  gennajo  1853. 
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SOPRA  L'ABBASSAMENTO  DELLE  EQUAZIONI 
MODULARI  DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 

MSMOKIjì 

DEL  rWMW.  EBIBICO  BETTI 


1.°  È  noto  che  la  equazione  algebrica 

(1)  F{x)  =  0 , 

la  quale  serve  a  determiBare   sen  am  -^  qaando 

P 

e  /i  é  un  numero  primo  qualunque,  ha  ^  —  1  radici  com« 
prese  nella  espressione 

(2)  a:„  «  =3  sen  am( \  , 

dove  m  ^  n  sono  numeri  interi  qualunque  <^j9  ,  che  pos- 
sono essere  separatamente  eguali  a  zero,  t  =  (Z* — 1  ,  e 

ù        r*  da? 

4  "J,   l/-[(l-a:»)(l-(l -*>')]  ' 

Construiamo  una  funzione  razionale  delle  ^  —  1  radici  (2)^ 
che  muti  valore  per  qualunque  sostituzione  si  faccia  sulle 
medesime.  Sia  questa 

(3)Ì  ^     '        '  '  \       ' 

Dalle  formule  delfaddizione  e  della  moltiplicazione  delle 
amplitudini^  abbiamo 


AwMli  di  ScOnxe  Mat.  e  Fis.  T.  IF.  marzo  1853. 
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a?. 


m  n 


(4)/     senam — cos  am —  A  am Hsen  am — cos  am  —  A  am  — 

^  ''  P  P  P P  P  P 

1  —  ft  sen  am  —  sen   am  — > 

P  P 

e  qualunque  sia  a^  indicando  con  ^i  <p2  •  •  •  •  funzioni  ra- 
zionali, se  q  è  pari 

sen  amj^a  =  sen  am  a  cos  am  a  A  am  «  (i/i(sen^am  ce) 

(5)     {     cos  am  qoc  =  (^/^(sen^am  oc) 

A  am  jfa  =  (/;3(sen'am  a). 
6  se  jT  é  dispari 

sen  amjraess  sen  am  a  (//'(sen^ama) 

(6)    {     cos  amj^a  s=  cos  am  onp"(sen  am  a) 

A  amjra  =  A  am  a  (//'''(sen^am  ce) 

Ci)  Ci)i 

Quando  «  =  —.=&"-',  osservando  che  »  + 1  ò  pari,  si 

P  P 

ricava  dalia  2<'  e  dalla  3«  delle  (5) 

Ìcos  am  a  =:=cos  am  {p  -f-  l)ce  =  ^^  (sen'am  ce) 
■ 
A  am  a  =2  A  am  (p  H-  l)a  =  </^3  (sen'am  ce). 

Sostituendo  i  valori  (7)  nei  secondi  membri  delle  (5)  e  delle 
(6),  questi  diverranno  tutti  funzioni  razionali  di  sen  ama»  e 
quindi»  applicando  quoUe  formule  alla  riduzione  delia  (4),  si 

avrà  ormili  dato  da  una  funzione  razionale  di  sen  am—     e 

P 

di  sen  am  —  ^  qualunque  siano  i  uameri  intieri  m  ed  n.  Dun- 

P 
que  il  secondo  membro  della  (3)  potrà  esprimersi  per  una  fun- 
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zìoae  razionale  f  delle  medesime  quantità,  cioè 

sen  am-'  9  sea  am  *-  j  . 
Il  prodoUo 

(9)       a  =  iJy  I  sen  ami j,  sen  am  ( 1 1, 

esteso  a  tutte  le  combinazioni  dei  valori  interi  di  a,  b,  a!  e 
b*<ipf  sarà  evidentemente  una  funzione  razionale  e  simmetri- 
ca delle  radici  della  (l),  e  quindi  razionale  dei  coefficienti 
della  medesima.  ' 

I  fattori  di  0  sono  eguali  ai  valori  che  prende  U  quando 

nella    (3)  si  pongono  e  rispetti vamen- 

P  P 

.    Oì  .,    olii 

te  in  luogo  di  —  e  di  —  ,  e  che    corrispondono  alle  per- 

P  P 

mataziooi  delle  radici  che  si  ottengono  nella   medesima  (3) 

colle  sostituzioni 


(10) 


m  n 
> 


Dunque  Q  è  una  funzione  razionale  delle  radici  della  (1) , 
invariabile  soltanto  per  le  sostituzioni  (10)  ,  ed  è  razionale 
dei  coefficienti,  quindi  il  gruppo  6  della  (1)  avrà  tutte  le 
sue  sostiluzioni  comprese  nel  simbolo  (10)  (^). 

Una  qualunque  delle  sostituzioni  (10)  cangia  contempora- 
Dcamente 

(*)  Vedi  negli  Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fi».  T.  IIL   Feb.  $  Mano 
Ì852,  la  mia  Memoria  sulla  risoluzione  delle   equazioni^   Parte  11.  n.  6» 
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e  questo^  avviene  per  ì  p  —  1  valori  di  h<Cp  i  dunque  le 
p —  1  lettere^  grindici  delle  quali  hanno  i  loro  rapporti  geo- 
metrici congrui  rispetto  al  modulo />,  dalle  sostituzioni  diG 
o  sono  permutate  tra  loro^  o  in  altre  che  hanno  anch'  esse 
tutte  quante  congrui,  i  rapporti  dei  lóro  indici,  e  quindi  il 
gruppo  G  é  a  lettere  congiunte ,  i  sistemi  di  queste  sono 
p  + 1  e  ciascuno  ò  composto  di  p — 1  lettere. 

Indicando  con  q  un  numero  qualuqque  Kip^i  tipi  delle 
lettere  dei  /)  +  1  sistemi  saranno 

(11)  Xq  ^      Xq  q      Xq  2*1  '   '    •     ^q  (p-l)ff         ^o^'i       ì 

9  9  9  >  '  '' 

o  anche  ponendo 

Xo  iq  =  y^  I   > 
9  9 

(12)  f/qo       VqX        yq% Vq  p-l        Jfq      I        . 

e  le  (10)  eseguite  sulle  (12)  diverranno  della  forma 


*  a'iH$' 


poiché 


^a'qi-hà*q*    aqi-*-bq  ^=^y(a+b'i)q    *"''*'^        • 


Da  ciò  d  facile  dedurre 

(14)  G  =  HK , 

rappresentando  con  H  un  gruppo   le   sostituziopi  del  quale 
sono  date  da 

(15)  i 

9 


1 


(»S) 
e  K  esseùdo  tid  altro  groppo  che  ha  le  sae  sostilazioni  com- 
prese nella  espressione 


(16) 


y,,i 

y^  «/** 

"    >  afi^bf 

II  grappo  H  é  il  prodotto  di  altri  tatti  di  prima  classe,  pot- 
che  tutte  le  sne  sostitnzioni  (15)  sono  potenze  della  anica 
nella  qaale  p  è  radice  primitiva  di  p  (*). 

Pertanto  la  (1)  che  ha  per  grappo  6  sarà  ridnttibile  in 
p  -f- 1  fattori  di  grado/»  —  1^  e  razionali  quando  siano  ag- 
giunte le  radici  di  una  sola  equazione  di  grado  p  -f-  1  ,  il 
gruppo  della  quale  sia  K,  e  le  equaarioni  che  nascono  ponen- 
do a  zero  questi  fattori  avranno  pei'  grappo  H,  e  quindi  stf- 
sanno  tutte  risolubili  per  radicali  (**),  come  già  dimostrò  I* 
Abeì  (**«). 

3.^  La  equazione  di  grado  ;i  + 1  e  di  gruppo  K,  dalla 
quale  dipende  la  risoluzione  della  (1),  può  avere  per  radici 
qoali  si  vogliano  funzioni  razionali  delle  radici  della  (1),  ba- 
sta solo  che  siano  invariabili  per  le  sostituzioni  (15)  e  va- 
riabili per  le  (16)  :  dunque  potrà  essere  la  equazione  mo- 
dulare che  serve  alla  trasformazione  dell'  ordine  p'*''»^^  la 
quale  ha  le  sue  />  +  1  radici  della  forma 


C)  Vedi  la  mia  Memoria  sulla  risohizione  delle  equazioni.    Parte  I. 
nnm.  35. 

D  Vedi  \yì  Parte  II.  nnm.  18,  2. 

("')  Vedi  Abef  Oenvres  completes.  T.  I.  -XII. 


(86) 

Il  prodotto  n  deve  essere  esteso  ai  ^  valori  di  q  non  >>  ^  , 

tp  è  una  funzione  razionale  come  si  dedace   dalle  (5),  (6)  e 
(7),  e  I  ha  ì  /)  + 1  valori 

(18)  0,1,2,3,  .  .  .,/>-!,  ^     (*). 

Con  questi  numeri  rappresenteremo  per  brevità  le  radici  stes- 
se (17),  e  le  sostituzioni  (16)  del  gruppo  K  diverranno 


(19)  Sai 


aV-f-4' 

Non  per  tutte  le  combinazioni  dei  valori  di  a,  i,  a'  e  i' 
si  hanno  dalla  (19)  sostituzioni  effettive  o  reali.  Quando  due 
o  più  radici  sono  convertite  in  una  medesima  radice,  la  so- 
stituzione che  dà  una  tale  permutazione  è  assurda,  e  la  di- 
remo immaginaria,  sia 

t 

una  delle  (19)  immaginaria,  e  siano  t  e  t'  ìe  due  radici  che 
rimangono  convertite  in  una  stessa  radice;  avremo 

^=  —, ^i  (mod.»), 

e  quindi 

congruenza  che  è  sodisfatta  soltanto  quando  il  determinante 

D  =  ad  — ^7=0 


(')  Vedi  G.  G.  J.  Jacobi,  Fuudatnenta  nova  functionum  ellipticarum, 
num.  21  e  24. 


(87) 
oppure 

Dunque  sostituzioni  immaginarie  sono  soltanto  quelle^  il  de* 
terminante  delle  quali  ò  congruo  a  zero  rispetto  al  modulo 

pC). 


D  Questa  proprietà  è  generale  per  tulle  le  soslitiuioni  sopra  p^l — 
lettere,  della  forma 

I  f 

dove  si  riguardino  al  solito  eguali  griudici  congrui  rispetto  al  modit^ 
lo  p. 

Affinchè  due  sistemi  d'indici  differenti  m,  n, ...  r;  m\  ti,  . .  .  r'  siauo 
convertiti  in  uno  stesso  sistema  è  necessario  e  sufficiente  che  siano 
▼erificate  le  congruenze 

a'rnH-  i5'n  -H  • .  .  H-  h'r  ^  am'-^b'n!-^  ...-♦- hV 


ossia 

a'(fn  —  m')  -+.  6'(n  —  n')  -h  . . ..  -+-  A'(r  — r')  =  0 
a"(m  _  m')  +  6"(n  —  n')  -H  . .  .  ^  A>  —  r*)  =  0 

a»  (m  — m')  +&(•)  (n  —  n')  -4-  . . .  .  -H  A(')  (r  ~  r')  =  0. 

Ora  questo  sistema  di  congruenze  non  pnò  esser   soddisfatto   a   meno 
che  non  sia  il  determinante 

ab  ...  A 
.   VA"  A" 


aW  ól'')  .  .  .  AC) 


(88), 
Le  (19)  possono  ridarsi  ai  tre   tipi  seguenti  : 

(20>      ]  L        (21)    (      1     }  ,         (22)  lat^i 

La  (20)  e  la  (21)  sono  sempre  reali,  e  danno  p{p — 1)  sosti- 
tuzioni  ciascuna;  la  (22)  CA)ntien^  p'(/> — 1)  sostituzioni,  poi- 
ché a  può  avere  p  —  1  yalori  differenti,  e  p  ne  possono  a- 
vere  b  e  b' }  ma  p{p  —  1)  di  queste  sono  immaginarie,  al- 
trettante essendo  le  combinazioni  dei  valori  di  a,  i  e  b'  per 
le  quali  è  soddisfatta  la  congruenza 

D=ab'  —  b  =  0. 
In  conseguenza  la  totalità  delle  sostituzioni    (19)  sarà  di 

P(p—^)(P-^Ì)^ 
e  questo  sarà  il  grado  del  gruppo  K  della  equazion  moda- 


li 

D'=a/3'  — a'^, 
e  conyeniamo  con  Legendrey  /  ^  j  =  1  significhi  che  m  è  re- 
siduo quadratico  di  pJ^\=z —  1,  che  n  non  é  residuo  di 
p.  Facendo  il  prodotto  delle  due  sostituzioni,  avremo 


oppure 

m^m! y  n^n' .  .  .  r  ^r^  j 

Dunque  è  necessario  e  sufflcienUt  aftinché  una  sostituzione  (a)  sia  imma- 
ginaria, che  il  suo  determinante  sia  congruo  a  zero  rispetto  al  modu- 


I 


(»9) 

I 


taMi^MMdhl 


dare 

e  il  determinante 

A=a,6^  — a',i,  =  DD'; 
qjaìndi  se 

(7)={7)'"'*    (7)=*' 

e  se 

(7)=-(7)       (7^=-*- 

Da  ciò  ne  segue  cbe,  quandcr 

la  derìyaCa  6^  di  6  per  mezzo  di  tlf  avrà  anch'ess»  il  deler- 
mioante  Di  residuo,  poicbé,  essendo 

sarà 

7)(f)=(7)(7 

e  quindi 

(7-)=»- 

Dunque  se  si  deriva  per  mezzo  di  una  soslituzione,  il  de- 
terminante della  quale  è  non  residuo  di  pj  un  gruppo  M 
formato  con  tutte  le  (19)  reali  che  hanno  il  determinante  re- 


(7)(:-)=(7)(7-)=-« 


(90) 
siduo,  e  che  sarà  di  grado ^ ,  si  avrà  un  de- 
rivato eguale  al  primitivo:  e  quindi 

(23)  K  =  MN. 

indicando  con  N  il  gruppo  delle  due  permutazioni  ,  la  cui 
sostituzione  diOTerente  dall'unità  ha  il  determinante  non  resi- 
duo di  p  (^). 

Quando  p  -+- 1  è  il  prodotto  di  fattori  primi  differenti,  il 
grnppo  M  é  primo,  perchè  altrimenti  dovrebbe  essere  a  let- 
tere congiunte,  e  quindi  il  suo  grado  divisore  di  1,  2  .  . . 
a.  1.  2.  3. ...  /3  essendo  a/3  =  j>  *4-  1  ;  il  che  è  impossibile, 
contenendo  nel  suo  grado  il  fattore  primo j>  ^a  e  >>  j3  {**)> 
D'altronde  jo+l  ha  sempre  dei  fattori  primi  differenti,  a  me- 
no che  non  sia  eguale  a  una  potenza  di  2,  poiché  altrimenti  p 
sarebbe  un  numero  pari  e  quindi  o  non  primo  o  eguale  a  due. 

4.<*  Se  il  gruppo  M  non  si  può  decomporre  in  gruppi  di 
prima  classe  ,  è  però  la  somma  di  p  gruppi  derivati  simili 
nei  casi  determinati  dal  seguente. 

Teorema.  Allorché  le  potenze  dispari  <C  p .  '—  2  di  una  ra- 
dice primitiva  g  del  numero  primo  p  =  4n  +  3  ,  per  la  quale 

p 

gruenze 


(  1  =4  ,  soddisfanno  o  V  una  o  V  alerà  delle  due  con- 


(24)  g'x'  —  g{g -h  l)x -i- ì  =  Q  (inod.  p) 

(25)  g'x^  —  (S'  -4-  1)«  -4-  1=  0, 


(*)  Prendo  questa  occasione  per  notare  la  ìnconvenienza  della  tra- 
sformazione in  indici  frazionari,  che  ho  fatta  nella  mia  Memoria  Sulta 
risoluzione  delle  equazioni  Parte  I.  num.  38  per  dimostrare  questa  de- 
composizione nel  caso  generale  :  la  dimostrazione  rimane  la  stessa  , 
mantenendo  grindici  interi. 

f *)  Vedi  la  Memoria  più  volte  citata.  Parte  I.  f.  ili. 


(91  ) 
il  gruppo  il  é  la  sotmna  di  p  gruppi  derivali  simili  a  lettere 
congiunte. 

Sia  jT^'-*-'  una  radice  della  (24),  sostituendo  e  ridocendo, 
avremo 

(26)        g^(g-^^^  -1)*  +  g{g-\)[g^''''  -1)  -  flr  -f.  1  =  0. 

Ora  è  facile  verificare  le  due  identità 

(87)    [g^^^^  -ìy=g-{g^-^'  _l)>H,2,fflr-l)(y-'-^-l)+(^-l)» 
(28)     (y*'+3  -1)(^*'*»  _l)=/(jr»'*«  -l)"-+-(^'  _1)(^2/*._1) 

Sottraendo  la  (27)  dalla  (28)  moltiplicala  per  g^  si  ha 

=  (y-1)  (i^'C^*'*'  - 1)'  +  9(9  -  1)(^^'""  -  1)  -  y  +  l)  =  0, 
onde 

'     '  ^  a*'"^* 1  ^^^  ^*''*'* 1  ' 

Dalla  (26)  si' ricava  anche 


la  quale  poiché  (- j  =  1 ,    dà 

e  quindi 

(30)  ? .  =  a*'/-^^  ; 

dove  7  è  un  intero  <r^ —  ;  e  dalle  (29)  e  (30) 

(31)  ^—, =  g-y  . 


(92) 
Se  g*^^  è  una  radice  della  (25),  9o»tìtaeùdo  si  ba 

(32)    g^g^'  -ly  ^(2g^ì){g^l){g^^^  -l)^g(g-l)=  (J 

e  sottraendo  la  (27)  moUiplieata  per  g  dalla  (28)  • 

(^^*3  _l)(y»'*i  —1)  _  ,(y^«  _!)* 
^i-Sr)(g'(!f^'^'  -l)'-h(2jr-^l)(y_l)(^^**  _l)  ^g{g-ì)^ 

onde  1^ 

Dalla  (25)  si  rileva 
e  qaindi 


/J^H-a_|  .^2/^-1    _t> 


che  dà 


(34)  ^-— -.  =  g^'f . 

e  sostituendo  nella  (33) 

^aH-3  1 

Le  sostituzioni 


(36)         i^,5l:i£l_  •      (37)          L.^^  Jzl 


appartengono  al  gruppo  M,  poiché  i  foro  rispellivi  determi- 
nanti 

g-{^-){g  —  l),  g^i^-ì-^T  {ì- g) 

sono  ambedue  residui  quadratici  dì  p  y  essendo 


(93) 

f-r)=-(T') 

quando  p  è  della  forma  4fH-  3  ^  e  perciò  ("^  )  =  —  *• 

Valendosi  della  notazione  di  Cauchy^  adottata  anclie  dal  Ser- 
rHj  sì  paò  porre  la  (36)  sotto  la  forma 

0    00     ^r*    g^ g^^  g^-^^ g^'^g 

fi  V  /*•  *     ì 

g^S^ì  g*^  g  ^    g  ^  00       0  g  *    g  ^ 

dove  i  =  ^1 —  ,  e 

^  ^      ^av«-/3)  —  l  ^      ^>l^-«j  —  1 

Se  prendiamo  il  1.®  dei  due  valori  di  ^  ^  e  di  ^  ^  quando 
/3  <C  A  9  e  il  2-^  quando  ]3  >>  a ,  il  massimo  valore  del  più 
piccolo  dei  tre  esponenti  di  g  formati  colla  differenza  di  ce 

p—ì 
e  di  j3,  che  ivi  compariscono,  sarà  p  —  3,  perchè  ^-^— *  ò  il 

più  gran  valore  che  possono  avere  a  e  j3.  Quando^  inal- 
zato a  questo  più  piccolo  dei  tre  esponenti  sarà  radice  del- 
la (24)  si  avrà  dalle  (30)  e  (31) 

e  quando  sarà  radice  della  (25)^  lo  (34)  e  (35)  daranno 


(94) 
Anche  alla  (37)  ^i  potr^  dar  la  forma 

0    op     g^    j^ .......  ^**  j^*"^' g^'^  g 

g2i    ^25+1  /l    y^ 0      00 /'   /' 

dove 

/*fl  ,         a^'/^-«)  —  1  ,         o>(«-/^)  —  1 

"fi  .      q^'^]'*'^  —  1  .      flf2;a-^:-i  _  1 

d'oode  si  deduce  analogamente 

oppure 

/^  =  g^>,  g^  =  jr^y^i  . 

Dunque  le  sostituzioni  (36)  e  (37)  o  pejrmatano  tra  loro  le 

p-4-1 
lettere  di  ciascuna  delle  seguenti  -—^   coppie 

(38)        0  Qo  gY  g'^g^  ....  ^^«  g^^-*-'  ....  g"-'  g 

ossifero  permutano  le  coppie  stesse  una  nell'altra. 

Questa  proprietà  non  appartiene  ad  alcuna  delle  altre  so- 
stituzioni del  gruppo  M,  e  del  tipo  (22).  Infatti,  supponiamo 
che  goda  di  questa  proprietà  la  seguente 


(39)  )„  U^^  '' 

essa  avrà  anche  la  forma 

0    00     £     e     ...  . 

—  a      u    30    ...  .1  1 
e 


(  95  ) 
in  conseguenza  dovrebbe  aversi 

ovvero 

e  affinché  fossero  congiunte  —  e  a  ,  nel  1.°  caso  dovrebbe 

aversi  a^g^^^ ,  e  nel  2.®  a^  g^^  j  e  quindi  la  (39)  o sa- 
rebbe una  delle  (37)    o  una  delle  (36). 

Quanto  alle  sostituzioni  del  gruppo  M,  e  dei  tipi  (20)  e 
(21)  è  facile  a  vedersi  che  godranno  la  proprietà  in  qui- 
stione  soltanto  le  seguenti. 


( 


y  ■  ■  ■       JL        ■      ■■ 

•20-#-I    V 


\9 

La  (40)  si  può  considerare  come  un  caso  particolare  dolla 
{36),  quello  cioè  in  cui  invece  della  coppia  g*'^'*'^  g^'^  si  pon- 
ga o  oo;  e  la  (41)  si  può  dedurre  egualmente  dalla  (37) 

Pertanto  le  uniche  sostituzioni  (36) ,  (37)  ,  (40),  (41)  del 
gruppo  M  saranno  a  lettere  congiunte,  cioè  o  permuteranno 
tra  loro  le  lettere  delle  coppie  (38)  o  permuteranno  le  cop- 
pie l'una  nell'altra;  e  poiché  i  loro  prodotti  devono  godere 
la  stessa  proprietà,  esse  conslituiranno  un  gruppo  L.  Il  gra- 
do di  questo  gruppo  si  otterrà  numerando  tutti  i  valori  pos- 
sibili delle  costanti  che  compariscono  neirespressìoni  di  quelle 
sostituzioni,  perché  sono  tutte  quante  reali.  Ora  d  può  avere 

- — — —  valori  differenti  ,  e  a     — - —  ;  quindi  é  facile    de- 
durre  che -^ sarà  il  grado  di  L. 

À 

Derivando  L  per  mezzo  delle  sostituzioni  (19)  non  com* 
prese  nelle  espressioni  (36)  (37)  (40)  (41)  si  avranno/?  grup- 
pi derivati  simili,' la  somma  dei  quali    cuustituirà  il  gruppo 


(96) 
M  di  grado 

2 • 

S."*  Quando  p  =  4fi-4-l  non  si  può,  come  ferp=s* 
coDstruire  con  alcune  sostituzioni  di  M  un  gruppo  di  grado 

(p-l)(pH-l) 


nel  quale  siano  lettere  congiunte  o  oo ,  e  altre  coppie  di  let- 
tere che  abbiano  un  rapporto  non  residuo  quadratico  di  p: 
poiché  allora  se  appartengono  a  M  le  (36)  e  (40)  non  yi  ap- 
parterranno le  (37)  e  (41),  e  viceversa  (v.  n.''  4.'').  Vediamo 
se  per  sostitazioni  analoghe  a  quelle  potranno  esser  congiunte 
oltre  0  e  00  9  lettere  che  abbiano  un  rapporto  residuo. 
Siano  le  coppie  delle  lettere  congiunte  le  seguenti 

0  co  g  g^  .g^^  g^ g^'^  g^. 

Alla  sostituzione 


Q 


può  darsi  la  forma 

0  00  g  g^  g^  g^  .  .  .  g^"'  g"" 

0  00   g^g^  g^  g^ 


•  .  •  J'    9^  3 


onde  non  sarà  a  lettere  congiunte  nel  modo  voluto,  a  meno 
che  non  sia 

g^  =  l(mod./>), 
cioè 

0  quindi 

Lo  stesso  si  trova  per  la  sostituzione 


(97) 
t 

2  ■ 

9^ 


Dunque  soltanto  per  j?  :=  5  ,  può  tentarsi  la  decomposizione 
di  M  in  p  gruppi   derivati   simili  e  non   eguali  j  nei  quali 
siano  congiunte  le  lettere  che  hanno  un   rapporto   residuo. 
Ecco  come  ha  luogo  di  fatto  questa  decomposizione. 
Le  tre  sostituzioni 


i  ■  f^} 


t— 1?. 


e  quelle  che  si  ottengono  moltiplicando  le  medesime  tra  loro, 
danno  il  grappo  L  a  lettere  congiunte  di  grado 

(5-Hl)(5-l)_ 

2 -^^- 

questo  derivato  per  mezzo  della  sostituzione 


( 


t 

•  .1-' 


dà  i  5  derivati  simili  che  sommati  fanno  il  gruppo  M   di 
grado 

(5  H- 1)(5  -JL)5  ^p^ 


2 


JwMli  di  Scinge  Mot.  e  Fit.  J.  ir.  marxo  18S3. 


/: 


00  0  2  3  4  1 
2  3  4  1  00  0 
4  1  ooO  2  3 


(98) 

000  3241  QO0  3214 
3  2410ap  3214co0 
410«o3  2      14op032 


0)0  2  3  1  4 
2  3  1  4  0  00 
1  40  0»  23 


(L.) 


»1 3  40  2 
3  4  0  2  00 1 

0  2  oel  3  4 


ool  4  3  0  2 
4  3  0  2  1  00 
0  2  1  gp4  3 


«14  3  20 
4  3  2  0  ool 
2  0  opl  4  8 

(LO 


001  3  4  2  0 
3  4  2  0  1  00 

2  0  1  oq3  4 


002  4013  002  0413    oo2  0431  ao2  403  1. 

.|l|v^4013ao2  04132oo0431«2  40312ao 

13oo240  132ao04    3  1  od2  0  4  3  1  2  oo4  0 

(1-3) 

0030124  ae31024    oo3  1  0  4  2  «30142 

0124ao3  1  0  2  4  3  00   1  0  4  2  oo3  0  1  4  2  3  oo 

24oo301  2430910    4  2  ao3  1  0  4  2  3  «0  1 


ao4  1  2  3  0 
1  2  3  0  oo4 
3  0  oo4  1  2 


iU) 

QO42130    op4  2  i  0  3  oo4  1  2  0  3 

2  1  3  0  4  09  2  1  0  3  oo4  1  2  0  3  4  oo 

3014002    03qp421  0  3  4  qo   1  2 


6.*^  Poiché  le  dae  congruenze  (24)  e  (25)  sono  di  2.*^  gra- 
do>  e  quindi  ciascuna  non  può  avere  più  di  due  radici  in- 
congrue, affinché  abbia  luogo  la  decomposizione  dipendente 
dal  Teorema  del  nnm.  4.^  ,  non  dovranno  i  numeri  disparì 
p  —  2  essere  in  numero  >  4  ossia  dovrà  aversi 

p-3< 


2      a= 


4; 


(99) 
ùoie  p  doTendo  anch*  essere  della  forma   4n  +  3  e  primo  , 
non  potrà  essere  che  7  e  11.  In  questi  dae  casi  però  sono 
verificate    tatto  le  condizioni  del  teorema. 

1."  Caso: /i  =  7;  ^  =  3    dà    (tzlj— ^A^l;  e(25) 

diviene 

2x*  — 4jt-+-l=0(mod.  7) 

la  quale  é  sodisfatta  dalla  potenza  dispari  di  3  minori  di  5, 

Le  coppie  di  lettere  congiunte  del  grappo  L  saranno 

0,  Qo;  2,  6;  4,  5;  1,  3; 

2.^  Caso  :  /)  =  11  ;  y  s=  2    dà  (^— )=  (sr)  ==1;  «  '« 

(24)  diviene 

ix*  —  6jc  H-  1  =0(mod.  11), 

che  ha  per  radici 

^=23,  =25. 
La  (25)  dà 

4^3  —  3jp  *^  1  =  0, 

Je  radici  della  quale  sono 

x=2,  =  27; 

e  in  conseguenza  tutte  le  condizioni  del  Teorema  sono  sodi- 
sfatte; e  le  coppie  di  lettere  congiunte  di  L  saranno 

0,ooj    4,8;    5,10;    9,7;    3,6;     1,  2- 

Da  tutto  ciò  si  raccoglie  che  per  /?  =  5,  7,  11  il  gruppo  M 
é  la  somma  di  5,7,11  gruppi  L  derivati  simili,  a  lettere  con- 
giunte ciascuno;  ma  che  questo  non  ha  luogo  per  i  numeri 
primi  maggiori  di  questi. 

7.®  Poiché  il  grappo  K  della  equazione  modulare  per  l'or- 
dine p  è  il  prodotto  del  groppo    M   per  uno  N  di  2.''  gra* 
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do,  aggianta  una  funzione  delle  rabici  variabile  per  le  sole 
sostilazioni  di  M,  non  rimarrà  che  da  risolversi  una  equa- 
zione di  2^.  grado  (*).  Ora  una  funzione  razionale  delle  ra- 
dici invariabile  per  le  sostituzioni  di  L ,  acquista  per  tutte 
le  sostituzioni  di  M  p  soli  valori ,  i  quali  sono  per  ciò  ra- 
dici di  una  equazione  di  p'"''^<^  grado;  e  poi  che  ciascuno 
di  questi  è  invariabile  per  le  sostituzioni  di  uno  solo  dei 
gruppi  derivati  simili  L ,  e  variabile  per  quelle  degli  altri, 
aggiunti  tutti,  sarà,  ridotto  il  gruppo  a  N  soltanto,  e  quin- 
di aggiunto  anche  un  radicale  di  2^  grado,  sarà  risoluta 
la  equazione  modulare  (*^).  equazione  di  p^^^f^o  grado  dalla 
quale  dipende  la  risoluzione  della  equazione  modulare  nei 
tre  casi  rammentati^  non  può  risolversi  per  radicali,  poiché 
é  di  grado  primo^  e  il  suo  gruppo,  simile  a  M,  è  di  grado 

— ^ 7>(p^t)  (***)•  laonde  si  possono  stabilire   i 

seguenti  teoremi. 

Teorema  I.  La  eqtMzione  modulare  per  la  irasformaziane  del- 
tardine  p^*''^^  non  è  risolvibile  per  radicali  ma  può  abbassarsi 
dal  grado  p-hl  al  grado  p,  nei  tre  casi  di  />  =  5,  7,  11. 

Questo  Teorema  è  dovuto  a  Qàlùis  chò  lo  annunziò  nella 
ultima  sua  lettera  a  Chevalier. 

Ci 

Teorema  II.  La  equazione  che  serve  a  determinare  Sen  am  — 

P 
è  decomponibile  in  p-{-\  fattori  di  grado p — 1  risolvibili  per  ra- 

dicalij  quando  si  aggiungano  le  radici  di  una  equazione  di  gra- 
do /H*l  la  quale  non  è  risolvibile  per  radicaUy  ma  si  può  ab- 
Ifassare  al  grado  p,  quando  p  =  5,  7,  li. 
Pistoja,  li  27  Novembre  1852. 


(*)  Vedi  la  mia  Mena.  Sulla  ridazioue  delle  equazioni  Parte  11^  n.  10. 
(•*)  Vedi  ivi,  Parte  II;  n.  18. 
(•")  V.  ivi  P.  II.  n.  23. 
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-    -  T  ^  L  ■  - 

DIMOSTBAZIONE  SU  DUE  TEOREMI 
DI  GEOMETRIA. 

COMUNICAZIONE 

DEL  PROF.  AUTTOIHIO  BERNARDI 

di  Modena. 

m 

Fin  dall'anno  185t  il  gio?ine  Pietro  Riccardi  di  Modena» 
disUnto  allievo  della  scuola  dei  cadetti  Pionieri ,  mi  lesser 
un  suo  scritto  concernente  la  dimostrazione  di  due  eleganti 
teoremi  di  geometria  (*). 

Cotesti  due  teoremi  già  intraveduti  in  parte,  ed  in  alcuni 
casi  speciali  anche  addimostrati  da  valenti  matematici ,  non 
erano  stati  fin  qui  svolti  in  tutta  la  loro  estensione,  ondeché 
lasciavano  campo  a  qualche  studioso  di  approfondirli  e  col- 
legarli ad  un  solo  princìpio  geometrico,  del  quale  a  guisa 
di  tanti  corollari  ne  discendessero  le  verità  correlative.  Que- 
sto sensato  lavoro  é  stato  appunto  eseguito  dal  giovine  Ric- 
cardi>  e  nel  suo  breve,  ma  sucoso  scrìtto,  oltre  d'avere  som- 
mamente semplificate  le  altrui  dimostrazioni  ha  saputo  sol* 
levarsi  al  vero  punto  di  vista  e  porgerne  quindi  la  generale 
dimostrazione  con  una  concisione  e  con  tale  disinvoltura  che 
onorano  il  giovine  alunno.  Il  nostro  autore  si  apre  la  via 
alla  discussione  dei  due  teoremi  in  discorso  nel  seguente 
modo. 

tf  La  singolare  proprietà  inerente  alla  natura  di  alcune 
»  curve,  ad  uguali  condizioni  sottoposte  ,  di  costantemente 
))  riprodursi^  fu  soggetto  fecondo  a  molti  e  segnalati  studj 
»  dei  primi  cultori  dell'  analisi  infinitesimale.  Giacomo  Ber- 
»  noulli  volea  scolpito  sulla  propria  tomba  il  celebre  motto: 
»  eadem  mutata  resurgo  -  a  perpetua  ricordanza  deirdegante 

(*)  Ciò  sia  dello  per  constatare  la  data  dello  scritto. 
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»  carattere  da  lui  trovato  nella  spirale  logaritmica  di  rina- 
»  scere  nella  sua  evoluta^  nella  sua  caustica,  nella  sua  an- 
»  lievoluta  e  nella  sua  pericaustica.  Analoghe  proprietà  fu- 
»  rpno  scoperte  dallo  stesso  BemouIIi  e  dallHujgneus  nella 
»  cicloide  :  il  Leibnitz  poi  innalzandosi  a  più  generali  con- 
»  siderazioni  sulle  curve  che  si  formano  da  una  infinità  di 
»  linee  rette  o  curve  concorrenti  in  una  serie  di  punti,  di- 
»  sposti  secondo  una  data  legge>  riusci  in  certa  guisa  a  por- 
»  re  sotto  un  punto  solo  di  vista  ed  a  riunire  in  un  soF 
»  corpo  di  scienza  tutte  le  speciali  considerazioni  che  per  la 
D  innanzi  eransi  fatte  dai  prelodati  geometri. 

»  Se  non  che  il  genio  del  dotto  da  Lipsia  di  rado  appli^ 
»  cato  ai  minuti  particolari,  sollevavaai  alla  pura  contempla- 
»  zione  dei  metodi,  de'quali  resosi  una  volta  padrone  lasda- 
»  va  ad  altri  la  briga  di  applicarli,  approfondirli  e  perfezio- 
»  narli.  Queste  dottrine  adunque  schiusero  un  nuovo  e  v«- 
»  sto  campo  alta  geometria^  in  cui  se  molta  messe  vi  rac- 
»  colsero  i  primi  coltivatori ,  ne  rimase  tuttavia  ad  altri  il 
»  comodo  di  spilogarvi  utilmente.  Per  la  qual  cosa  coli*in- 
))  tendimento  di  fare  una  semplice  applicazione  di  questa  teo- 
»  ria  alle  sezioni  del  cono,  ho  assieme  riuniti  i  due  seguenti 
»  teoremi,  in  ciascuno  dei  quali  le  sezioni  medesime^  sotto 
»  due  condizioni  diverse ,  costantemente  si  riproducono.  E 
»  tanto  più  volentieri  mi  sono  applicalo  a  questo,  comunque 
»  tenue ,  lavoro  in  un  epoca,  in  cui  non  a  torto  si  giudica 
»  della  importanza  delle  cose  dalla  pratica  utilità  che  na  do- 
»  riva>  in  quanto  che  taluno  potrebbe  fame  utili  applicazioni 
»  nella  pratica  geodesia,  e  dedurne  nuovi  e  semplici  artifizi 
j»  per  la  costruzione  meccanica  di  queste  curve  ». 

In  questo  brere  proemio  l'autore  ha  per  iscopo  di  far  co* 
noscere  il  principio  che  Tha  guidato  ali  analisi  dei  due  teo- 
remi che  formano  il  soggetto  della  sua  Memoria,  di  mostrare 
il  nesso  che  li  congiunge,  e  di  far  vedere  che  questi  altro 
non  sono  che  due  modificazioni  di  una  vasta  teoria  che  li  gè- 
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Ber*  ed  abbY&ceia,  come  si  fora  palese  dal  sonf^  elie  ne  por- 
giamo' ai  giovani  Radiosi. 

Era  già  nolo  il  teorema  —  La  linea  die  passa  per  tatti  i 
ponti  di  mezzo  delle  corde  condotte  da  nn  uvedesinio  punto 
delh  periferia  dì  un  cercbivy,  é  pure  un  cerchio  di  raggio 
ugnale  «ihi  melir  di  qoello  del  primo.  — 

La  maggiore  ampKazidoe  di  qnestd  teorema  suggerita  dal 
Lottenri  (^)  consisteva  nel  considerare  ii  caso  in  c«i  le  rette 
fossero  divise  in  una  medesima  e  qualsivoglia  ragione,  e  qne- 
st0  coBcelto  ferma  appunto  il  primo  passo  alla  generalizza- 
ziotte  del  teorema,  il  quale,  come  risulta  dal  processo  anali- 
tico del  Biecardi,  sussiste  ancora  quando  il  punto  dal  quale 
partono  le  rette  sia  dentro  o  fuori  della  periferia  cireolare* 
Di  più,  non  solo  nel  cerchio  si  dimostra  verificarsi  una  tale 
proprietà,  ma  eziandio  nelle  altre  sezioni  del  cono  j  elisse , 
iperbota  e  parabola,  oudeché  in  seguilo  atte  parziali  dimo^ 
strazToniy  esibite  dali^autore  per  ciascbedou  ca^o  particolare, 
ed  alla  generale  che  tutte  le  conqireiide,  si  può  conchiudera 
de  ; 

ff  La  fiuea  che  passa  per  i  punti  in  cui  sono  divise  in  una 
qoalsivsoglia  ragione  le  rette  condotte  da  no  punto  qualunque 
del  diametro  princq>ale ,  o  dei  suo  proluvgameDto  ,  di  una 
curva  di  second'ordme  al  s«o  perimetro,  d  sempre  della  sies-* 
sa  natura  di  quelle  curve  asedesime  :  cioè  nel  cerchio  ò  uit 
cerchio^  neil*elisse  è  una  elisse^  neU'iperbola  ò  mw  iperbola, 
nella  parabola  d  una  parabola;  e  gli  elementi  deUa  seconda- 
sono  sempre  ugufali  a  quelli  della  prima  moltiplicati  pel  data 
rapporto,  w 

Ma  lo  maggiore  estensione  di  enei  era  suscettibile  questa 
•legante  proprietà  delle  curve  di  second'ordine  ,  consisteva 
nel  considerare  il  caso  in  cui  il  pwnto  donde  si  spiccano  lo 
rette  fosse  comunque  situato  nello  spazio,  e  ciò   appunto  ò 

(*)  Inlrod.  al  Calcolo  Sublime  Part  li.  $.  33. 
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stato  felicemente  tentato  dal  nostro  autore,  il  qtiale  con  ri- 
gorosa dimostrazione  geometrica  è  giunto  a  stabilire  il  pri- 
mo teorema  che  nella  sua  maggiore  generalità  Tiene  annun* 
ciato  nei  seguenti  termini* 

((  Il  luogo  geometrico  dei  punti  in  cui  sono  divìse  in  un 
dato  rapporto  tutte  le  linee  rette  che  partendo  da  un  punto 
qualunque  vanno  ad  una  delle  curve  di  second'ordine,  è  sem- 
pre una  curva  della  stessa  specie  di  quella  che  si  assume  a 
direttrice  delle  linee  medesime.  » 

La  determinazione  del  luogo  geometrico  dei  centri  dei 
circoli  inscritti  ai  triangoli  compresi  dai  raggi  vettori^  e  dalla 
distanza  focale  nelle  sezioni  del  cono,  forma  il  soggetto  del 
secondo  teorema,  di  cui  il  nostro  Riccardi  ne  riporta  in  suc- 
cinto la  storia  nel  modo  seguente. 

(c  II  Signor  Oddi  in  una  sua  pregiata  Memoria  sapra  al- 
»  cune  curve  dipendenti  dalle  sezioni  del  cono  (^)  presentò  di- 
»  versi  perfezionamenti  alle  dimostrazioni  di  alcuni  proble- 
»  mi  di  geometria  analitica,  proposti  in  parte  dal  Du-Boi  , 
y>  e  generalizzati  dai  distinti  geometri  Settele  e  Pessuti.  E 
»  poiché  nelle  proposizioni  contemplate  dall'Oddi,  alcune  fra 
»  le  curve  di  second'ordine,  dietro  certe  condizioni,  si  ripro- 
»  ducono^  ondecbè  presi  argomento  dall'analogia  che  presen- 
»  tavano  colla  dottrina  che  forma  il  soggetto  di  questa  bre- 
D  ve  Nota>  per  applicarmi  a  viemaggiormente  estenderla  e 
)>  perfezionarla.  A  tale  scopo,  oltre  avere  tentata  una  via  più 
»  breve  per  arrivare  agli  stessi  risultati ,  ed  estese  le  pro- 
»  prietà  medesime  a  tutte  le  curve  di  second'ordine,  ho  cer- 
»  calo  di  comprendere  tutte  le  diverse  proposizioni  relative 
i>  in  un  solo  teorema,  cui  soddisfacesse  una  dimostrazione 
»  generale  e  diretta,  basata  quindi  sopra  un  solo  principio, 
»  ed  applicabile  a  ciascun  caso  particolare.    Finalmente   ho 


0)  Opus.  Scient.  Bolog.  1818  fas.  XI.  —     Mem.  Soc.  Ital.    Tom. 
XIX.  pag.  377. 
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»  procurato  di  dare  a  questo  teorema  la  maggiore    genera- 
j>  lità  possibile,  estendendone  l'applicazione  ai  solidi  di  rivo- 
»  lozione,  e  determinando  i  rapporti  fra  gli  elementi  delle 
»  superficie,  o  dei  Yolumi  generati  e  generatori.  » 

Conformemente  alFenunciato  il  nostro  autore  si  applica  in 
primo  luogo  alla  semplificazione  delle  dimostrazioni  esposte 
dai  prefati  geometri,  ed  alla  determinazione  in  ciascun  caso 
particolare  dei  rapporti  fra  le  curve  generate  e  generatrici. 
Poscia  salendo  a  maggiore  generalità,  ne  porge  una  dimostra- 
zione diretta  e  generale,  mediante  la  quale  arriva  agli  stessi 
risultati,  introducendo  opportunamente  nelle  formolo  generali 
le  equazioni  delle  diverse  curve  di  second'ordine. 

Se  non  che  rispetto  al  circolo  in  cui  i  fuochi  si  trovano 
riuniti  nel  centro^  ha  immaginato  che  i  raggi  vettori  partano 
dalfestremità  del  diametro,  ed  in  tale  ipotesi  ha  pure  dimo- 
strato verificarsi  la  riproduzione  della  stessa  curva. 

Per  le  quali  cose  egli  intende  essere  riuscito  a  compren- 
dere in  una  sola  enunciazione  il  suo  teorema  ,  esponendola 
nei  seguenti  termini: 

<K  Se  in  ciascuna  delle  curve  di  second'ordine,  sezione  del 
cono,  si  congiungono  i  fuochi  con  un  punto  qualunque  della 
curva,  e  nel  triangolo  che  ne  risulta,  s'inscriva  un  cerchio , 
il  luogo  geometrico  di  tutti  i  centri  di  tali  circoli  similmente 
determinati,  per  la  curva  elittica  é  una  nuova  elisse,  per  Ti- 
perbola  sono  due  rette  tangenti  la  curva  ai  due  vertici,  per 
la  parabola  è  una  nuova  parabola,  e  per  il  cerchio  è  una 
curva  circolare.  » 

L'autore  termina  la  sua  Memoria  con  alcuni  corollarj  del- 
l'enunciato teorema,  applicato  ai  diversi  solidi  di  rivoluzione, 
non  che  ai  rapporti  fra  loro  esistenti ,  fra  i  quali  ne  piace 
di  segnalare  l'elegante  proprietà  della  paraboloide  generatri- 
ce di  essere  cioè  sempre  quadrupla  della  sua  generata. 
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LETTERA 

BEL  SIG.  W.  BRIfMCHI 
AL  COHPffLATOBC 

Signor  Professore 

Spiacemi  il  dover  occapare  ancora  una  pagina  degli  Annafi 
compilati  da  T.  S.  in  nna  quistionc  per  la  quale  già  ne  oc- 
cupai forse  troppo.  E  tanto  più  mi  spiace,  in  quanto  che  le 
osservazioni  inserite  nel  fascicolo  di  Fcbbrajo  1853  di  delti 
Annali  sotto  il  titolo  «  Stdk  linee  tautocrone.  Osservazioni  ag- 
giunte  alVarticolo  del  Sig.  Bertrand»  non  meritando  conside- 
razione veruna  comechè  erronee  o  futili  ;  ancbe  la  risposta 
a  quelle  osservazioni  non  potrà  avere  alcuna  importanza 
scientifica. 

Non  so  comprendere  come  un  matematico  possa  fare  questo 
ragionamento. 

Data  la  equazione  : 


—X 


v(Sj  ce) 

supponendo    —  =  0  ,  il  valore  di  v  che  si  ottiene  dall'  ese- 
da 

guire  effettivamente  la  derivazione  rispetto  ad  Uj  sostituito 
nel  secondo  membro  dell'equazione  medesima,  non  potrà  ren- 
dere i  =  cost.'  che  per  forme  particolari  assegnate  alla  fun- 
zione arbitraria  che  entra  a  formare  il  valore  stesso  di  v.  In 
questo  ragionamento  l'errore  è  duplice,  sia  cioè  per  quan- 
to si  riferisce  al  calcolo  degli  integrali  definiti,  sia  per  quan- 
to si  riferisce  all'integrazione  di  equazioni  alle  derivate  par- 
ziali. Ma  quantunque  V  errore  sia  manifesto ,  discenderò  a 
considerare  anco  le  apparenze  alle  quali  pare  si  tenga  prin- 
cipalmente il  Sig.  Anonimo.  La  formola  da  me  data  per  la  velo^ 
cita  nella  prima  nota  sulle  linee  tautocrone  (  Agosto  1852 , 
pag.  367)  è  la  seguente  : 


(1)      ''=7^x(a«) -yi«)) 


(107) 
Mia  quak  il  Sig.  Anonimo  dice  (f  non  incladere  hr  condizione 
del  taatoeronismo  ».  E  lo  prora  nel  seguente  modo;  posto: 

si  ha  : 

1 


per  CUI  ; 

«=:F(0)-r(yK«)-yiO)) . 

£  qaindi  accontentandosi  delle  apparenze  dice  il  t  non  es- 
sere indipendente  da  a^  e  ìa  formola  (1)  porgere  il  valore  di 
t  libero  ddTintegrale  è  nulla  di  pii$.  Ma  se  il  Sig.  Anonimo  si 
fosse  dato  la  pena  di  leggere  con.  qualche  attenzione  quella 
mia  nota,  avrebbe  osservato  che  essendo  : 

inoltre  : 

1    _  k'{u\  i _£(«) 

9(«)~~     *     '         <P{«f    * 
e  qoindi: 

Jloc)  =  log.Aft  ,       f(s)  =  log.B* 
kf  B  costanti;  si  ha  : 

f(a)  -A»)  =  log.  C  i 

Z 

ed 

/(«)  -yio) = log.  « 

giacché  il  è  tal  funzione  chei  annullasi  per  e  =:  0(pag.  365). 
Dunque  il  i  contiene  solo  apparentemente  la  a,  e  ciò  per  la 
natura  stessa  delle  operazioni  esegui  te,  lasciando  interamente 
arbitraria  la  forma  della  funzione  y*,  come  deve  aver  luogo 
finché  il  problema  si  riguardi  dai  solo  Iato  analitico. 
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Ho  chiamato  anche  futili  le  osservazioni  del  Sig.  Anonime^ 
e  tale  appunto  é  la  seconda  di  esse;  nella  quale  l'autore  chia- 
ma :  impiegare  debiiametUe  la  differenziazione  della  funzione  sog- 
getta atTintegraUf  cioè  della  : 


X"^)^' 


il  porre  «  =  «gj  ,  o  nuova  variabile;  intendendosi  forse  che 
non  sia  debitamente  impiegata  quell'operazione  il  porre  x=ko}y 
essendo  z  una  funzione  qualunque  di  s;  k  il  valore  della 
medesima  funzione  dove  in  luogo  dì  s  pongasi  a ,  come  io 
feci  in  quella  nota.  Se  in  luogo  di  debitamente  avesse  il  Sig. 
Anonimo  detto,  ptu  irevemenre,  poteva  analiticamente  aver  ra- 
gione; ma.  non  già  nel  problema  delle  tautocrone,  giacché  quel- 
l'ipotesi condurrebbe  ad  una  formola  per  la  forza  accelera- 
trice  contenente  una  sola  funzione  arbitraria,  e  quindi  molto 
meno  generale  di  quella  di  Lagrange. 
Pavia  il  5  marzo  1853. 

SULLE  SERIE  DI  NUMERI  CHE  COMPRENDONO 

I  BERNOULLIANI 

NOTA 

DEL  SIC.  PROF.  €;iVSTO  BELLAVITIS 

Una  Nota  del  Sig.  Prof.  Genocchi  sui  numeri  Bemulliani 
pubblicata  negli  Annali  dello  scorso  settembre  mi  dà  occa- 
sione di  riportare  qui  una  tavoletta  di  coefficienti  numerici, 
che  tornano  opportuni  in  frequentissime  circostanze  ed  alcune 
formule^  che  io  pubblicai  negli  Annali  delle  scienze  dei  Re- 
gno Lombardo-Veneto  (l.bim.  1834),  altre  aggiungendovene, 
che  successivamente  raccolsi. 

Tavola  dei  numeri  che  io  segno  con  (n)^ ,  i  valori  di  n 
essendo  scritti  nella  prima  colonna,  e  quelli  di  r  (sempre  po- 
sitivi) nella  prima  riga  orizzontale. 


(  109  ) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

-3 
-2 
-  1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

6 
3 
1 

25 

7 
1 

90 

15 

1 

301 

966 

3025 

9330 

31 

63 

127 

255 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

-1 
2 

1 
3 
6 

f 

10 
15 

1 

12 

1 

12 

-5 
12 

2 
11 
35 
85 

0 

0 

1 

12 

—3 
4' 

6 

50 

225 

—  1 

120 

0 

1 

252 

0 

—  1 

1*20 

0 

1 

252 

0 

—  1 

120 

-  1 

120 

1 

252 

1 

252 

19 
120 

—  1 
40 

-  4 
315 

1 

54 

—251 
120 

9 
20 

—  221 
2520 

—11 

420 

24 

—95 
12 

863 
504 

95 
252 

274 

120 

—19087 

1375 

504 

168 

1.  Questi  numeri  (n)^  sono  i  coefficienti  degli  svilnppi  dei 
fattoriali  in  potenze,  o  viceversa;  cioè  si  ha 


(1) 


laY  =a(a'+'  i){a  ^-  2)  ....  (a  -4-  n  —  1) 


[«3- 


(  HO  ) 
1 


=  a-"  -f-  (  —  n),  0-"-*  +  (—»),  o-»-*  •¥-  ficc 
e  viceversa 

(3)  a»  =^  [al»  -  (l-«),  Caj-  -*.  (2-n)  C«]»->....=p(_i)„..« 

(4)  0-  —  [aj-  —  (I-M»),  M-"-'  -^^  (2-|-n)a  W— "  —  W, 
fervano  d'esempio 

toj»  :^  a» -*.  3«' -+.  2« , 

M"'  =  <i-5  H-  fio-4  -f-  25a-5  ■+■  90<i-6  -+-  ec, , 

<,«  «  ta]  4  _  età]*  H-  7[a]*  —  a  , 

cr-3  =  [a]-»  —  6Ca]-4  -I-  35[a]-5  ^  325|:«]-6  h-  «c, 

%  Il  numero  (n)^  per  »  positivo  é  perciò  la  somma  dei 
prodoUi  ad  r  ad  r  che  possono  aversi  coi  numeri  1 ,  2,  3, 
.  .  .  (n — 1)  senza  alcuna  ripetizione;  e  (— n)^  le  somme  dei 
prodotti  ad  r  ad  r  dei  numeri  stessi  con  ripetizione. 
3.  I  suddetti  numeri  sono  dati  dalle  formule 

Wi  e= ,      («),  =  __^ [_  «33  ^ 

,.,y/_,      «("zllr      -.4    /  ,        — 2-5«-|-30n'-15«» 

_  n(n  -.  1)(3«'  -7»  -  2)  ^ 
^"^'^      11520 t  -  n)6  ,  ec. 

Le  quali  possono  anche  scriversi  così: 


(IH) 
(«).  =  [03-»  l-nY  , 

(n),  =  2[0]-'  C  -  n]'  -*.  3C03-4  [-n34  , 
{^)(    («)3  =  6c0]-«  [—«34  H-  20t03-5  i:--^,35^.i5[^03-6c-«3«, 

V  -+-2 10[03-7  i-r-ny  -+- 105[03-»  C— «3»,  ec. 

i  cai  coefficienti  nomerici  facilmente  si  determinano  col  mez- 
to  a  quelli  dell«  formala  precedente,  cioè  delle  relaxioni 

20  =  4(2-t-3),  15==5(3h-0),  24=4.6, 
130  =  5(6-1-20),  210  =  6(20-1-15),  105  =  7(15 -»- 0) , 
120  =  5.24,  924  =  6(24^-130),  2380=7(130-h210), 

2520  =  8(210-1-105),  945  =  9(105+0),  ec. 

4.  Alle  (6)  pa6  darsi  altra  forma  contenente  i  numeri  del- 
la nostra  tavola  posti  in  colonna  verticale,  cioè 

_  (-3)r 


(7)' 


[13"^  ir  -+-  23 

(1-r), 


__  [„  4-  43-5  [n  4- 13' 


lCrH-23-t-^"^'^'*-^*^"' 

•  ^^iTT.  Cn  -+■  ir-'  )l03-'-'  t-n3'-^'  . 
Esempio 

-  ^  C«  -f-  43  [«-+-13'  4-  ^  t»H-l3'  )[03-''  t-«]^ 


(  112  ) 

5.  Dalle  precedenti  formule  risolta  che  tatti  i  (n)^  si  aQ- 
nullano  quando  r  +  l>*n^  —  1;  perciò  nella  precedente 
tavola  avrei  dovuto  porre  lo  zero  in  luogo  di  tutti  i  numeri 
frazionari;  ma  ho  supposto  che  in  tal  caso  si  togliesse  alle 
precedenti  formule  il  fattore  che  le  annulla,  il  che  io  espri- 

1 

mo  con  -TT  (^)r  •  P^r  ^^  maniera  scrissi  nella  tavola  in  luo- 
go di 

(2).  =  o  a    i-(a).=  -^-7/-'=-l; 

cosi  pure 

1   .^.  2.1.-2.-1      1 

¥<^)^== 48 =  I2'^- 

1 

6.  Vedremo  che  anche  questi  numeri  --  (n)^    tornano    di 

grande  utilità.  Intanto  notiamo  che  quelli  corrispondenti  ad 
ns=0,  n^sszi  y  n  =  2  dipendono  dai  numeri  Bemoulliani 
giacché 

É 

(8)  B„..  =  =t=  -J-  (1)«  . 


l.„,       /     2.3.4      ,,  3.4.1       ,..  4.1.: 


Se  nelle  (7)  poniamo  n  =  0  si  ha  per  esempio 

4.1^ 

<^^^  123v  1 

*^«* 6:778)^03-^13*- -4. 

7.  La  tavola  dei  numeri  (n)^  si  costruisce  facilmente  col 
mezzo  della  relazione 


(10)  (n  -H 1),  -  {n)r  -4-  n{nU  , 
avvertendo  che 

(11)  («),=!,    (-1).  =  !, 


(113) 

(12)  (r  H- 1).  =  lìy  . 

Colla   stessa    {10)   si    calcolano  anche  ì  numeri  frazionarii 

1  1 

"TT  {^)r  9  parche  se  ne  conosca  la  prima  riga  -^  (0)^    dipen- 
dente dai  numeri  Bernoulliani. 

8.  I  numeri  della  linea  obbliqua  discendente  3,  11,  50  , 
274, .  . .  danno  la  somma  della  serie  armonica 

.         1        1 

giacché 

(13)        (n -t- !)„_.=  LI]"  (l  -I-  ^H-g.  ...   -+-1). 

9.  Moltissime  relazioni  hanno    luogo  tra  i  numeri   interi 

..  1 

{n)r  ed  anche  tra  i  frazionarii  ^  (n)^  •  Eccone  una  che  com- 

prende  i  prodotti  dei  numeri  posti  in  due  righe  orizzontali 
della  tavola 

(     («)r  —  (»»)r-i  (r  —  n),  •+.  fn)^.,  (r  —  n)^  .  .  . 

(14)  < 

(  =p(n).(r-nU=t:(r-n),  =  0; 

per  esempio  se  n  =  5  ,  r  =  3  si  ha 

50  —  35.3  -f.  10.7  —15=0. 


1 
L'equazione  sussiste  anche  rispetto  ai  ^  (n)^  ,  ed  anche  di- 
visa per  zero,  il  secondo  membro  resta  nullo;  avvertendosi 
per  altro  che  quando  si  giunge  ad  un  termine  pel  quale  il 
fattore  zero  dee  togliersi  dal  secondo  fattore  (f  —  n),  anzi- 
ché dal  primo  (n)i  bisogna  cangiare  i  segni;  così  per  esempio 

J*  (4)4 -F  (4)3  J-(O).  -  (4),  1.(0),  -t-(4).  l(0),-g- (0)4=0, 

Annali  di  Scien,  Mai.  e  Fi$.  T.  IF.  marzo  18tf3.  8 


(114) 
cioè 

231       ^    1        ,*    1       ^  «        —In 

-126'*-*T-"i2*«-^'-i5o'"«' 

Col    mezzo  di  qaesta    formiala  si  possono  calcohre   tatti  i 

1  1 

jr*  {n)r  conoscendo  i  -r*  (0)^  ,  cioè  i  nameri  Bernoulliani. 

10.  Colla  ste$fia  avvertenza  ai^ch^  d^lU 

(     (n)r  Hh  {n)^i  (*^  —  n),  -4-  (ii)^.,  (r  —  n)^ .  .  . 

mi 

può  togliersi  U  fattore  zero  che  la  annulla.  Cosi  se  ne  può 
dedarre  non  solo  la 

35  -«.  iPjS  -)-25  =P  Hy  tO]-  [-^4]'  ==  ^20 , 

ma  aqche  la 

-251        .1       ,-  1        ^-         -1 

=  Cl]4  j:0]-4  p—  3]'  «  -  6  . 
Non  sono  molto  differenti  dalle  precedenti  formale  le 

.     ((«)r  —  («)r-i  (r  —  n  + 1),  -H («)^, (r  —  n-h  1),  . .  . 

(         db  (r  —  n -I- 1)^  s=  [n  —  r]»- . 

((«)r  -*-  («)r-i  (r  —  »  -H  1),  -t-  (n)^,  (r  — •  n-t-  1),  . . . 
(i7)  I 

'    -»- (r  —  n -f- 1)^  =  a=  [1  —  ny  [0]-^  [1  —  ni-- j 


esempii 
35  - 10.3  H.  7  =B  [33%  35  -H  10.3H-  7  p»  [-4]'  tOl"'  i—*ì\ 

951  «  j  4 

-'j!s-*-«-5-»n-«''--ii»=»- 


1 


(  115  ) 
Dicasi  Io  stesso  delle 

(n),  —  (n)^-,  (r  —  »  —  1),  -+-  (n)^.,  (r  -  n  —  1),.... 

(18)  : 

rt(r  —  n  — 1),  =  0. 


U9) 


(     (*)r  ■+■  («),-i  (r  —  Il  —  1),  -H 

\       ^  (r  -  n  -  1),  =  db  l-ny  [O]-  C— «V  ; 


esempli 

50  —  35.6  4-  10.25  —  90  =  0, 

50  -f-35.6  -f- 10.25  -4-  90  =  —  C— 53'  [O]-'  £—5]' , 

19  1  1 

*''  _0-2.v^  M-  3.0  — —i  =0, 


120  12  120 

*^  _ 0 -  2 :4 - 3.0  -  :=J =0. 


120  12       "  120 

Si  &a  pure  la 

(20)    (n),  -(nV.  (-»).  -H  (»U  (-»)«  -«fc  (-«)r  =  =!r  »-  , 

esempio 

0  —  2.6  H-  3.25  —  90  =  —  3'  . 

11.  Altre  formale  compreadooo  invece  i  prodotti  di  ter- 
mipi  posti  in  due  righe  oblique  discendenti;  tali  sono 

{{n)r  —  (n  —  1)^,  (-n),  >+- (n  —  2)^,  (1— n),  —  .... 

(21)  \ 

i        =±=  (r  -n  —1),  =  ±  l-~nY\Oy  ; 

i{n),  -  («—1)^,  (l  ^  »).  -i-  (n-2)^,  (2-n)3  —  .... 

(22)  } 

l  =fc(r-n),  =0j 

ani  -  (n  - 1)^,  (2  -  n),  H-  (n  -  2)^,  (Z-n),  ••.. 
(23).  J 

<         =t:(r-  n-H  1),  =  t03-'Cl  —  «1' i 


(  116  ) 

'{n),  -  (n-1)^,  (3-n).  ^  («-2)^,  (4-n),  . ,  .  . 

±  (r—tH-2)r  =  2"  [0]-  (  Y  + 1  — ttk2  —  n]^> 

Esempii 

50  —  11,15-1-3.65  ~  90  =  —  [— 5]3  CO]"'  ; 

50  —  11.10  -»-  3.25  —  15  =  0  ; 

50  — 11.6  -I-  3.7  —  1  =  [0]-'  C— 4]3  ; 


50 


_  11.3  H- 3.1  -  0  =  23  c0]-3  (- 1  )c-3r  ; 


863        9     ,^  19  .  ^^         1     ^         1     „, 

5-04-20-*5  -^  W^^  ~  f2-^  "^  12-^* 

863        9     ,_         19     -_         1     ,_ 
5Ó4"20*""*"1"20'^^'~Ì2*^ 

863      9  *9  1  1 

5Ó4~  20  •*"*■  120  •^■"12  •"*"""  252 

863        9    -         19      .      n       n       n        —  * 
504-20-'"^l20*-^-^«-^--3r5 

=  26  [0]-«  (-1)  C-3]3 . 

12.  Le  precedenti  formule  sono  in  parte  comprese  nelle 
dae  segaentì  relative  a  prodotti  di  numeri  posti  in  due  ri- 
ghe orizzontali  della  tavola 


(  117  ) 

Mr      ^  (n)r-t  (»)i        .  (n)^,  (m), 


.  [l-»»3'-     [1— n]-  tl-m]'^  d-n:'-»  [!-«.]*  '  '  ' 

(25) 

[1— m3'       [l—o,—»]'-  * 

(n)r  {n)r-t{m),  {n)r-i{m), 

li—ny     [1— n]--'  l—my       tl~n]-^  C— m]'    '  '  * 
(26) 

(m)r  (m  H-  n), 

[  —  my       l—m^ny 

o  nelle  altre  due  relatire  a  prodotti  di  numeri  posti  in  due 
righe  obblique  discendenti 

{n}r    ^      (n— 1)^,  (iiH-1),     ^        (n— 2V.,  (m+2). 


C— n]»-      [1— wl-»  C--1—  m]»      [2—nl-»  [— 2— ml= 

(27)  ; 

(w-»-r)r  (w-f-»)^ 

[ — r — my     [ — m—ny  ' 

(n),    ,   (n-1)^,  (m-Hl),  ^     (n-2)^,  (m-+.2). 


T— n]'^^  [2— «]"■»  [— m]*       [2— n]'-=»  [— l_m]^  '  *  '  ' 

(28)  .  ,        ^ 


le  quali  quattro  equazioni  facilmente  si  dimostrano  mediante 
le  (39),  (42). 

Se  qualche  numeratore  sia  nullo  ,  e  nel  denominatore  vi 
sia  il  fattore  0,  a  questo  si  attribuirà  il  segno  +,  e  si  ado- 
preranno  i  numeri  frazionarli  della  tavola;  esempio  della  (25) 

(3)4  (3)3(2).  (3),  (2),  (3).  (2)3 

[-2]*0.1  ■*"[— 2]^0  (—1)     [—2]'  (— 1)0'^"(— 2)(-l)0.1 

.        (2)4       _      (%    _. 
'^(-1)0.1.2""C— 434— *•. 


(il8) 
13.  Tra  le  moUissime  conseguenze  di  queste   formule   ne 
daremo  due  che  possono  servire  a  deternànare  ogni  numero 

1 

Bernoulliano,  cioè  uno  dei  nostri  -x-(l)r  mediante  due  righe 

orizzontali  dei  numeri  interi  della  tarola,  oppure  mediante 
una  riga  obbliqua.  Se  nella  (26)  poniamo  m  =1  *-  it  ^  ed 
Il  :=  r  +  I  (supposto  r  pari)  abbiamo 


•  •  • 


(r  -+■  l)r       (fH-l).-.  (-f),      (r-t-lU  (-r), 

(-l)r^  (l)r 

W       (— 1)0C13'^»  * 
cioè 

(r-l)r  1.  (1),  =  ^  <r  +  1),  +  1  (r+l)^.  (-r). 
(29)' 

-  ^  ('•-^  *U  <-'). -M-^^-''»" 

esempio 

^(«)4  =  -  24  +  -J  .50.10  -  ^.35.65  +  ^.«0-350 

24  —1 

Se  nella  (27)  poniamo  m=s  2  —  n,  nsr-4-1  ottesiaroo 
a  motivo  della  (12) 

1  1   (2-r)r  1      /3-r),  ^     1    (-1).-, 


iNn«>     »4wa       II        IH   ^_^MMMrtd^M  a    «     «  a    ««H»     ■  ■  ■  ■    — «— ^«••«•a» 


r-i-1        r  tr— 23'       r— 1  [r— 33'  3     Cl3'^* 

_L      (O)r-.                (l)r  ^        (air   ^  f- j     (t). 

2   t03'-'      t— 13*^     t—  23'^  2     C— 13"  ' 
e  siccome  quando  r  è  pari  si  ha 


COSÌ 


*    '    2    Otl]»^»      r-t-l       r    [r— 23»  8     [l]»^» 

1   1  1       1   10       1251^  15      1£ 

g-g-We  — ^      6'4"*"5  12      t  24"*"  3*  24* 

14.  IhiHe  oiied«sAnktf  httMlé  géAeraf!  possfifiiity  decHinie 
parecchie  che  dieno  ì  numeri  Bemoalliani  senza  bisogno  di 
atcìta'alUo  dd  nnitaeri  delfa  te  rota.  Cosi  h  (25)  ponendoti 
n=A  ,  m  =  —  1,  ed  omettendo  i  tei'mhiì  Halli  ti  dà  se-> 
condo  che  r==1U,  oppure  rt^^^^i  le 


m 


l!k.       (*)»/-»    ■    (^)»/-4 


(l)a  2.- 


[ny  [sy-'  ~"  [2]»'+' 


Esempio 

j-  (1)9  =«-.-.  (1)6  -  -.  (1)4  _  ^  (^),^.  -g;5=~  , 

5-  (*J»  *=  -  B^*)«-  3^(^)4-  4^*)»-^  riio  • 

Se  nefla  meéesima  (25)  pomaikto  m  ==&  n  &=  1  ^  abbiamo  per 
r  pari 


(  i20  ) 

ni^  /  (r  -  2)(r  -  3)  1  1 

(33)  ^ j-^ 5"  (l)r-4  5- (1)4  - 

-(r-2)J.(l).J.(lU. 
Esempio 

"  J-  (1)..  =  -  1»  J-  (1)8  Jr  (l)a-H2  Jr  (1)6  J-  (l)4=i58' 

Queste  formule  sono  dovute  al  Moivre^  Tultima  è  la  più  co- 
moda per  calcolare  successivamente  i  numeri  Bernoulliani. 

15.  È  sempre  un  intero  la  somma  del  numero  Bernoullia- 

2|  111 

no    -TT-  (l)a,-  e  di  tutte  le  frazioni  —,     s-  j  •  •  •  —  i  cui  de- 
V  2        o  p 

nominatori  sono  quei  numeri  primi,  che  diminuiti  dell*  unità 

danno  un  divisore  di  2t. 

16.  Piuttosto  della  serie  dei  numeri  Bernoulliani  parrebbe- 

1 

mi  che  fossiero  da  considerarsi  i  numeri  ^  (1)^/  ,  che  ap- 
partengono alla  classe  più  generale  dei  numeri  (n)r%  oppure 
in  particolare  i  numeri  interi 

A  ^                                          Ifi  15 
*,  =  ^(l),=6B.  =1,  Ì4= ~(l)i  =60B3  =  2, 

,         64.63,..         -_„„        .„    ,         256.255,.,     „__ 
(34)  <  "~0~  ^      "^  ~  ^ Q— (1)8=272, 

'ó,.  =7936,6,,  =353792,  i,4  =22368256,  J.e  =1903757312, 

i,8  =  209865342976,  ec. 

(  sono  eziandio  interi  i  4*''  ti,,  =  1, 1, 3, 17,  5.31,  3.691 , 
7.43.127  ,  257.3617,  9.73.43867,  ec). 


(  121  ) 
Intcrmcdii  ai  precedenti  nameri  sono  pnre  gli  altri  merite- 
Toli  di  considerazione 

A,  =  1,  Ì3  =  1,  «5  =  5,  iy  =  61,  bg  =1385  =  5.277, 

i„  =  50521  =  19.2659,  A.3  =  2702765  =5.13.43.967, 

<^^)  (  i,5  =  199360981  =  47.4241723,  A,^  =  19391512145  , 

i,9  =  2404879675441,  ec. 

17.  Questi  numeri,  sì  i  primi  che  i  secondi,  possono  cal- 
colarsi successivamente  mediante  la  relazione 

,»..  ,       (r-l)(r-2),       ,  (r-l)(r-2)(r-3)(r-4)  ,  . 

Si  ha  pure 

(2t-2)(2,-3) 

~  ^  — o — 

(2«-2)(2«~3)(2«-4)(2«-5), 
(37)  <         - 8 j-^^^-j A,,.4 

(2«-2)(2»-3)(2«-4)(2«-5)(2«-6)f2»-7) 
~^^  TTO-Xe  6,.^-ec.=0. 

Per  questi  numeri  dipendenti  dai  Bernoulliani  si  ha  anche  la 

(h-  [1]3  2-'-4  (-3)3,-4  ••••-  [1  ?''-^  2{2-2i).  4-Ll]^'-'; 
esempio 

ie  =  16  —  2.  8. 15  -{.6.  4.  25  —  24.  2.  10  -h  120. 

18.  Poniamo  qui  sotto  alcune  delle. serie  infinite  che  con- 
tengono i  numeri  precedenti,  o  quelli  più  generali  della  no- 
stra tavola. 


(  122  ) 

39      ( )  =  1-h  r,-  -  i7  x^  f^ '^x^'^et. 

questa  formula  vale  anche  per  n  negativo ,  ma  allora  dopo 
lin  certo  pùnto  ai  numeri  interi  della  tavola  sussegnono  i 
numeri  frazionarti,  che  non  si  annuttafto  a  motivo  éel  fatto- 
re 0  del  denominatore  :  così 


(40)- 


X  1  1 

^--j  =rl  -+.  -(1),  X  M-jj^  (1),  «•  H-  et. 


(2)._    .       (2).  _.    .        (2); 


13  - 


5    .       *     s 

-     —  ^3 


iT-ii''^''' 


(&)■-'■ 

(4t) 

/         =1— «. 

19.  Le  righe  obbliqae  dncendeoti  della  nostra  tarola  ian- 
no  i  cocfficienli,  della  serie 

/42Ì   /!2!ll±iV- 1 -4-   a-H»K    .,  ,    (2-H»),     , 

che  vale  anche  per  n  negativo;  cosi  per  esempio 

/l0g(l  +x)v-3_  ,    ^    (  -  2),       ^  (  -1)      .  (0)3 

(Di      ,  -        3  1,1, 

.«4  -1.  ec.  =  1  -4-  :;•  a;  -4>   =-  X-    -f-.-rrKJC'  —  ec. 


^—1.0.1.2     ^  '2^2         '240 

20.  Dalle  quali  formale  si  derivano,  come  è  noto,  quelle 
ebe  danno  le  reiarioai  tra  le  diflerenze  ùmÀe  e  le  deri-Tate 


(43)     A-y  =  d»y  ^  ^.i"*'  V^  ^j:^  d"*'  V^  «e; , 


2«y  =  S«y  4-  J^S"-y  +  .  .  . 
(44)  ■ 

ed  in  particolare 

Sy=  Sy  -  I  -h  ^  «.  dy  -  ^g  45^433  «4  <»'y 

64.63  [l]3*«^^y-«>^- 
Yicerersa  le  derirate  sono  date  cotte  dìffereoze  finite  daite 

(46)    d"tf=sA»v-l-  r'^"*""^'    A«-^'vH ^^''*^^*  A»+»  V  -t-ec. 

(47)^ 

21.  Come  caso  particolare  delia  (43)  abbiamo 
r        A"(«')  s=  r(r  — ■  1) ., .  (r  —  «4-  Ijx»-"  •+• 
(48))r(;-l)...(r-n)  [H^       ,_„. 


perciò  se  supponiamo  che  x  prenda  il  yalore  zero,  la  di 
renza  n"'*"^  dell»  serie  0,  l**,  S',  3'', . . .  è  espressa  da 

(49)    [l]«(-n),.«  =  n'- -  «(ii-l)'-  4- !fcl^(•-^>^..q=,l.l^ 

Sommando  alla  (49)  la  sua  analoga 


(  124  ) 
[ip-x  (^n^l)r^n+i  =  {n—ìy  —  (n~l)(n— 2)'-  -f-  ce. 
si  ottiene  (10)  la 

fl]n-i  (  _  n)r^^^,  =n^-{n  —  l)(n  —  l)- 

(50)  j  (n-l)(n-2)  ._ 

22.  EvideDteniente  si  ha 

A»  (a:'-')  =  0. 
Nello  sviluppo  di 

A"(a;'*-^)  =  (a?  -H  n)«-'  —  n(j?  -h  n  —  1)"-' 

n(n — 1) ,  ftv  _._       , 

^  A—J  (a:H-»-^2)'*-»  .  .  .  .  =fc  X-' , 

essendo  x  numero  intero  negativo,  riteniamo  i  soli  primi  ter-  * 
mini  fino  a  quello  che  svanisce,  perchè  contiene  O'*"' ,  avre- 
mo così  una  serie  di  numeri  interi  che  segneremo  con 

{x  «4-  n)"""  —  n{x  -H  n  —  1)"-'  -h  ec. 

Gol  loro  mezzo  potremo  determinare  i  numeri  b  mediante  la 
relazione 

b^„  =  n»»-'  —  2n(n— Ij^"-'  -f-  ec. 

~2T{n  —  1)=^'-»  —  2n(n  —  2)=»«-«--^  ec.  1 

(51)  /        r  T 

-^2|  (n  —  2)^'»-'  —  2n(n  —  S)*»-»  -f-ec.  1 


—2\(n  —  3)"*-'  —  éc.  l-f-  ec. 


o  più  speditamente 


(  125  ) 
2«-»  b^n  ==  n^''  —  2n(n— 1)*'»-'  4-  ce. 

(52) <     ""^[('^  ^  ^^""'  ~^^^^'*  "^  ^^"'"  ■^^''•] 

-^-2  Hn— 4)^"-'  — ec.l  —  2r(n— G)»"-»  —  ec.1  . 

Esempio 
86»  =  47  —  8.37  ^  28.27  —  56  —  ^(27  -^  8)  =  2176, 

Così  pare  pei  numeri  b  Don  dipendenti  dai  Bernoulliani 

2"-'  Aai»+,  =  n^"  —  (2n  -+•  l)(n  —  !)*«  H-  ec. 

(53)  j    -  [i^-^y^'  -  ec.  ]-  [(n^  2)-  -  ce] 

-+•  Un  —  3)*«  —  ec.  |-i-  \{n  — 4)*»  —  ec.  j  — 


ec. 


dove  si  hanno  successivamente  due  termini  col   segno  —  e 
due  col  se^no  +  • 
Esempio 

Sb^  =  15619  —  4293  —  247  ^  1. 

23.  La  maniera  più  spedita  per  calcolare  i  numeri  b  è  da- 
ta dalla  serie  infinita 

.M)...m-f-)-(i-K:i-Y-(^r-(T)"*(^r.- 

della  quale  basteranno  due  soli  termini  quando  n  «=»  19.  Gio- 
verà osservare  che  i  ^e  »  ^8  •  •  •  •  divisi  per  60  lasciano  al- 
ternativamente i  residui  16,  32;  ed  i  £3  ,  ^5  .  .  . .  pur  divisi 
per  60  danno  i  residui  1,  5. 
Dalla  (54)  si  deduce  facilmente  la 


(55)      1  -^  ^.-4-  ò;7  -H  ec.  = 


2/ 


2^     32'    •    "-         '■À"—ì  2[1]»'-'  ' 


ec. 


(  126  ) 
24.  Altre  serie  infioile  espresse  col  mezzo  dei  aoiner^  i , 

je  dei  (50)  (— 2)„  =  2»*»  —  1. 

I 

1  1 

(57)         ig.x=x  -h  rrpp  *4  ar3  -f-  _  b^  x^  ■+■  ec, 
(58)  «otx  =4 - 3pjr*«^-  i5^  *4«'  -  63^6  ^-^ 

111  7  (  ^  2)a 

4 

I 

*U       2  /  1    '        1. 2  ^      ^  1.2.3  *  • 

(63)  ' 


(61) 

V=i 

cos  a; 

(62) 

cos  j; 

1.2.3.4.5 
La  fanzione  Ungttiulinak  iperbolica 


òk  x4  -+-  ec. 


«og.tg.(j-  -h  -^  )  , 


che  serve  a  passare  dai  seni  iperbolici  ai  circolari,  io  le  in- 
dico con  digio; ,  perchè  ad  essa  si  riduce  la  digamma  (  pri- 
ma trascendente  ellittica)  quando  il  modulo  è  uguale  airuoir 
tà.  Si  ha 


(  127  ) 

1  1 

(64)     digix  ==  »  •+•  j—  h^^-^  12  3  4  5*^  ^^  "*"  ^^" 

la  sua  fanzione  opposta  si  sviluppa  cogli   stessi  coefficienti 
(Coi  segni  alternati  : 

1 

|,ft5)  jkmfix  ^  X  —  YY^  h  9^  rh-  ec. 


é         • 


È  pare 

Ìlogag  a?  sa  log  ^ 
^  ^3[t]*  '      ^  15i:l]4  ^  *         (-2)5[1]6  ^  ^^"^7 
hanno  i  coeflfieieoti  espressi  col  nezxo  flei  ( — n)^  le 


(67)' 


(PS), 


(<"+»)' 


t'V  (-3)"-.  ^,  -  •»■ 


r 


(128) 

VOLUME  DI  UNA  COLONNA 
TORSA  CILINDRICA. 


Crediamo  far  cosa  grata  agli  ingegneri  il  rilevare  qai  da 
una  Memoria  sulle  Colonne  Torse  del  Sig.  Capitano  Faà  di 
Bruno  di  Torino  Tespressione  del  volume  di  una  siffatta  co- 
lonna,  che  s'incontra  in  quasi  ogni  genere  di  lavoro  (*). 

La  colonna  torsa  cilindrica  più  considerarsi  generala  da 
una  sinusoide  che,  girando  attorno  un  asse  parallelo  e  si- 
tuato nel  medesimo  piano,  s'innalza  contemporaneamente  d'una 
quantità  proporzionale  all'angolo  descritto  in  modo  a  ripren- 
dere la  primitiva  posizione  dopo  un'intiera  rivoluzione  Si  è 
perciò  che  l'autore  denomina  un  tal  solido  sinusoide  spirale.  Se 
si  rappresenta  l'altezza  compresa  fra  due  piani  qualunque 
perpendicolari  all'asse  terminanti  la  colonna  con  A,  con  r  la 
distanza  dell'asse  della  sinusoide  a  quello  attorno  a  cui  es*^ 
sa  gira^  e  con  b  l'ordinata  massima  della  sinusoide  sul  pro- 
prio asse,  il  volume  di  una  colonna  torsa  cilindrica  sarà  e- 
spresso  semplicemente  dalla  formula: 

Si  trovano  nella  medesima  Memoria  altre  generazioni  di 
colonne  torse,  le  quali  dovrebbero  far  abbandonare  d'ora  in 
poi  i  processi  empirici  tenuti  finora  per  disegnarle  e  con- 
cepirne la  formazione. 


(')  Mémoire  sur  les  Colonnes  Torse»  par  M.  Le   Chevalier  Faà    de 
Brano.  Paris  1850. 


(  129  ) 
SULLE  LINEE  DI  CURVATURA  DELLE  SUPERFICIE 

NOTA 

BEli  i»IG.  PROV.  V.  BRIOSCHl 


Teor.  1^  Se  la  linea  comaDe  intersezione  di  dae  saper- 
fici  sarà  linea  di  curvatara  tanto  per  Tana  che  per  I*  altra 
superficie;  Inngo  di  essa  linea  le.  due  superfici  si  segano 
sotto  un  angolo  costante. 

Sieno 

F(^,  y,  5)  =  0 ,         p(x,  y,  ;g)  =  0 
le  equazioni  delle  due  superfici;  posto  per  brevità  : 

F'(x)=X,    F'(y)=Y,F'(z)=Z,   y'(«)=P,  ^'(ylMJ,  9»'W=R, 

essendo  la  comune  intersezione  di  esse,  linea  di  curvatura 
della  prima  superficie  avranno  luogo  le  equazioni  : 


(i)f     . 

l»'(YZ'  —  Y'Z) 


Xx'  H-  Yy'  -t-  Zi'  =  0 

-f.y'(ZX'  —  XZ')  H-  «'(XY'  —  X'Y)  =0, 


ed  essendo  anche  linea  di  curvatara  della  seconda  superficie 
sassisteranno  le  : 


Px' -+- Qy' H- Ri' =  0 

y'(RP'  —  R'P)  -j-  i'(PQ'  -  P'Q)  =  0 . 


(2)1 

(*'(QR'-Q'R) 

» 

Dalla  prima  delle  equazioni  (1) ,  e  dalla  prima  delle  (2)  si 
lianno  le  : 

(3) 


YR  —  ZQ       ZP  —  XR         XQ  —  YP 

per  le  quali  le  altre  dae  equazioni  si  trasformano  nelle 
Amali  di  Scienze  MaL  e  Fis.  T.  IF.  ajprUe  1853.  9 


(130) 

(PX'  -i-  QY'  •+■  BZ'XX'  -»-  Y'  -h  Z*) 

_  (PX  H-  QY  H-  BZ)(XX'  -h  YY'  -t-  ZZ')  =  0 , 

(XP'  •+.  YQ'  ^-  ZR')(P'  -H  Q*  -*-  B*) 
—  (PX  -+-  QY  -H  RZ)(PP'  -hQQ'  -t-  RR')  =  0. 
le  qaali  moltiplicate  ordiDatanienle  per  : 

|^(p*  H-  (}'  -4-  R')  1/  (X'  -H  Y*  -fr-  Z') 

1/  (X'  -+-  Y^  -H  Z^)  '       i/^(P'  -f-  Q'  H-  »') 
e  sommati  i  risultali  danno  la  : 

Li/  (P'  H-  Q'  ^-  K^)t/  (X''  +  Y^  ^  Z^)  J 
quindi  integrando  ec. 

Questo  teorema  è  una  delle  questioni  proposte  nel  fasci- 
colo del  novembre  1852  dei  «  Mouvelles  Annaics  de  Matbé- 
matiques.  » 

Teor.  2.^  Supposto  che  due  supcrGci  si  seghino  lungo  la 
linea  di  comune  intersezione  sotto  un  angolo  costante  ,  se 
questa  linea  sarà  linea  di  curvatura  per  Tuna  delle  superQci 
lo  sarà  anche  p'er  l'altra. 

Ritenute  le  stesse  deqominaziont  sussisteranno  le  tre  equa^ 
)!Ìoni 

Xx'-HYy'-HZz'  =  0,    py+Qy'4-R^'  =  0, 

PX-f-QY-hRZ 

1/  (P'  H-  Q'  -H  K^JI/  (X"h-  Y"  4^  z*)  "^ 

k  costante.  Derivando  la  terza  di  queste  si  giunge  facilmen- 
te alla 

(X*  4-  Y"  -h  Z^)  [  (YR  —  ZQKQR'  —  Q'R) 

-}-(ZP  —  XR)(RP'  ~  R'P)  -4-  (XQ  —  YP)(PQ'  —  P'Q)  ] 

_  (p*  -h  Q*  -h  R")  [  (YR  —  ZQ)(YZ'  —  Y'Z) 
4-(ZP  —  XR)(ZX'  —  Z'X)  ^  (XQ  —  YP)(XY'  ~X' Y)  ]  =0*; 


(131  ) 
la  qaale  per  lo  equazioni  (3)  assume  la  forma  : 

(X"-hY*-4-Z')  [^(Qfi'— Q'R)-4-y'(RP'— R'P)  -h  «'(PQ'-P'Q)3 

Da  questa  equazione  osservale  le  (1),  (2)  deducesi  subito  il 
teoren»a. 

Teor.  3.«  Supposto  che  una  superficie  venga  segata  da  aU 
Irc  due  in  modo  che  le  due  linee  comuni  intersezioni  sieno 
per  la  prima  superficie  linee  di  curvatura  corrispondenti  ad 
.uno  slesso  ponto,  ed  anche  linee  di  curvatura  per  la  secon* 
da  e  terza  superficie  ;  queste  due  ultime  superficie  si  seghe* 
jranno  luogo  la  loro  comune  intersezione  sotto  un  angolo  co- 
stante. 

Sia 

ia  equazione  della  terza  superficie^  e  posto 

^'(x)=h,    ^'{y)=M,    f(-^)=N; 
pel  primo  teorema  ^i  avranno  le  : 


PX-f-QY-HKZ  , 


K  (P'-*  -H  Q'  -i-  fi')l/"(X"  -H  Y"  -H  Z") 

LX  -H  MY  4-  NZ _ 

l/(V  +  M-^  -f.  N^)|/  (X^  -+.  y^  -4-  Z")  ~  •  ' 

ed  indicando  con  j>,  f^  r  le  coordinate  di  un  punto  delia  co- 
mune inlerse2Ì<vie  della  prima  e  terza  superficie  pel  dato 
teorema  sussisteranno  le  ; 

(5)       p'     _-    y'     ^ rL- 

^  '       YN  —  ZM        ZL  —  XN     XM  —  YL 

p'x'  -f.  q'y'  -4-  r'z'  =  0, 

Quest'ultima  equazione  osservate  le  equazioai  (3),  e  le  (5) 
diventa  : 


(  132) 
(PL  -4-  QM  -+-  RN)(X»  -h  Y»  -f-  Z*) 
_  (px  -t-  QY  -h  RZ)(LX  -H  MY  -h  NZ)  =  0. 
e  quiadi  per  le  equazioni  (4)  : 

PL-4-QM-I-RN 


— ^  hk 

l^(P"  -h  Q"  -4-  H'V(V  -^  M"  ^  N") 

Come  corollario  di  quest'ultimo  teorema  e  del  teorema  2.« 
si  ha  evidentemente: 

Teor."  4^.  Supposto  che  una  superficie  yeuga  segata  da 
altre  due  in  modo  che  le  due  linee  comuni  intersezioni 
sieno  per  la  prima  superficie  linee  di  curvatura  corrisponden- 
ti ad  uno  stesso  punto,  ed  anche  linee  di  curvatura  per  la 
seconda  e  terza  superficie ,  se  la  linea  comune  intersezione 
di  queste  due  ultime  superficie  sarà  linea  di  curvatura  per 
una  di  esse  lo  sarà  anche  per  l'altra. 

Dal  1<>.  e  2^.  teoremi  si  deducono  anche  i  seguenti: 

Teor.''  5.®  Se  le  linee  comuni  intersezioni  di  tre  superfi- 
ci  saranno  a  duo  a  due  linee  di  curvatura  per  le  superficie 
stesse,  lungo  quelle  linee  le  superfici  si  segheranno  sotto 
angoli  colanti. 

Teor.^  6.<»  Se  tre  superfici  si  segheranno  due  a  due  lun- 
go le  linee  di  comune  intersezione  sotto  angoli  costanti,  e 
le  linee  di  comune  intersezione  fra  la  prima  e  seconda  su- 
perficie, prima  e  terza,  seconda  e  terza  saranno  ordinata- 
mente linee  di  curvatura  per  la  prima,  per  la  terza,  per  la 
seconda  superficie,  lo  saranno  anche  per  la  .seconda,  per  la 
prima,  per  la  terza  superficie. 

Teor.^  7.°  Se  le  linee  comuni  intersezioni  di  tre  superfi- 
ci saranno  due  a  due  per  ciascuna  superficie  linee  di  mas- 
sima e  di  minima  curvatura  corrispondenti  al  loro  punto 
comune;  quelle  superfici  saranno  ortogonali. 

Indicando  con  1,  m,  n,  le  coordinate  di  un  punto  della  co- 
mune intersezione  della  seconda  e  terza  superficie  si  avran- 


DO  le  equazioni: 

Xar'-+-Yy'-+-Zz'=0,    Tip'-{-Yq'-¥-Zr'=0,    Pr-|-Qm'-t-Rn'=iO, 
P*'-*-Qy'H-»«'=0,    Lp'H-My'-l-Nr'=«0,    Lr-t-Mm'-t-Ln'=30. 

PX  -H  QY  •+.  RZ 


l^(P'  -t-  Q*  +  R')l/"(X*  -}-  Y*  -t-  Z*) 
LX  -1-  MY  -t-  NZ 


^{U  -4-  M'  H-  N'Jt/iX^"  H-  Y'  -t-Z') 
LP-f-MQ+NR 


=  6, 


l/-(L'  -f-  M'  H-  N*)l/^(P'  -h  Q'  M-  R')  ' 

d,  b,  e  costanti; 

//x'  -4-  q'y'  -f-  /a'  =  0  ,        ZV  -t-  my  -f-  n'z'  =  0 , 

per  queste  equazioDi  rammentato  il  teorema  S,""  si  avranno 

le: 

a=bcy        b=acy        e  =  ab 

unica  soluzione  delle  qaali  é  la  a  =  ££=c  =  0,  trascu^ 
randosi  la  a  =  i=c  =  l  per  ragioni  facilmente  vedute. 
Dunque  si  avranno  le  : 

PX-f-QY  +  RZ  =  0,    LXh-MY-!-NZ  =  0, 

LPh-MQh-NR=0; 

ossia  io  tre  superficie  sono  ortogonali. 

■  ■  ■  I  I  ■  ■         m  ■  1^— ^fc^w» 

SULLA  INTEGRAZIONE  DELLA  EQUAZIONE 
DELLE  GEODETICHE. 

NOT^ 

DEL  MEDESIMO 

La  equazione  defla  geodetica  per  una  sopcrficie   qualun- 
que sotto  la  forma  assegnatagli  da  Gauss  é  la  seguente: 


(134) 

(*)  ^  =  2i7iG(d;"-d;i'') 

sapposte  le  linee  fi  =cosl'  ,  v  =  cost'  essere  ortogonali; 

e  Q  l'angolo  che  la  geodetica  fa  colla  linea  v  =  cosf".  Gli 
accenti  indicano  derivate  rispetto  ad  nna  variabile  qualun- 
que, la  quale  riterremo  essere  l'arco  della  geodetica.  Dalle 
nqte  equazioni  : 

(2)        cos9  =  m'p^E  ,        senS  =  i? VG 

si  ottiene  la  : 

sen9  cose  =  m'i?'i/*EG  , 

per  la  quale  la  (1)  si  muta  nella: 

2sen9  cos9.9'  =  u'd'  (^  u'  ~  ^—  t;'  ì 

e  per  le  (2)  nella  : 

1     dF'  1     AC 

(3)    2sen9  cosS.S'  =  -;7  t-  «'cos*9  —  ^  t^  w'sen'S  . 

E    di?  G   dtt 

Sotto  questa  nuova  forma  la  equazione  della  geodetica  si 
presta  facilmente  dl'integratione  in  molti  casi.  Se  supponia- 
mo E  =  G  =  X  oppure  E  =s  Xf[u) ,  G  =  X(p(t7)  ;  essendo  X 
una  funzione  di  ti  >  e  di  i?  ;  si  avrà  : 

A\  A\ 

2X  senfi  cos9.9'  =  -r-  v'cos^S  —  —  u'sen^S 

QV  dti 

e  supposto  X  =  a(u)  -t-  /3(v)  si  ha  : 

«'(u)tt'sen^S  -f  2«(n)  sen9  cos9.9' 
^  2/3(«)  sen9  cosS.9'  —  ^'(i?)t?  cos'0  =  0  , 

che  integrata  dà  : 
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a(«)  sen*9  —  /3(»)  cos*9  =  a 

a  costante.  In  questo  caso  sono  comprese  le  iiitegraziooi  del- 
l*eqaazione  della  geodetica  ^lla  sfera»  suirellissoìde  ec. 

Stippofiiamo  che  le  line^  per  le  quali  v  3=:cost'«  Sieno  li- 
nce geodetiche  ;  si  potrà  porre  E  =;  1  ^  e  la  equazione  (3) 
diventa  la  : 

2colangS.$'H-JL^M'  =  0. 

G    da 


osservando  essere  : 


du  di; 


se  ritiensi  G  funziono  della  sola  variabile  u  si  avrà  : 

1 

2coUng.9.5'  4-  g-  G'  ==:  0  , 

che  integrata  dà  : 

Gscn'9  =  A. 

A  costante.  Questo  caso  comprende  le  integrazioni  dell'equa^ 
zione  della  geodetica  sulle  superfici  di  rotazione^  suirelicoi^ 
de  gobba,   ec. 

Pavia  22  marzo  1853. 
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LETTERA 
BEL  SIC.  PBOV.  F.  MOSSO  TTI 


I 

AX  COMPILATORE 


Sig.  Professore 

Sono  indotto  a  scrivergli  questa  lettera  da  una  Nota  letta 
dal  Ghiariss.  Sig.  Prof.  Beilavìtis  airistituto  Veneto,  pubbli- 
cata negli  Atti  di  quella  Società,  e  dal  medesimo  gentilmen- 
te trasmessami.  In  questa  nota  viene  di  nuovo  messa  in  cam-» 
pò  la  teorìa  del  movimento  azzimutale  del  piano  d'osciiiazio-» 
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ne  del  pendolo  di  Faucoult,  per  cai  credo  a  proposilo  di  co- 
municargli alcuni  risultati  consegniti  con  un  lavoro  che   ho 
portato  a  termine  da  alcuni  mesi  ,  ma  che  non   ebbi  ancor 
tempo  di  compilare  per  pubblicazione. 

Neiraprile  del  1851,  allorché  Tesperimento  del  Sig.  Fau- 
toult  era  ancora  una  novità  in  Italia,  interrogato  [dal  Prof. 
Serpieri  sulla  spiegazione  di  alcune  particolarità  di  questV 
sperimento  gli  risposi  con  lettera  che  vidde  in  parte  la  luce 
ne*suoi  pregievoli  Annali  C*),  nella  quale  dimostrai  che,  quan- 
do il  pendolo  parte  dalla  verticale,  il  suo  piano  d'oscillazip- 
ne  deve  avere  rispetto  ad  un.  verticale  terrestre  un  movi- 
mento dal  sud  verso  l'ovest  con  una  velocità  angolare  es- 
pressa dal.  prodotto  della  velocità  angolare,  n,  della  terra  pel 
seno  della  latitudine,  7,  dei  luogo  delfesperimento,  cioè  da 
nsiny.  La  supposizione  che  il  pendolo  parta  dalla  verticale , 
passante  pel  punto  di  sospensione,  riduce  Tesperimenlo  alla 
sua  purità,  isola  cioè  Telemento  che  si  vuol  prendere  in  con- 
siderazione, che  è  il  movimento  di  rotazione  dell*  orizzonte  , 
dagli  altri  elementi  che  possono  complicarlo.  La  difficoltà  pe- 
rò di  mettere  il  pendolo  in  movimento,  imprimendo  al  suo 
centro  d^oscillazione  una  velocità  in  un  piano  verticale  pas- 
sante pel  punto  di  sospensione,  senza  alterazioni  di  sorta  , 
ha  fatto  sì  che  gli  sperimentatori  s'appigliassero  piuttosto  al 
mezzo  d'allontanare  il  pendolo  dalla  verticale  per  indi  ab- 
bandonarlo a  se  stesso.  Impiegando  questo  mezzo  s*introduce 
un'altro  elemento,  il  quale  si  è  che  nell'alto  che  il  pendolo 
parte  dalla  quiete  apparente  possiede  in  realtà  una  velocità 
di  rotazione  intorno  alla  verticale,  passante  pel  punto  di  so- 
spensione, espressa  da  In  sin*/  sin  oco',  l  dinotando  la  lunghez- 
za del  pendolo  ed  a^  Tangolo  di  cui  é  stato  deviato  al  prin- 
cipio del  movimento.  La  distanza  a  cui  si  spostano  comu- 
nemente i  pendoli  dalla  verticale  nei  detti   esperimenti    es' 


n  Annali  di  Scicn.  Matem.  e  Fis.  Tom.  II.  Ma£[gio  185i. 
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sendo  piccola ,  ed  il  valore  di  n  per  un  secondo  di  tempo 
medio  essendo  espresso  ,  in  parli  del  raggio  delle  tavole  , 
dalla  frazione  0,  U00072921  ,  la  detta  velocità  risalta  assai 
tenue,  ed  il  sao  effetto  può  riguardarsi,  con  vocabolo  astro- 
nomico, come  una  piccola  perturbazione  del  moto  che  avreb- 
be il  pendolo  senza  di  essa.  Ciò  non  pertanto  come  il  P. 
Secchi  fece  conoscere ,  qualche  tempo  dopo  eh'  ebbi  scritto 
la  citata  lettera,  delle  pregevoli  esperienze  che  dimostravano 
delie  anomalie  nel  movimento  del  pendolo,  mi  venne  la  cu- 
riosità d'indagare  sino  a  qual  punto  la  detta  velocità  iniziale 
del  medesimo  intorno  alla  verticale,  la  diversità  d*  azzimut 
in  cui  è  posto  in  moto  e  la  resistenza  delf  aria  potessero 
modificare  i  risultati  ottenuti  nel  caso  semplice  considerato 
prima.  Poiché  i  calcoli  necessarii  alla  soluzione  del  proble- 
ba  in  questo  secondo  caso  sono  stati  dallo  stesso  Sig.  Prof. 
Bellavitis  riputati  difficili,  ed  in  vero,  quantunque  non  pre- 
sentino difficoltà  speciali  d'integrazioue,  esigono  però  d'esser» 
condotti  con  un  certo  tatto  per  arrivare,  senza  complicazio* 
ni,  a  riconoscere  il  movimento  del  pendolo  dopo  un  numero 
indefinito  d'  oscillazioni ,  mi  sono  determinato  a  far  subito 
noto  i  principaK  risnltamenti  ottenuti. 

Ciò  che  mette  una  differenza  analitica  nelle  equazioni  dif- 
ferenziali spettanti  alle  oscillazioni  del  pendolo  di  FaucouU 
nei  due  modi' di  porlo  in  moto^  si  è  la  presenza  di  una  co- 
stante arbitraria.  Nel  primo  modo  questa  costante  è  nulla  , 
e  rangole  $  (^),  il  quale  esprime  Tazzimut  della  projezione 
orizzontale  del  pendolo  rappresenta  anche  la  direzione  del 
piano  d'oscillazione  perchè  essa  rimane  piana  :  nel   secondo 


(*)  Vedi  il  citato  fascicolo  di  Maggio  pa^.  235 ,  equazione  ultima 
In  qnest'  eqaazione  l'angolo  6  può  anche  intendersi  riferito  ad  una  li- 
nea orizzontale,  che  non  partecipi  della  rotazione  deirorìzzonte  intor- 

I  no  alla  verticale  ponendo  in  essa  —  nf  sin  y  »f-  0  in  luogo  di  0.  Vedi 

anche  la  nota  alla  XX  Lezione  pag.  242    della  Meccanica  razionale  rn 

!  corso  di  stampa. 
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modo  la  detta  costante  ba  un  piccolissimo  valore  ,  e  quan- 
tunque Poscillazione  sia  ancora  sensibilmente  piaiia>  pure  la 
projezione  del  pendolo,  non  divenendo  mai  matematicamente 
nulla  la  sua  estremità  esteriore  viene  a  descrivere  una  curva 
che  non  passa  più  per  la  verticale  del  punto  di  sosponsìoBe, 
e  Tangolo  0  compie  airiacirca,  nel  tempo  di  una  doppia  osctU 
lazione,  un*intera  rivoluzione  intorno  alla  detta  iiiiea. 

Cercando  l'espressione  di  quest'angolo  ho  trovato  che  nel- 
rintervalio  del  tempo  T  in  cui  la  disianza  del  pendolo  dalla 
verticale  passa  da  un  valor  massimo  al  successivo  é  dala  da 


nT 


/  .              3»  sin  cc\ 
,c-(5my —) 

il  valore  di  p  sin  a  essendoci  porto  da 

p  sin  a  ==:'  1  sin  7  sin'a»  -4-  ^  cosy  sìnt  sin'  a„  |e-(."0**S) 

nella  qual  formola  a^  denota  Tangolo  che  il  pendolo  fa  colla 
verticale  al  principio  del  movimento,  s  1*  azzimut  dei  piano 
verticale    in  cui  il  medesimo  è  stato  rimosso  ,  valutato  dal 
punto  ovest  verso  il  punto  sud  :  i  coefficienti    jx  e  y    sono 
quelK  della  resistenza  dell'aria  supposta  espressa  da  due  ter- 
mini, uno  proporzionale  alla  velocità  semplice  Taltro  al  qua- 
drato,  6  rappresenta  il  tempo  decorso  dal  principio  del  mo- 
vimento sino  a  quello  deiroscillazione  che  si  considera  ,  ed 
S  lo  spazio  percorso  dal  pendolo  espresso  in  parti  della  sua 
lunghezza,  ossia  per  approssimazione  la    somma  di  tutti  gli 
archi  che  misurano  le  amplitudini  delle  oscillazioni  descritte. 
L'effetto  della  resistenza  detraria  rappresentato  dal  fatto- 
re esponenziale    è   di    far   diminuire  il  valore  di  p  sin  oc  ad 
ogni  nuova  oscillazione.  Trascurando  quest'effetto,  il  termine 
p  sin  a  conserverebbe  in  lutto  il  tempo  dell'esperimento  il  va- 
lor massimo  che  compete  al  caso  della  resistenza  ;  ciò  non 
ostante,  supponendo,  come  nell*  esperienza  del  P.  Secchi  del 
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giorno  7  maggio  185t  (^)j 

oc^  =  0^53^  49"  ,  7  =  41^  53'.  52'', 

il  primo  termine  del  valore  di  p  sin  oc  darebbe,  per  5.^''  G'". 
22''  di  tempo  medio  cbe  la  medesima  ha  durato,  una  cor- 
rezione azzimuttle  di  soli  17'',  quantità  non  discernibile  io 
questa  sorta  d'  esperimenti.  Il  termine  seguente  dipendente 
dal  seno  dell  azzimut  €  sarebbe  tuttavia  più  piccolo  e  da 
non  tenersene  conto>  per  cui  si  può  coochiudere  che  non  vi 
è  differenza  notevole  nella  rotazione  apparente  del  piano 
d'oscillazione  dei  pendolo  nei  due  modi  di  metterlo  in  mo« 
vìmento. 

Non  istarò  a  riferire  la  formola  che  dà  la  distanza  del 
pendolo  dal  punto  infinao  sulla  verticale,  in  cui  rimarrebbe 
se  fosse  fermo  ,  nel  caso  che  si  tenga  conto  della  resistea-^ 
za  delParìa,  perché  essa  é  un  po'  composta.  Dirò  soltanto 
che,  prescindendo  da  questa  resistenza,  le  dette  distanze  so* 
no  rappresentate  con  approssimazione  più  die  sufficiente  da 


O      ss?  C  COS     •—•  "T*  — :;.  SUI     '     '  ■■  -H  0 


essendo 


c^==a'-b',    a=2/sinJao,     i=»^*^ 

per  cui  a  é  la  massinra  distanza  a  cui  giunge  il  pendolo 
dalla  verticale  e  6  la  minima  ,  come  è  facile  da  verificarsi. 
Calcolando  il  valore  di  b  pel  citato  esperimento ,  in  cui  vi 
aveva  l  =  3195(>»'»,  g  =  98942'«'",  risniu  b  =  0-'«,  035  , 
cioè  trentacinque  millesimi  di  millimetro.  Siccome  questo  va- 
lore é  altresì,  con  grandi  prossimità^  al  vero  quello  della  più 
gran  distanza  del  pendolo  dal    piano   passante    per  la  linea 

(*)  Alti  dell* Accademia  Pontificia  de^  Nuovi  Lincei.  Anno* IV.  Mag- 
gio 185 1  pag.  332. 
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degli  apsidi,  cosi  si  vede  che  ogni  saa  oscillazione  pad  aversi 
per  piana.  La  resistenza  dell'aria  facendo  diminuire  Fampli* 
tudine  delle  oscillazioni  fa  pare    decrescere   il   valore  della 
distanza  in  discorso. 

Mi  è  piaciuto  di  riferire  questi  risaltamenti  per  prevenire 
i  lettori,  che  la  differenza  delle  formolo  che  danno  il  valore 

della    derivata    t-  nei  due  modi  di  mettere  in  moto  il  pen- 

d^  ^ 

dolo,  e  sulla  quale  s'aggirano  le  dette  considerazioni  del  Sig. 
Prof.  Beilavitis,  quantunque  sia  notevole  per  1*  analisi ,  non 
trae  ,  nelle  esperienze  ordinarie  ,  un  cambiamento  sensibile 
sul  movimento  che  ne  seguo.  Ciò  era  anche  presumibile  quasi 
senza  calcolo,  osservando  che  il  pendolo,  per  esempio  del  P. 
Secchi,  partendo  colla  velocità  che  ha  nell'istante  in  cui  vie- 
ne abbandonato,  verrebbe  alla  metà  della  prima  oscillazione 
a  passare  a  lato  della  verticale,  corrispondente  al  suo  punto 
di  sospensione,  ad  una  distanza  certamente  <<  O'"'",  055  {*), 
e  che  da  quest'istante  il  suo  movimento. deve  yerosimilmente 
confondersi,  entro  stretti  limiti,  con  quello  d'  un  altro  pen- 
dolo eguale  che  parta  contemporaneamente  colla  medesima 
velocità  dalla  verticale  stessa. 
Pisa  li  10  Marzo  1853. 


SULLA  COMPILAZIONE  DI  UNA  CRONOLOGIA 

STORICA  DEI  FENOMENI  STRAORDINARJ 
DI  METEOROLOGIA  E  DI  FISICA  TERRESTRE 

MEMORIA 
BEL  MG.  W.  PISTOLEM 

La  Cronologia  storica  dei  fenomeni  slraordinarj  di  Meteo- 
rologia 0  di  Fisica  terrestre  presenta  doppio  interesse,  cioè 
l'interesse  storico  e  Tinteresse  scientifico. 

F "~ 

(*)  E  il  valore  di  |  In  »ia  7  sin  cr . 


L'interesse  storico  non  può  essere  soddisfatto  piènamente, 

perché  molti  dei  fenomeni  hanno  avuto  ed   hanno  luogo  in 
parti  della  terra  prive  di  abitatori  nel   mare^  e  perchè    della 

porzione  maggiore  di  tali  fenomeni  non  venne    preso  ricor<« 

do.  Questi  due  incidenti  sono  per  altro  in  via  di  diminuzio-^ 

ne,  attesoché  ogni  di  più  si  popola  di  abitatori  la  terra ,  e 

la  cultura  come  l'istruzione  sono  in  progresso. 

Sprone  a  notare  i  fenomeni  di  cui  parliamo  é  l'interesse 
scientifico,  vale  a  dire  il  desiderio  che  abbiamo  di  spiegarli 
e  di  darne  la  teorìa  (% 

Per  raggiungere  pertanto  l'intento  di  far  conto  d  di  pren^ 
der  ricordo  dei  fenomeni  straordinarj  di  meteorologia  e  di 
fisica  terrestre,  onde  pervenire  alla  teoria  loro»  non  avvi: 
mezzo  più  efficace  di  quello  di  compilare  la  Cronologia  sto* 
rica  dei  fenomeni  dei  quali  è  stata  in  qualsiasi  modo  presa 
ricordanza.  Questo  lavoro,  col  popolarizzare  in  certa  guisa 
r  interesse  verso  lo  studio  di  essi  fenomeni  moltiplicherà 
gli  osservatori;  ed  i  materiali,  per  i  tempi  avvenire^  si  au- 
menteranno in  modo  di  cui  non  possiamo  oggi  formarcene* 
idea  completa. 

Dicemmo  che  di  molti  dei  fenomeni  de'quali  l'uomo  é  sta- 
to testimone  non  fu  presa  memoria,  ed  azzarderemo  aggiun^ 
gere  che  essi  sono  i  più.  Ma  un  numero  grande,  e  superiore 
ad  ogni  credenza,  é  stato  notato  ;  ed  i  fatti  appuntati^  ove 
vengano  riuniti,  possono  al  certo  formare  un'  ingente  serie 
da  presentare  un'inaspettato  interesse. 

L'oggetto  della  presente  Memoria  é  di  indicare  le  fonti 
dalle  quali  i  fatti  possono  trarsi. 

Distribuiremo  queste  fonti  in  due  classi:  1.  i  libri  a  stam* 
pa;  2.  i  manoscritti. 

I  libri  principali  da  cui  desumer  si  possono  le  notizie,  e 

quelli  nei  quali  queste  si  trovano  nel  loro  originale,  sono  le 

■  _  _  -  -  ■ . — - — - — - — - 

(*)  Appunto  alFeccitamento  prodotto  dairinteresse  scientifico  dob- 
biamo  i  molti  materiali  di  cronologia  meteorologica  e  di  fisica  terre* 
stre,  che  hanno  forniti  i  dotti  orientalisti  Biot  ed  Arago. 
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storie  e  le  cronache.  Si  gruode  é  il  oanero  di  qvcsCa  spe- 
cie di  opere,  che  lo  spoglio  di  esse  sole  basterebbe  per  le 
oompilszìoBe  di  udH  volaminosa  crooologia. 

Dovranno  pure  spogliarsi  le  Cronologie  generali  e  \e  par* 
iìcolari,  gii  Anoaaij  storici,  le  cffen>eri'di  ed  anco  gli  Alma- 
nacchi; questi  ullimi  racchiudono  molli  fatti  dimenticati ,  e 
che.,  senza  quelle  compilazioni  ,  sarebbero  anzi  perduti.  Le 
elemeridi  poi,  avendo  per  scopo  di  notare  i  fatti  secondo 
i  giorni  in  cui  sono  accaduti,  ricordano  gli  avvenimenti  ch& 
sogliono  per  la  piccolezza  e  Tisolamcnto  loro  essere  trasca** 
rati  dalIfT  storie  e  dalle  Cronologie  (^). 

Come  un'attinenza  delle  Storie  e  delle  Cronache  rammen- 
ieremo  le  guide  e  le  descrizioni  particolari  delle  città  e 
dei  paesi.  Pochi  saranno  fra  questo  pure  estesissimo  nu^ 
mero  di  libri,  quelli  io  cui  qualche  fatto  non  possa  attin^ 
gorsi,  stante  che  i  più  trattano  pure  della  climatologia  dei 
rispettivi  luoghi  che  descrivono. 

Perciò  avranno  parimente  da  consultarsi  le  opere  di  geo* 
'grafia  tanto  generali  che  speciali,  e  molte  fra  le  opere  di 
statistica. 

1  viaggi,  segnatamente  i  marittimi ,  offriranno  ancor  essi 
no  numero  copioso  di  materiali. 

1  giornali  periodici  o  gazzette  sono  da  tenersi  per  miniere 
fecondissime  di  fatti;  e  tanto  piò  sono  importanti  questi  do- 
cumenti, in  quanto  che  vi  sono  esposti  quasi  sempre  in  un 
linguaggio  non  influenzato  dalle  teorie  scientifiche  i  mate- 
riali speciali  dei  varj  paesi  ;  e  quando  si  tratti  di  qualche 
gran  fenomeno  generale,  porgono  il  mezzo  di  compilare  la 
storia  la  più  possibilmente  completa  di  esso  e  del  di  lui  an- 
damento. Indicibile  é  il  numero  delle  gazzette,  e  lo  spoglio 

(*)  Cosa  degna  di  imitazione  è  al  certo  il  decreto  emanato  nel 
1841  dai  prefetto  della  Borgogna,  col  quale  ordinò  la  tenuta  di  un 
registro  per  notarvi  in  termini  sommar]  il  racconto  di  ciascun  avve- 
nimento de^no  di  tenerci  in  memoria  (Journal  dc^  Débats  20  novem- 
bre 1841.) 
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di  esse  non  è  da  rilardarsi,  onde  averlo  fallo  avanti  che  ac- 
cada la  facile  distrazione  di  questa  specie  di  fogli  volanti , 
le  di  evi  complete  collezioni  difficiinienie  ai  conservano  (*). 

Sono  poi  valntabilissioii  i  cosi  detti  Giornali  di  commer^ 
ciò,  perchè  spesso  riportano  dei  fatti  meteorologici ,  come  » 
per  esempio,  borrasche,  naufragi  e  simili. 

Anco  i  Giornali  letterarj  propriamente  detti  sono  da  peì*- 
eorrcrsi,  i  più  facendo  menzione  eziandio  di  opere  attinenti 
alla  fisica  ed  alle  scienze  naturali. 

Fioalmante  si  consultino  i  libri  chiamati  Selve  ,  Opere  di 
earia  Uziowt^  Zibaldoni^  Teatri,  ossiano  repertòrj  di  più  ma^ 
terie^ 

Fin  qui  abbiamo  parlalo  di  opere  cbe  spettano  alla  storia, 
alla  geografia  ed  alla  letteratura.  Diremo  adesso  alcunché  dei 
libri  riguardanti  la  fisica  da  cui  sì  possono  trarre  ì  materiali 
per  la  cronologia  storica  da  noi  conccputa.  Si  avranno  per* 
tanto  da  consultare  : 

Tulli  i  trattati  di  fisica,  niuno  escluso,  perché  in  ciascuno 
si  attingeranno  dei  fatti. 

I  trattali  generali  e  speciali  di  meteorologia,  di  eietlricità 
e  di  magnetismo  terrestre • 

I  trattati  di  geologia  e  di  storia  naturale  generali  e  spe- 
ciali : 

Le  descrizioni  fisiche  dei  diversi  paesi  ed  i  trattati  di  geo- 
grafia fisica. 

1  dizionarj  di  fisica  e  di  scienze  naturali. 

I  dizionarj  enciclopedici,  perché  comprendono  anche  le  ma- 
terie fisiche. 

(*)  Parlando  di  GazseUCy  non  intendiamo  8oto  delle  gazzette  pro- 
priamente dette,  ma  ancora  di  quei  fo^^li  di  notizie  che  si  stampavano 
alla  fine  del  secolo  XV.  Quelli  pubblioati  in  Germania  air  epoca  della 
Riforma  danno  spesso  contezza  di  fenomeni  naturali  portentosi.  In- 
tendiamo pur  dire  delle  relazioni  che  in  seguito  sortirono  per  seme- 
stri. L'opera  di  Protz  intitolata  GtscMchie  ds$  Deuteken  Joumalismui 
dà  copiose  indicazioni  dei  giornali  e  fogli  volanti  della  Germania. 
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Gli  Atti  delle  accademie  di  scienze. 

I  giornali  scientifici  generali  (*) 

I  giornali  di  meteorologia  e  di  magnetismo  terrestre. 

Molte  delle  opere  di  medicina:  in  che  spessore  partico- 
larmente nelle  topografie  mediche,  si  tratta  di  climi  e  di  ac- 
cidenti meteorologici. 

'I  trattati  generali  e  gli  speciali  di  agricoltura. 

Le  effemeridi  meteorologiche ,  gli  Annaarj  degli  Osserva- 
torj  astronomici  e  simili,  le  osservazioni  meteorologiche  già 
pubblicate  e  le  numerose  che  si  pubblicano  oggidì ,  essen- 
dosi ai  nostri  giorni  assai  moltiplicati  gli  Osserva  torj  di  me- 
teorologia e  di  magnetismo  terrestre  nelle  varie  parti  dei 
globo,  con  incarico  di  fare  più  esatte  e  più  dettagliate  os- 
servazioni sui  fenomeni  e  sulle  accidentalità  dell'atmosfera, 
di  quello  che  pratìcavasi  per  lo  innanzi ,  con  essersi  su  di 
ciò  anche  concertati  varj  governi ,  i  quali  non  mancano  di 
prestare  la  mano. 

Ma  oltre  le  rammentate  opere,  le  più  complessive ,  molli 
dei  fatti  e  dei  fenomeni  cui  miriamo,  si  hanno  in  miriadi  di 
produzioni  staccate  e  di  operette;  alcune  riguardanti  Tinsie- 
me  dei  diversi  fenomeni,  altre  che  trattano  di  una  data  spe- 
cie di  essi,  e  moltissimi  finalmente  che  danno  la. descrizione 
partìcolarizzata  di  qualche  fenomeno  speciale.  Questa,  sorte 
di  opuscoli  e  di  produzioni  di  poca  mole  sopra  argomenti 
meteorologici  o  di  fisica  terrestre  è  preziosa,  giacché  è  raro 
che  anche    quelle  le  quali   descrivono  un  avvenimento  spe- 

(')  A  stabilire  i  fonrlamenli  della  meteorologia  ancor  .troppo  in- 
certi, è  sommamente  utile  Tesarne  dei  principali  fenomeni  che  vi  han- 
no relazione,  accaduti  in  diversi  olimi  si  fisici  che  geografici»  in  com- 
parazione delle  giornaliere  e  periodiche  osservaiioni  le  quali  si  fanno 
io  un  dato  luogo.  A  questo  scopo  tendono  principalmente  le  frequenti 
notizie  di  meteorologici  avvenimenti  con  sollecitudine  ora  registrati 
in  molte  opere  scientifico  periodiche»  ed  a  questo  medesimo  intento 
noi  pure  andiamo  raccogliendole.  (Giornale  di  Fisica  ec.  di  Pavia^  182K 
p.  f5i). 
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ciale  non  diano  qualche  notizia  di  altri  fenoment  consimili 
precedentemente  ricorsi. 

La  bibliografia  di  queste  operette,  rare  le  più  per  appar- 
tenere esse  alla  cosi  detta  Biblioteca  volante ,  sì  necessaria 
al  concepito  lavoro,  e  ricchissima  al  di  là  di  ogni  credenza, 
può  solo  ottenersi  collo  spoglio  delie   seguenti  opere  : 

Dei  Cataloghi  delle  biblioteche  pubbliche,  delle  privale,  di 
quelli  che  furono  compilati  all'occasione  di  vendite  di  libre- 
rie,  e  dei  cataloghi  dei  principali  librai. 

Delle  opere  di  bibliografia,  si  generali  che  speciali,  di  co- 
se e  di  luoghi. 

Delle  biografie  parimente  generali  e  speciali,  di  scienziati 
e  di  eruditi. 

Delle  storie  letterarie  e  di  quelle  delle  scienze. 

Ognuno  pertanto  comprende  quanto  enorme  sarà  per  es- 
sere il  numero  dei  materiali  che  attinger  si  potranno  dai 
monumenti  a  stampa.  Ma  pure  moltissimi  se  ne  hanno  i  quali 
non  ricevettero  la  pubblicazione.  Io  non  parlo  della  necessità 
di  consultare  e  di  spogliare  i  moltissimi  manoscritti  che  sono 
depositati  nelle  biblioteche  pubbliche  e  nelle  private;  ma  qui 
mentoverò  altre  fonti  di  manoscritti  a  cui  converrà  attingere* 
Sono  queste  : 

I  cataloghi  e  le  descrizioni  dei  manoscritti 

Le  croniche  non  pubblicate  ;  esse  sono  in  gran  numero,  e 
si  hanno  quasi  di  ogni  più  piccolo  luogo. 

Gli  archivj  dei  governi,  delle  comunità,  delle  corporazioni 
religiose,  ed  anco  di  non  poche  famiglie  (*). 

Le  osservazioni  meteorologiche  manoscritte.  In  ogni  luogo 
è  stato  o  evvi  alcuno  che  prende  nota  degli  avvenimenti  fisici. 

I  registri  mss.  delle  osservazioni  meteorologiche  già  pub- 

(*)  Per  dare  un'idea  della  vastità  del  campo  esplorabile  degli   ar- 
rbivj,  basti  Tindicare  che  il  solo  archivio  generale  dei  Frari  in  Vene- 
zia contiene  la  quasi  favolosa  cifra  di  quattordici  milioni  di  volami  di» 
stribuiti  in  trecento  locali. 
annali  di  Scienze  Mai,  e  Fis.  T.  IV.  aprile  1853.  10 
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blicate.  QaesU  registri  sogliono  contenere  varj  appunti  e  ri« 
cordi  9  dei  quali  non  è  stata  fatta  alcuna  comunicazione  al 
pubblico  ,  sislenia  da  cui  modernamente  siamo  più  o  meno 
declinati.  E  si  consultino  segnatamente  i  registri  tenuti  ne* 
gli  osservatorj,  perchè  sono  i  più  esatti.  Nò  si  lasci  di  spo- 
gliare ancbe  le  stesse  osservazioni  astronomicbe  {*). 

I  registri  del  tempo  che  sogliono  essere  tenuti  negli  uffi- 
zj  dei  porti  :  potrà  in  essi  raccogliersi  un  gran  numero  di 
fatti)  tanti  sono  questi  uffizj. 

I  deposti  che  si  fanno  dai  capitani  e  dai  padroni  dei  ba- 
stimenti prèsso  gli  uffizj  di  sanità  al  loro  arrivo  ,  nei  porti. 
Si  rinverranno  molti  fatti,  ed  i  più  preziosi  perché  accaduti 
in  mare,  e  però  facilmente  fuori  della  portala  di  esser  na- 
tali.      ' 

I  così  detti  giornali  dei  bastimenti,  ove  questi  siano  stati 
conservati  dai  particolari  (**). 

I  rapporti  giornalieri  che  dai  ministri  della  polizia  si  fan- 
no ai  governi^  i  quali  rapporti  hanno  molti  fatti,  che  senza 
quella  occasione  anderebbcro  perduti. 

I  ricordi  che  sogliono  tenersi  da  coloro  che  soprintendono 
ai  giardini  botanici  e  di  orticultura. 

Nelle  varie  fonti  si  incontrerà  più  volte  uno  stesso  fatto; 
ma  le  diverse  descrizioni  di  un  fatto  servono  mirabilmente 
a  procacciarne  la  storia  vera  e  completa. 

Ecco  quanto  occorre  fare  per  pervenire  alla  compilazione 
di  una  Cronologia  storica  dei  fenomeni    etraordinarj  di  meteo- 

(*)  Sino  dal  1806  serbavansi  scrìUe  nei  margine  dei  libri  delle  os- 
servasioBÌ  a»lronomicfae  (falle  a  Bologna)  alcune  ricerche  deiralmosfe- 
ra  .  .  .  (Palagi^  Primo  decennio,  Bologna  1850.) 

(**)  Negli  uffizj  dei  minisleri  «Iella  marina  vengono  depositati  con- 
servali i  numerosi  giornali  .dei  bastimenti  che  navigarono  per  conto 
del  governo.  Tulli  questi  registri,  che  formano  allrf Haute  storie  <f 
croniche  fisiche  del  lem|>o,  sono  inedili,  non  esclusi  anco  per  la  mas- 
siiaa  parte  quelli  relativi  a  viaggi  di  cui  è  j»lala  l'atta  la  pubblicazione. 
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rdojfia  e  di  fisica  terrestre,  lavoro  iogentCy  che  non  saprebbe 
be  commettersi  ,  perchè  di  troppo  forze  riunite  e  di  troppi 
individui  abbisogna.  L'averlo  accennato  speriamo  che  non  sia 
per  essere  senza  qualche  utilità.  Ma  gli  avanzamenti  conti- 
nui che  si  fanno  dalle  scienze,  l'incremento  della  civiltà,  ir 
divenire  ognor  più  popolari  le  cognizioni  della  fisica  ,  e  le 
moltiplicate  pubblicazioni  delle  effemeridi  meteorologiche,  con* 
fortano  e  rassicurano  che  col  tempo  sarà  per  raggiungersii 
Fimportante  scopo  del  quale  abbiamo  qui  tenuto  parola. 

DI  ALCUNI  NUOVI  ESPERIMENTI 
DEL  DOTI.  ALESSANDRO  PALAGI  DI  BOLOGNA 

Sulle  variazioni  eleUriche  a  cui  vanno  soggetti  i  corpi  scostan- 
dosi dal  suolo  0  da    altri   corpi,    ovvero    accostandosi 

^d  essi. 

BICORDO 

»EL  BOTT.  CARLO  «RILLEIVZeiVI 

Estr.  Mia  GÀZZ;ETTA  M£DlGA  ITALIANA  «^  federatila  ~ 

Toscana  —  7\)W.  ///,  Ser.  IL 

Mercoldi  5  gennajo  1853  sulla  terrazza  della  Specola  del- 
l'I. R.  Museo  di  Fisica  e  Storia  Naturale  di  Firenze^  il  Sig. 
Alessandro  Palagi  di  Bologqa,  Dottore  in  ipatcmatica  e  me-  ' 
dicina,  alla  presenza  de*Profe$sori  Amici^  fiufalini ,  Taddei, 
Parlatore,  Ranzi,  Politi,  Ghinozzi,  Dott.  Donati ,  Avv.  Berti 
e  Pedrjni  dì  Bologna,  Ingegnere  Q.  Berti  di  Bologna  ed  altri, 
ripeteva  alcune  sue  esperienze ,  delle  quali  aveva  pur  dato 
saggio  in  Pisa  sugli  uliimi  giorni  dei  caduto  anno  alla  pre- 
senza de'  Prof.  Matteucci  e  Puccinotti ,  del  M.  L.  Tanari  e 
Prof.  Rossi  di  Bologna.  Importerebbero  tali  esperienze  la  sco- 
perta di  un  nuovo  proicesso  di  elettrizzazione ,  e  della  esi- 
stenza ne^corpi  di  una  proprietà  generale  fin  qui  non  avver- 
tita, la  quale  sarebbe  questa  :  che  ttUti  i  corpi  in  istato  na* 
turale  danno  segno  di  elettricità  vitrea  tosto  che  vengono  a  sco- 
starsi dal  suolo  o  da  altri  corpi,  e  danno  segno  di  elettricità  n- 
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sinosa  quando  al  suolo  o  ad  altri  corpi  si  avvicinino^  con  una 
tensione  proporzionata  allo  spazio  interposto. 

Posciachè  BeDiamioo  Franklin  nel  1752  ebbe  fatto  cono* 
scere  come  nel  levarsi  a  molta  altezza  nelfatmosfera  un  aqui- 
lone volante  munito  di  punte  metalliche  si  caricava  di  elet* 
tricitày  molti  fisici^  fra  Squali  sono  a  ricordarsi  principalmente 
il  Saussure  e  l'Hermann,  adoperarono  ogni  ingegno  e  diligen- 
za per  certificarsi'  delle  condizioni  elettriche  dell'  atmosfera 
a  diverse  altezze.  E  ripetendo  appunto  le  esperienze  del  Saus- 
sure e  dell'Hermann  nel  1842  il  Sig.  Peltier  di  Parigi  potè 
osservare  che,  quando  in  una  giornata  serena  in  luogo  aper- 
to ed  alto  egli  innalzava  per  4  o  5  decimetri  il  delicato  elet- 
trometro,  che  da  lui  prese  il  nome ,  V  indice  del  medesimo 
dava  segni  di  tensione  vitrea,  la  quale  scompariva  tosto  che 
riponesse  l'elettrometro  al  posto  da  cui  era  cominciato  l'in- 
nalzamento. Ed  osservò  ancora  che  ,  portando  da  tal  punto 
l'elettrometro  verso  tcrra^  si  ottenevano  segni  di  tensione  re- 
sinosa ,  i  quali  medesimamente  scomparivano  col  rimettere 
l'istromento  al  posto  di  prima.  Di  che  il  fisico  Parigino  giu- 
dicava che  tali  fenomeni  procedessero  da  influenze  esercitate 
sull'elettrometro  dalla  diversa  elettricità  posseduta  dai  vari 
strati  di  aria,  nei  quali,  quanto  più  siano  lontani  dalla  ter- 
ra, scaturigine  perenne  (secondo  le  sue  dottrine)  di  elettri- 
cità resinosa ,  tanto  maggiore  deve  apparire  la  tensione  vi* 
trea,  e  viceversa. 

Similmente  il  Dott.  Palagi  ripeteva  sui  primi  del  1852  gli 
sperimenti  del  Peltier  nella  Specola  dell'  università  di  Bolo- 
gna, ma  trovando  necessario  di  variarne  il  modo  per  assicu- 
rarsi di  una  precisione  maggiore  nelle  sue  osservazioni,  '  gli 
parve  di  poterla  ottenere  col  lasciare  l'elettrometro  al  suo  po- 
sto, mentre  egli  innalzava  ed  abbassava  con  apposito  mecca- 
nismo isolatore  una  palla  metallica  in  comunicazione  per  lun- 
go filo  coirelcttrometro  stesso.  Per  meglio  certificarsi  poi  del- 
la qualità  del  fluido  elettrico,  di  cui  l'elettrometro  misurava 
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la  tensione,  univa  airistromcnto  del  Pcllier  il  sensìbile  clet^ 
troscopio  od  elettrometro  del  Bohncnbcrger  a  pile  sceche 
dello  Zamboni.  E  .così  operando  potè  verificare  che  le  ma; 
nifestazioni  di  una  elettricità  contraria  si  ottenevano  all*elet- 
troscopio  appena  il  corpo  che  si  era  innalzato  cominciava  a 
discendere  verso  il  punto  da  cui  prima  erasi  mosso,  senza 
che  fosse  mestieri  sorpassare  questo  punto  e  da  esso  proce- 
dere verso  terra.  E  poiché  molti  fatti  identici  e  sempre  co- 
stanti confermavano  tale  osservazione,  variando  ancora  a  pia- 
cere i  corpi  sui  quali  sperimentava,  si  credette  autorizzato 
a  ritenere  che  la  elettricità  manifestatasi  ali*  elettrometro 
non  abbia  alcun  rapporto  diretto  colla  elettricità  propria  dei 
varii  strati  di  aria  ,  ma  debba  riguardarsi  come  semplice  e 
naturale  effetto  dello  scostarsi  di  quei  corpi  dal  suolo ,  o 
deiravvicinarsi  al  medesimo. 

Dalle  prove  addotte  dal  meteorologista  Bolognese  a  dimo- 
strazione del  fatto  da  lui  scoperto  ed  a  conferma  del  suo 
enunciato  esporrò  quelle  soltanto  delle  quali  io  stesso  fui  te- 
stimonio insieme  ai  dotti  uomini  dei  quali  registrai  i  nomi 
più  sopra. 

Posai  l'elettroscopio  di  Bohnenberger  sopra  una  tavoletta 
di  marmo  vicino  alle  stanze  deirOsservatorio,  il  Dott.  Palagi 
dava  principio  a'suoi  esperimenti,  ordinandoli  in  serie  diver- 
se, per  modo  che  ne  conseguissero  chiare  le  prove  di  varie 
proposizioni,  nelle  quali  si  possono  compendiare,  come  in  som- 
mi capi,  i  particolari  della  nuova  scoperta. 

Prima  proposizione  fondamentale:  Un  corpo  in  {stato  na* 
turale^  allontanandosi  dal  suolo  colVinnaharsi,  manifesta  segni 
di  elettricità  vitrea)  e  per  contrario^  avvicinandosi  al  suolo  col 
discendere,  manifesta  segni  di  elettricità  resinosa. 

Seguono  le  prove. 

l.""  Esperimento.  —  Posto  in  comunicazione  colla  pallina 
delfelettroscopio  un  capo  di  un  lungo  filo  di  rame ,  lutto 
dagli  estremi  in  fuori  ricoperto  di  seta  spalmata  di  ceralac- 


(  150  ) 
ca  j  lo  sperimentatore  avvolgeva  l'altro  capo  libero  del  filo 
suirestremità  di  un  bastoncello  di  ceralacca,  per  isolarlo^  e 
per  mezzo  di  questo  lo  alzava  ed  abbassava  quanto  lo  per- 
metteva la  lunghezza  del  braccio.  E  coiralternare  di  questi 
movimenti  si  avevano  dalla  fogiiolina  d'oro  deirelettroscopio 
manifestazioni  di  elettricità  vitrea  mentre  ascendeva  l'estre- 
mo libero  del  filo,  di  elettricità  resinosa  quando  il  medesi- 
mo discendeva. 

2.<*  Esperimento.  —  Innalzando  con  opportuno  apparecchio 
isolatore  un  altro  corpo  deferente,  nella  cui  sostanza  era  in<^ 
sinuata  l'estremità  libera  del  filo  conduttore  in  comunicazio- 
ne coll'elettroscopio^  si  avevano  analoghi  risultati,  cioè  ma-t 
nifestazioni  d'elettricità  vitrea  nell'ascesa,  di  elettricità  resi- 
nosa nella  discesa,  sia  che  si  adoperassero  racimoli,  o  acini  di 
uva,  o  un  cesto  d'indivia,  o  altri  corpi  deferenti.  Che  se  nel 
ripetere  le  prove  lo  sperimentatore  stabiliva  comunicazione 
fra  i  detti  corpi  e  il  suolo,  toccandoli  con  un  dito,  non  avea 
più  luogo  all'elettrometro  alcuna  manifestazione.  Laonde  par- 
ve dimostrato  che: 

a)  Seguono  la  Ugge  sopraccennata  non  solo  i  corpi  metàllici, 
ma  ancora  qualsivoglia  altro  corpo  deferente. 

3."*  Esperimento.  —  Mossero  dubbio  taluni  se  il  corpo  sul 
quale  si  operava  potesse  mai  venire  influenzato  da  eietlrici- 
tà  svoltasi  per  le  contrazioni  muscolari  del  braccio  dell'ope- 
ratore. A  removere  questo  dubbio ,  fatta  recare  una  lunga 
pertica  alla  cui  cima  era  una  carrucola,  e  per  questa  passa- 
to un  lungo  cordone  di  seta,  a  uu  capo  del  cordone  era  so- 
spesa un'arancia  iu  comunicazione  pel  filo  conduttore  coH'elet- 
troscopio.  Sollevate  per  mezzo  del  cordoncino  l'arancia  a  qual- 
che metro  d'altezza  si  ebbero  assai  intensi  i  fenomeni  de- 
stati dall'accumulamento  dell'elettricità  vitrea,  e  forti  simil- 
mente i  segni  della  elettricità  resinosa  tostochò  l'arancia  dal 
punto  ov'era  stata  alzata  cominciava  a  discendere  verso  il  snolo. 

Ancora  si  potè  notare  in  questa  esperienza,  che  non    va- 
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riava  la  intensità  dei  fenomeni,  sia  che  Tascesa  e  la  discesa 
si  operassero  con  celerità,  sia  che  si  operassero  con  grande 
lentezza  per  modo  da  evitare  fra  il  corpo  sperimentato  e  IV 
ria  da  esso  attraversata  ogni  sensibile  sfregamento^ 

Lo  sperimentatore  aggiagneva  quindi  i  seguenti  eorollarj. 

b)  Che  gli  oiiervati  fenomeni  non  possono  attribuirsi  vd  in- 
fluenze  eletiriche  procedenti  dalla  presenza  di  elettricità  svoltasi 
per  contrazioni  mweolari  dello  sperimentatore, 

e)  Né  possono  originarsi  dallo  sfregamento  fra  Varia  è  ti  cor^ 
pò  cimentato^  poiché  il  crescere  o  il  diminuire  dello  sfregamen- 
to non  muta  Vintensiéé  defenomenix 

d)  Né  possono  infine  riguardarsi  come  effetto  d^in/luenxe  eser- 
citaie  dedla  diversa  elettricità  posseduta  dai  vara  strati  atmosfe- 
rici, secondo  che  sono  più  vicini  o  più  lontani  dal  suolo:  poi* 
che  alle  medesime  altezze  si  hetnno  segni  di  elettricità  opposte 
per  la  sola  inversione  del  movimento. 

e)  La  semplice  in»ersione  del  mavimenlo  di  ascesa  in  quella 
di  discesa  é  valevole  «  fare  scomparirò  ogni  segno  di  flettrieità 
pètreuj  sostituendovi  fucilo  del  polo  opposto  ,  senza  Usogno  che 
il  corpo  sia  disceso  al  punto  da  cui  aveca  cominciato  il  suo  m*- 
naizamefUe. 

f)  La  intensione  dei  fenotneni  elettrici  non  ha  alcun  rappor- 
to manifesto  eolia  eeteritd  o  lentezza  della  ascesa  o  discesa  del 
corpo  sul  quale  si  sperimenta  j  ma  sembra  proporzionarsi  allo 
spazio  percorso. 

4.<*  Esperimento.  —  Isolatosi  lo  Sperimentatore  col  aalt- 
re  sopra  un  panctietiino  sostenuto  da  gambe  di  vetro,  e  pò* 
stosi  in  comamcaaione  colfelcttrometro  per  mezzo  del  filo 
conduttore,  sul  cui  estremo  libero  egli  posava  un  piede,  fe« 
ce  vedere  come. 

g)  Identici  fenomeni  a  quelli  sopraindicati  si  ottengono  simil- 
mente per  Calzarsi  ad  abbassarsi  di  un  corpo  viva,  e  delle  su9 
membra. 

Giacché  la  sensibile  fogliolina  deirelettrometro  segnava  im-» 
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mancabilmenlc  la  presenza  d'eleUricilà  vitrea  ogni  volta  che 
lo  sperimentatore  alzava,  o  sollevava  un  braccio;  di  elettri- 
cità resinosa  ogni  volta  che  operava  un  moto  contrario. 

Seconda  proposizionc.  Nei  inoli  orizzontali  i  corpi  in  ista- 
to  naturale  danno  segno  di  elettricità  vitrea  tosto  che  ai  muo- 
vano verso  uno  spazio  libero ,  e  di  elettricità  resinosa ,  quando 
si  muovano  verso  uno  spazio  occupato  da  altri  corpi. 

Ne  offriva  la  prova  colle  seguenti  esperienze: 

5.^  Esperimento.  —  Accomodato  il  capo  libero  del  filo 
conduttore  airestremità  di  un  bastoncello  di  ceralacca,  come 
nel  l."»  Esp.'^,  il  Palagi  tenendo  l'estremo  del  filo  condutto- 
re  innanzi  a  se  alfaltezza  del  petto  fece  osservare  come  , 
portandolo  verso  destra  o  verso  sinistra  orizzontalmente  quan- 
to poteva  stendersi  il  braccio  j  Teleltroscopio  dava  segni  di 
elettricità  vitrea;  dovechè  riportandolo  verso  il  proprio  cor- 
po si  ottenevano  segni  di  elettricità  resinosa. 

6."  Esperimento.  —  Isolatosi  lo  sperimentatore^  e  posto- 
si in  comunicazione  colfelettrometro  come  nel  4.''  Esp.^,  nel- 
Tistesso  modo  cbe  aveva  fatto  conoscere  come  i  fenomeni 
destatisi  per  finnalzamento  ed  abbassamento  delle  braccie 
concordavano  perfettamente  con  quelli  che  si  manifestavano 
per  Tascendere  e  discendere  degli  altri  corpi,  cosi  ancora  fe- 
ce vedere  come  spiegando  il  braccio  orizzontalmente  a  destra 
ovvero  a  sinistra  verso  lo  spazio  libero  si  avevano  segni  di 
elettricità  vitrea,  dovechè  adducendolo  pur  sempre  disteso  e 
orizzontalmente  innanzi  a  se  in  modo  da  formare  colla  pri- 
ma direzione  un  angolo  di  circa  90*^,  Telettrometro  segnava 
elettricità  resinosa;  poiché  con  tale  movimento  la  mano  si 
avvicinava  allo  spazio  occupato  dal  corpo.  Invertendo  il  mo- 
vimento da  questa  seconda  posizione  per  ricondurre  il  brac- 
cio orizzontalmente  disteso  a  destra  o  a  sinistra^  tornavano 
i  segni  della  elettricità  vitrea. 

Ma  poiché  il  Palagi  cosi  sperimentando  nelfaddurre  il  brac- 
cio innanzi  a  se  lo  teneva  neil^  direzione  del  meridiano,  per 
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togliere  il  dabbio  che  TazioDe  roagnclica  della  terra  potesse 
ayere  alcuna  influenza  nei  resultati  dello  sperimento,  si  com- 
piacque ripeterlo  volgendosi  in  tutte    le  direzioni ,  né  però 
variarono  i  resultali;  laonde  potè  conchiudere  che, 

a)  Gli  accennati  fenomeni  hanno  luogo  costantemente  in  qua- 
lunque orientazione. 

Terza  proposizione.  Dallo  studio  degli  effetti  ottenuti  pei 
movimenti  verticali  e  orizzontali^  passando  a  quelli  che  na- 
scono per  moti  obliqui,  veniva  poi  dimostrando  come: 

a)  Non  finncdzamento  o  V abbassamento  de  corpi  verso  il  suo- 
lo è  la  causa  delle  contrarie  manifestazioni  elettriche  osservate^ 
ma  U  semplice  atto  di  scostamento  od  avvicinamento  al  suolo  o 
ad  altri  corpi. 

7.^  Esperimento.  —  Postosi  il  Palagi  sullo  sgabello  isola- 
tore e  comunicando  colfelettroscopio  nel  modo  già  più  vol- 
te significato,  ripeteva  con  pari  resultato  di  prima  i  varj  mo- 
vimenti delle  braccia  ottenendo  segni  di  elettricità  vitrea 
nell'innalzarle ,  e  di  elettricità  resinosa  nel  portarle  verso 
terra:  ma  poi,  mutando  modo  agli  alti  suoi,  se  nel  solleva- 
re il  braccio  destro  lo  portava  sopra  la  fronte ,  l'elettrome- 
tro  segnava  elettricità  resinosa:  e  segnava  similmente  elettri- 
cità resinosa ,  se  alzando  le  mani  verso  il  cielo  neHatto  di 
chi  prega  accostava  la  destra  alla  sinistra.  Per  Io  contrario 
quando,  lasciando  tale  alto,  discostava  le  mani  portandole  a 
destra  o  a  sinistra  lontano  dal  proprio  corpo  ^  la  fogliolina 
deirelettrescopio  dava  indizio  di  elettricità  vitrea,  benché  le 
mani  si  fossero  abbassate. 

b)  Il  fenomeno  si  verifica  similmente  nello  staccarsi  un  cor- 
po da  un  altro,  per  quando  sia  tenne  il  corpo  o  la  parte  che 
se  ne  stacca. 

8.°  Esperimento.  — ^  Presa  dallo  sperimentatore  ,  isolato 
come  sopra^  una  sorsata  d'acqua,  incominciò  a  farla  schizza- 
re dalla  bocca  ad  intervalli,  e  noi  osservammo  che  ogni  vol- 
ta che  si  partiva  dalle  labbra  di  lui  uno  schizzo  d'acqua  Te- 
lettroscopio  indicava  la  presenza  di  elettricità  vitrea. 
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Il  modesitno  fenomeno  si  ripeteva  ogni  volla  che  le  spe^ 
rimentatore  spulasse,  sia  che  lanciasse  lo  spato  con  (ottn  da 
se  lontano,  o  che  lo  spingesse  appena  tanto  che  gli  dovesse 
cadere  ai  piedi:  sia  che  lo  sputo  fosse  grave  o    tenuissimo. 

9*^  Esperimento.  —  Fatto  salire  uno  de*circostanti  sullo 
sgabello  isolatore  in  vece  sua,  lo  sperimentatore  non  isoiato 
si  collocò  a  piccola  distanza  dal  mede  simo. 

Cosi  stando,  se  il  Palagi  allu  ngando  un  braccio  toccava  la 
persona  isolata,  questa  dava  segno  di  elettricità  resinosa;  se 
ne  ritraeva  la  mano,  apparivano  i  segni  della  elettricità  op- 
posta. 

Il  medesimo  avveniva  se  invece  di  toccare  la  persona  iso« 
lata,  egli  non  faceva  che  accostarle  una  mano.  E  analoghe 
manifestazioni  di  elettricità  resinosa  rendeva  similmente  l'e- 
lettroscopio, se  poco  dopo  avere  accostata  una  mano  alla  per- 
sona isolata,  resperimentatore  le   accostava   anco  l'altra. 

Più  valida  conferma  ricevevano  pure  questi  risultati  quan- 
do lo  sperimentatore  partendosi  dal  posto  che  cccupava  si 
allontanava  dalla  persona  isolata,  perocché  tosto  la  fo^liolt- 
»  na  d'oro  appariva  caricata  di  elettricità  vitrea  ;  mentre  per 
l'opposto  dava  indizio  d'elettricità  resinosa  se  quegli  volge- 
va i  passi  verso  la  persona  che  stava  tuttavia  immobile  snl 
suo  sgabello. 

Chiudeva  tale  esperimento  collocandosi  a  molta  distanza 
dalla  persona  isolata  in  modo  da  poterla  appena  toccare  col- 
l'estremità  di  una  mazze  ttina  di  legno  ;  e  l'elettrometro  ri- 
spose come  in  tutte  le  altre  prove  sopradescritte,  coll'indi- 
care  elettricità  vitrea  ogn  i  volta  che  la  punta  della  mazzet- 
tina  si  allontanava  dalla  persona  isolata;  eletirieità  resinosa 
ogni  volta  che  la  punta  della  mazzettina  la  toccava,  o  anche 
semplicemente  le  si  accostava. 

Sopra  il  quale  esperimento  é  da  avvertire  che  le  manife- 
stazioni resinose  apparvero  sempre  più  leggiere  deli«  vitree; 
differenza  che  si  ebbe  luogo  di  rilevare  anche    in  alcun  al- 
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tro  degli  esperimenti  antecedenti.  Per  tali  fatti  si  può  con- 
cfaiadere  che. 

e)  Ptr  ottenere  gli  effetti  elettrici  per  avvicinamento  e  scosta-* 
mento  de  corpi  non  occorre  che  v  abbia  luogo  contatto, 

è)  1  segni  di  elettricità  resinosa  eccitati  dall'avvicinamento  so- 
fio  in  generale  meno  intensi  di  quelli  della  elettricità  vitrea  prò* 
dotta  per  lo  scostaìnento  ,  benché  siano  uguali  le  distanze  e  h 
superficie  neWun  caso  e  neWtdtro. 

Quarta  proposizione.  /  CQrpi  coibenti  in  istato  naturale  non 
isfuggofio  alla  legge  generale  di  eletirizzazione^  a  cui  vanno  sog- 
gettigli  altri  corpi  nel  loro  avvicinamento  e  scostamento  reciproco. 

lO.o  Esperimento.  —  Interessantissimo  fu  questo  esperi- 
mento, dacché^  lasciando  da  parte  i  corpi  deferenti,  lo  spe- 
rimentatore fece  manifesto  come  neppure  i  corpi  coibenti 
possono  sottrarsi  alla  legge  comune. 

Sostituito  al  primo  filo  conduttore  un  altro  tutto  coperto 
di  seta  spalmata  di  ceralacca,  un  capo  del  quale  era  avvolto 
intorno  allo  stelo  della  pallina  deirelettroscopio  e  l'altro  ca- 
po immerso  in  un  globo  informe  di  ceralacca,  ripetendo  con 
questo  i  movimenti  che  nelle  prime  esperienze  eransi  ope-^ 
rati  con  corpi  deferenti  si  ottenevano  all'elettrometro  analo- 
ghi resultati  senza  bisogno  di  isolare  il  corpo  eh'  era  sog- 
getto di  prova;  talché  lysogna  anche   inferirne  che 

a)  /  corpi  coibenti  per  dò  che  sono  cattivi  conduttori ,  non 
hanno  bisogno  di  essere  isolati  per  manifestare  i  comuni  ferìomeni. 

lì.°  Esperimento.  —  I  fenomeni  enunciati  si  conferma- 
vano pure  costantemente,  quando  al  filo  di  rame  coperto  di 
ceralaixa  veniva  sostituito  un  cordoncino  di  seta,  ovvero  di 
capelli ,  sia  che  si  adoperasse  per  1'  esperienza  un  pezzo  di 
ceralacca  o  un  pezzo  di  vetro.  Laonde  s'  avrebbe  a  rite- 
nere che 

b)  Di  fronte  alla  universalità  della  legge  accennata  nessun 
corpo  si  mostra  assolutamente  coibente, 

12.^  Esperimento.  —  Levati  i  fili  di  comunicazione,  ed  ac- 
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costato   semplicemente  alla  pallina  dell*  elettroscopio  un  ba- 
stoncello di  ceralacca  immantinente  ebbero  laogo  manifesta* 
zioni  resinose,  e  allontanandolo  manifestazioni  vitree.  E  il  si- 
mile avvenne  operando  con  un  bastoncello  di  vetro. 

e)  /  corpi  coibenti  non  isolati  manifestano  i  consueti  fenomeni 
anco  senza  intermedio  di  conduttore,  approssimandoli  e  allonta- 
nandoli successivamente  dalla  pallina  delC elettrometro. 

Quinta  proposizione.  Se  invece  di  sperimentare  con  corpi  in 
istato  naturale  si  cimentano  corpi  già  elettrizzati  vitreamente  i 
fenomeni  elettroscopici  si  invertono',  se  si  cimentino  corpi  elettriz- 
zati resinosamente  i  fenomeni  consueti  si  manifestano  con  mag- 
giore intensità. 

IS.''  Esperimento.  —  Isolata  una  persona  e  messa  in  co- 
municazione colTelettrometro,  accostandovi  un  bastoncello  di 
vetro  in  istato  naturale ,  si  hanno  indizj  di  elettricità  resi- 
nosa; allontanandolo^  indizj  di  cletlricilà  vitrea. 

Ma  se,  caricato  di  elettricità  il  vetro,  strofinandolo  sopra 
un  panno  di  lana^  si  accostava  anco  a  distanza  all'individuo 
isolato,  l'elettroscopio  dava  segno  di  forte  tensione  vitrea,  al- 
lontanandolo rendeva  i  segni  contrarj. 

14.''  Esperimento.  —  Caricato  di  elettricità  resinosa  in  si- 
mil  modo  un  cannello  di  ceralacca  solo  che  si  accostasse  an^ 
che  a  distanza  alla  persona  isolala  apparivano  segni  di  elet- 
tricità resinosa  all'  elettrometro;  e  allontanandolo,  sottentra- 
vano parimenti  intensi  i  segni  opposti. 

15.**  Esperimento.  —  Quando  poi  nel  primo  caso  le  provo 
di  scostamento  e  accostamento  del  vetro  elettrizzato  si  ri- 
petessero per  un  certo  tempo,  i  fenomeni  sopradescritli  ap- 
parivano di  mano  in  mano  più  deboli  finché  fosse  disperso 
tutto  il  fluido  vitreo  accumulatovi  sopra;  e  appena  il  vetro 
era  tornato  allo  stato  naturale  tornavano  ancora  a  manife- 
starsi nell'elettrometro  ì  fenomeni  comuni  a  tutti  i  corpi  in 
istato  naturale. 

Farmi  inutile  Tacccnnarc  che  ripetendo  la  sperienza  colla 


(  157  ) 
ceralacca  elettrizzala  resinosamente ,    per  Io  scomparire  del 
floido  accumulatovi  ,    non  aveva  luogo  alcuna  inversione  dì 
fenomeni,  ma  semplice  indebolimento. 

Tali  sono  i  fatti  importantissimi  di  cui  il  Dott.  Palagi  cor- 
tesemente invitavami  ad  essere  testimonio,  e  che  io  consegnai 
fedelmente  in  questo  scritto.  Né  tenterò  per  mia  parte  di 
adombrarne  pure  una  spiegazione,  sì  per  non  assumere  im- 
presa sproporzionata  alle  mie  forze,  e  sì  ancora  per  ossequio 
alla  prudente  riserva  dello  sperimentatore  medesimo;  conten- 
tandomi di  avere  dato  opera  perché  sia  tenuto  ricordo  di 
questa  nuova  scoperta  italiana ,  e  porto  agli  studiosi  delle 
cose  naturali  materia  di  nuove  indagini ,  e  di  serie  medita- 
zioni. 

N.B.  Mentre  pubblichiamo  respcrienze  del  Sig.  Prof.  Palagi 
nei  nostri  Annali  siamo  assicurati  che  il  Sig.  Prof.  Paolo  Volpi- 
celli  sta  ripetendole  col  medesimo  il  quale  portandosi  a  Roma 
fìi  a  lui  diretto  da  chiari  Scienziati  di  Bologna.  Solleciti  del 
progresso  scienti  Geo  espressero  essi  al  Prof.  Volpicelli  il  de- 
siderio che  il  principio  elettrostatico  del  Palagi  fosse  con  ul- 
teriori sperienze  confermato  e  posto  in  piena  luce.       B.  T. 

^"■-  -• .  ■  ■  ,..-..  ■    ■  '■         -  =T«>. 

SUL  RAGGIAMENTO  CALORIFICO   DEL  SOLE 

TERZA  COMUNICAZIONE     (*) 
DEL    PROr.  P.  TOLPICELLI     ("} 


Continuando  queste  sperienze,  e  dando  alle  sostanze  dia- 
termiche la  spessezza  di  circa  un  centimetro,  ho  potuto  rag- 
giungere gli  altri  fatti  seguenti: 

^— ^— ^^—       ■■■  I       ■■■■■■»■  ■  ■  ■  ■  I  ■  ■-.— ^»^»^^— ^^ 

f)  Per  la  prima  communicazione  Y^  Atti  dell' Accad.  pontifìcia  dei 
nuovi  Lineei  sessione  Vili  del  5  agosto  1851.  p.  K73,  per  la  seconda 
V.  questi  Annali  T.  HI  an.  1852.  p.  437. 

(**)  Etftratta  dagli  Atti  de'nuovi  Lincei  Sessione  II  del  22  Febrajo 
1852.  An.  V. 


(158) 
1.^  Il  quarzo,  ed  il  vetro  ambedue  limpidi,  sono  sostanze 
le  più  diatermiche  rispetto  ai  raggi  solari,  giunti  alla  saper- 
ficie  terrestre;  lo  che  stabilisce  una  diBbrenza  notevole  fra 
questo  raggiamento,  e  quello  delle  sorgenti  calorìfiche  lerre- 
itri.  Da  ciò  deriva  ehe  i  refrallori  sono  idonei  a  sperimen- 
tare la  distribuzione  del  calorico  sul  disco  solare,  e  che  lo 
lenti  a  scaglioni  sono  i  mezzi  più  acconci  per  concentrare  il 
calorico  riflesso  dalla  luna^  come  già  pel  primo  sperimentò 
il  sig.  Melloni^  ottenendo  felici  risultamenti  (*).  La  differen- 
za fra  le  deviazioni  delTago  del  galvanometro  ,  prodotte  dal 
raggio  solare  libero,  e  dal  medesimo  dopo  aver  attraversate 
le  due  indicate  sostanze,  fu  trovata  costantemente  di  un  gra- 
do, da  mezzo  di  fino  a  tre  quarti  prima  del  tramonto.  Per- 
ciò chiamando  n  il  numero  dei  gradi  della  prima  deviazior 

n— 1 

ne  ,  sarà  V  espressione    del  potere  assorbente  ,  sia  del 

vetro,  sia  dei  qna  rzo,  ambedue  limpidi.  Per  tanto  se  prescin- 
dasi dalle  riflessioni,  che  subiscono  i  raggi  nelle. due  super- 
ficie parallelo  della  sostanza  diatermica  ,  si  può  dire  che  il 
quarzo  ed  il  vetro,  ambedue  limpidi,  lasciano  libero  il  tran- 
sito ad  ogni  specie  di  raggi  calorifici  solari,  dopo  avere  que- 
sti attraversato  l'atmosfera  terrestre. 

2.<>  Il  sai  gemma  diminuisce  assai  la  deviazione  dell*  ago 
prodotta  dal  raggio  solare  libero  ;  perciò  questa  sostanza,  ri- 
spello ai  raggi  solari,  mostrasi  meno  diatermica  di  varie  al- 
tre, e  specialmente  delle  due  precedenti  ;  lo  che  stabilisce 
un'altra  differenza  notevole  fra  questo  raggiamento  ,  giunto 
sulla  terra,  e  quello  delle  sorgenti  calorifiche  terrestri  per 
le  quali  il  sai  gemma  è  superiormente  diatermico  o  trasca- 
Uscente.  Di  più,  trascurando  le  piccole  differenze  nei  risul- 
tamenti numerici,  le  quali  potrebbero  pure  attribnirsi  a  varie 
cause  perturbatrici ,  si  trova   che  il  sai   gemma    diminuisce 

— — ^-^■^-^M^'»^».^— —  <i1— ^— — I         II  111       ■ , 

(*)  La  Thermochròse  Melloni.  —  Naples  1850,  pajj.  21(1. 
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sempre  circa  della  metà  il  raggiamenio  libero  solare  ,  da 
mezzodì  sino  a  mezz'ora  prima  del  tramonto.  Ciò  vuol  dire 
che  il  sai  gemma,  almeno  quello  da  me  adoperato,  che  pro- 
viene da  Cardona^  ed  è  sufficientemente  limpido,  affetta  nello 
slesso  modo  tutti  gli  elementi  diversi  calorifici  del  sole;  per 
cui  rispetto  al  caler  solare  giunto  a  noi,  conserva  la  proprie- 
tà, già  scoperta  nel  sale  medesimo  dal  eh.  Melloni,  di  essere 
cioè  alermocroico.  Facendo  passare  il  raggio  del  sole  a  tra- 
verso il  sai  gemma  della  spessezza  di  circa  0'^,  15 ,  non  si 
aveva  deviazione  alcuna  nell'ago  ,  mentre  colla  lampada  di 
Localelli  si  aveva  la  deviazione  di  1.^ 

Qniudi  se  il  sole,  come  sembra  dover  essere,  abbiasi  per 
sorgente  di  ogni  sorta  di  raggiamenti  calorifici,  possiamo  dalle 
precedenti  sperienze  confermare,  che  le  atmosfere,  una  sola- 
re, laltra  terrestre  distruggono  in  gran  parte  quei  raggi , 
che  sono  abbondanti  nelle  sorgenti  luminose  terrestri,  e  che 
il  celebre  fisico  Melloni  distingue  col  nome  di  radiazioni 
oscure;  le  quali,  secondo  le  scoperte  del  medesimo  ,  hanno 
proprietà  specifiche  di  trasmissione,  e  diffusione  diversissime, 
da  quelle  dei  raggi  di  calore  lucido. 

3.^  Vi  sono  delle  sostanze,  come  il  sai  gemma  affumato  , 
l'allume,  il  solfato  di  calce,  cristallizzati,  ed  i  vetri  colorati, 
od  in  bleu,  od  in  verde,  ognuna  delle  quali,  stando  il  sole 
a  diverse  altezze  sull'orizzonte,  riduce  le  diverse  deviazioni, 
prodotte  dal  raggio  solare  libero ,  ad  essere  costantemente 
le  stesse,  dal  merìggio  sino  a  circa  tre  quarti  prima  del  tra- 
monto. Ciò  porterebbe  a  concludere  ,  che  vi  sono  delle  so- 
stanze le  quali,  rispetto  ai  raggi  solari,  hanno  il  potere  as- 
sorbente (  =  A)  inversamente  proporzionale  alla  energia  del 
raggiamento  libero  (  =  B)  incidente  sulle  medesime;  cosic- 
ché, indicata  con  C  una  costante^  abbiasi 

A.R  =  C. 
Anche  da  ciò  rilevasi    una   differenza    fra  i  raggi    calorifici 
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del  sole,  giunti  a  noi,  e  quelli  delle  sorgenti  calorifiche  ler« 
restri. 

4.°  Parecchie  sostanze  diatermiche,  in  specie  le  acroichc, 
come  il  quarzo  ed  il  vetro  ambedue  limpidi,  lasciano  verso 
il  tramonto  il  passaggio  libero  ai  raggi  solari  ,  cosicché  le 
deviazioni  dell'ago,  prima  e  dopo  il  passaggio  stesso,  trovansi 
presso  che  identiche.  Ciò  prova  che  crescendo  la  spessezza 
dell'atmosfera,  ed  i  raggi  calorifici  solari  filtrando  per  essa , 
riduconsi  tali,  da  potere  attraversare,  senz'  altra  passione,  le 
indicate  sostanze  ;  fra  le  quali  annoveriamo   anche   il  vetro 

rosso. 

5.^  Unite  insieme  tre  lastre,  una  di  sai  gemma,  l'altra  di 
allume  limpido,  la  terza  di  solfato  di  calce  cristallizzato,  il 
raggio  solare  dopo  avere  attraversato  questo  sistema  diafa- 
no^ risulla  di  luce  bianca,  sensibilmente  priva  di  calorico  ri- 
spetto al  termoactinometro  da  me  adoperato.  Ciò  prova  che 
le  termocrosi  diverse  dalle  due  lastre,  una  di  allume,  l'altra 
di  solfato  di  calce,  si  oppongono  fra  loro  :  quindi  con  que- 
sto mezzo  possiamo  afiìevolìre  per  modo  1'  effetto  calorifico 
del  raggiamento  solare,  che  questo  riducasi,  pel  calorico,  al  rag- 

giamento  lunare^  conservando  però  maggior  luce. 

6.^  Si  verifica  eziandio  nella  luce  solare ,  che  la  copia  di 
calorico  passata  per  più  lastre^  di  natura  diversa  l'una  dall' 
altra,  è  indipendente  dall'ordine  con  cui  queste  sono  insieme 
disposte. 

7.''  Il  raggio  solare  libero,  cioè  non  obbligato  ad  attraver- 
sare veruna  sostanza  diatermica,  eccetto  l'atmosfera,  mantie- 
ne costantemente  la  sua  energia  calorifica,  dal  meriggio  sino 
verso  le  tre  e  mezza  dopo;  quindi  va  diminuendo  ,  per  tor- 
nare poi  costante  verso  i  tre  qnarti  prima  del  tramonto. 


CT^^WV 
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...  ■  ■  'Il  -t 

SULLE  CURVE  PIANE 

MEMORIA 

0ELL'  ARCHITETTO  SAVERIO  MABCHEftAlVO 

Alunno  della  scuola  di  applicazione  ai  ponti  e  strade 

di  Napoli 

Allorché  son  date  tre  curve  piane  qualunque,  e  si  voglio- 
no esaminare  le  relazioni  tra  i  loro  archi  e  tra  le  loro  aree 
il  sistema  di  analizzare  può  assumersi  sotto  svariate  forme, 
e  condurre  tuttavia  ad  illazioni  identiche.  Difficoltà  non  lieve 
incontrando  io  nella  scelta  di  quello  ,  dopo  di  avere  in  più 
modi  riferiti  tra  loro  i  punti  di  tre  curve,  uno  ne  ho  tro- 
vato con  cui  sono  stato  condotto  a  notabili  conseguenze,  evi* 
tando  lunghezza  di  calcoli.  Ho  considerati  congiunti  i  suc- 
cessivi punti  della  prima  e  terza  curva  in  maniera  che  le 
conginngenti  fossero  parallele  a  rette  che  partendo  da  un 
punto  arbitrario  ai  successivi  punti  della  seconda  diverges- 
sero; ma  mi  sono  altresì  convinto  doversi  supporre  le  prime 
congiungenti  aver  rapporto  costante  alle  seconde ,  come  ap- 
punto Steiner  avea  praticato  in  una  simile  ricerca  (N.^  5). 
Ho  supposto  i  punti  rispettivi  della  prima  e  terza  curva  de- 
terminati dall'inclinazione  delle  tangenti,  e  cosi  ho  esaminato 
con  semplici  geometriche  vedute  le  proprietà  della  seconda 
curva  essendo  qualunque  l'inclinazione  delle  tangenti ,  ed  il 
rapporto  costante.  I  risultamenti  ottenuti  ho  pure  confermati 
coll'analisi  che  non  erasi  adoperata  così  generalmente  in  que« 
sta  ricerca.  Relazioni  tra  i  tre  archi  sono  contenute  nei  pri- 
mi sei  teoremi^  relazioni  tra  le  tre  aree  nei  quattro  ultimi^ 
ed  a  questi  mi  ha  guidato  la  sola  analisi. 

TEOREMA  l.'^  Se  ad  una  curva  A  conducasi  un  qualun- 
que numero  di  tangenti,  ed  altrettante  se  ne  conducano  ad 
una  seconda  curva  A'  in  modo  che  siano  inclinate  alle  pri« 
mo  con  data  legge  ;  se  inoltre  si  congiuogano  con  un  punto 

Annali  di  Scienze  Mai,  e  Fis.  T.  IF.  maggio  1853.  li 
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|5sso  e<)  arbilrario  Inlli  i  panti  di  conlatto  di  A^  e  pei  cor- 
rispondenti dì  A'  ^i  menino  rette  parallele  alle  cpngìangenti 
ed  ugiiali  ad  ij^n  muU|pIp  cosiaote  di  esse,  ne  risalterà  daf 
loro  estremi  uùa  ter^a  cnrva  A'',  di  oifi  un  qualanque  ele- 
mento sar^  ter^o  Uto  di  un  triangolo,  che  ha  per  altri  due 
lati  un'uguale  qiultiplQ  dell-élen^eolo  rispettivo  di  A,  e  l'ele- 
mcnto  rispettivo  di  A^^  e  per  angolo  opposto  V  incjinazione 
delle  tangenti  alle  stesse  curve. 

1.°  Per  ravvisare  gepmetricamepte  V  eni|ocÌatp  teorema  s\ 
supporranno  rettilinei  gli  etementi  dello  tre  curve  A,  A^  A^, 
e  senza  tema  di  errore  si  supporranno  coincidere  sì  cogli  ar- 
ehi  minimi  di  cui  souo  qorde ,  si  colle  direzioni  delle  tan^ 
genti;  dopo  ciò  Tenunc^ata  costruzione  p  manifesta  dalla  sola 
ispezione  della  Fig.  1^  ju  cpi 

sqno  lo  tre  ci|rve  A,  A',  A'',  e  /)  il  punto  fisso. 

Intendasi  il  punto  a  trasportato  in  f',  e  la  direzioiie  d| 
Hip  facciasi  coincidere  e|[)n  tf,'^"^  sarà 

• 

l'angolo  ba^b'  V  iuclipazfpna  dei  due  dementi  a^b\  qb  delle 
purve  A-,  A  ;  ovverp  4el|e  tangenti  ai  punti  a' ,  q.  Coudur 
casi  per  a"  la  a"/3  parallela  a  V&''  Qncbè  incontri  iu  fi  il 
prolungamento  (se  occorrerà)  di  afb  ,  cpngiupgasi  fib\  si  ayrà 

a'V  :  /?a'  :  :  a'jS  :q'b:l  «"^  ipò, 

ma  per  ipotesi 

q'Wtpq!  :  :m:l 

(essendo  n^  il  moltiplicatore  costante),  dunque 

a'/S  «  m{a^b)  =  ^(qb) ,    a' fi  =  m(pA). 

E  inoltre  per  costruzione  b' b^'  =ss  m{pb) ,  adunque  af'fi  é 
figuak  e  parallela  a  b^b'^  ,  il  quadrilatero  fia%%^  è  paralle- 
logrammo, ed  è  fiV.  ^qV\  cjpò  1'  elemento  a"6"  di  A"  è 
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terzo  lato  del  triangolo  /3a'A'  »  in  cui  i  dae  lati  41'^»  a'V ,  e 
l'angolo  jSa'i'  sono  quelli  da  principio  enunciati. 

2.  Il  prolungamento  delle  retto  aV ,  6'6"  ....  potrebbe 
altresì  essere  in  senso  opposto,  e  la  curva  a"b"c"  ....  sa* 
rebbe  situata  al  di  sopra,  non  venendo  meno  T  addotta  di* 
mostrazione,  benché  modiBcata  la  costruzione.  Fi g.  2. 

Infatti  posto  il  punto  a  sopra  a! ,  in  modo  che  ap  :=  a'p^ 
ed  a'a"  siano  per  dritto,  sarà  a*b  ==  ai,  bp  parallela  a  b"b'. 
Similmente  per  a"  si  meni  la  a!'§  parallela  a  b"b'  finché  in- 
contri in  j3  il  prolungamento  (se  necessario)  di  b'a,  si  avrau* 
pò  simili  i  di3e  triangoli  o'VjS  9  a'^ ,  e  danno  parimente 

aW  :a'p  :  ;  /i'j3  :  a'b  :  :  a"^  ;  bp , 

ÀSL  cuti  risulta 

V/S  =  m{a'b)  =  m{ab) ,    a''/3  =  »(ép)  =;:s  6 V ,    a"b"  =  ^6' , 

^ioé  af'b'^  ter/o  lato  del  Iriangolo  ^à!b'  ,  in  oi|i 

fia'  =  m(ai)  ,  a'6' 

syono  i  rimanenti  lati,  a  l'angolo  opposto /Se^i' é  complemento 
deirangolo  ba'b'  dcl|3  tangenti, 

3.  Dinotando  con  y  =^J\'^)  $  y' =F(x)  rcc|uazioni  di  A, 
A',  con  ds ,  d*' ,  d/'  gli  ciiBmeqti  a* ,  a'A' ,  a"A",  si  avrà  per 
le  proprietà  anzidette 

(1)        di"*  =;=  if»'  di'  •+-  di'*  sp  2m  di  di'cos(B  —  C) 

In  cui 

€06(8  —  C)    =? 


(2) 


tgB  tgC  1  ^f(x)  F'(x') 


l/|l-t-tg'B)i/(lH-tg*C)      V/"(1V(^)>'*{1-+-FV?) 

By  e  C  gli  angoli  dello  due  tangenti  coH'assc  delle  ascisso  , 
e  varrà  il  segno  superiore  0  inferioro  secondo  che  i  prolun^ 
gamenti  delle  rette  a'a"  ,  b*b"  . .  .  fanno  tra  loro  angolo  acu* 
to  od  ottuso,  ovvero  secondo  che  si  ha  la  curva  A"  come 
nella  Fig.  I9  oppure  la  A"^  come  nella  Fig.  2. 
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4.  Alle  medesime  consegaenzo  si  può  agevolmente  perve- 
nire col  calcolo.  A  tal  fine,  avendosi 

(3)  y=/I^),    !/'  =  F(x') 

dinotino  ti»  v  le  coordinate  di  cf!'b*'c'\  ....  ^,  /3  quelle  del 
punto  p.  Per  essere  a'V  parallela  ad  ap ,  valendo  le  stesse 
distinzioni  pel  segno»  si  scorgerà  facilmente 

(4)  m{x-a)  =  =fc  {»'-v)  ,    Jn(y-i8)  =  db  (y'-u)  , 
cho  differenziate  danno 

(5)  '  àv  =  àx'  q=  max  ^    iu=:  dy'  h?  mdy, 
Da  ciò  si  ottiene 

d»'"  =  dt>*  -t-  dtt"  =  [dx'  =?:  màxy  -|-  [dy'  qp  mdy]* 
=  d»"  •+■  dy"  -+-  m'(dx»  -h  dy') 

fi  H_  ^  ^J(1 

:  2m^{ix''i'ày'Y(ài^'  -i-  dy")  '■  ^*  ^'^  ^ 


—  ,n^d**  ^  d«'*  =F2m  d«  d^^      ,      "^J!,  ^/"'^^y ^^  ,     ,   .  . 

5.  Allorché  è  m=  1  ,  B  =  C  ,  la  (1)  da  s"  =  8=^:8' , 
proprietà  ravvisata  da  Steiner»  ed  allora  le  tangenti  alle  due 
curve  saranno  fra  loro  parallele. 

Nella  stessa  ipotesi  se  non  è  m  =  1  »  la  (1)  darà  per  gli 
archi  di  A"  A"o 

*"  =ims  —  s' j  «"o  ==  »»«  -f.  «' , 

e  sommando  e  sottraendo 

5"+s"„  =  2ms,    s\-8"  =  28\ 
e  quindi 
TEOREMA  II.''  Condotto  parallele  fra  loro  le  tangenti  al- 
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le  Carve  AA^  ed  ottenate  le  sammcnlovate    curve  A''^  A''  , 
la  somma  di  due  loro  archi  rispettivi  ha  costante    rapporto 
all'arco  di  A  per  uno  stesso  yalore  di  m. 

Variando  m  la  detta  somma  corrispondente  ad  ono  stesso 
arco  di  A  sarà  proporzionale  ad  m. 

La  differenza  di  essi  sarà  sempre  aguale  al  doppio  delfarco 
di  A'. 

Suppongasi  per  poco 

d,*  H-  ds'" 
cos(A_B)  =  m.^^-^, 

la  (1)  dà  per  l'arco  della  sola  A" ,  «"=:|/'(1  —  m*)  «',  laon- 
de si  ravvisa  il  seguente 

TEOREMA  ni.®  Premesse  le  antecedenti  nozioni,  volen- 
dosi prendere  le  rette  che  partono  dai  punti  di  contatto  di 
A'  maggiori  dei  raggi  vettori  di  A,  non  esisterà  alcuna  leg* 
gè  di  tangenti)  per  cui  la  curva  A''  abbia  i  suoi  archi  pro- 
porzionali a  quelli  di  A'>  essendo  [/'l — m^  il  rapporto. 

Non  così  avverrà  se  si  vuol  trovare,  per  un  qualunque 
valore  di  m,  una  curva  A'^  ì  cui  archi  siano  proporzionali 
a  quelli  di  A.  Infatti  supposto 

cos(A  —  B)  = r-  , 

sarà  $'^=im^8  ,  la  relazione  tra  2/  ed  a?  si  avrà  come  qui 
appresso. 
Avendosi 

co,(A_B)  =  ^, 

sarà  «".=  <%  e  dopo  avere  espresso  A,  B,  A$  y  ds'  per  x  e 
x',  per  mezzo  delfintegrazione  si  avrebbe  a;'=  (f{xj  m),  cioè 
dovrebbe  variare  la  legge  delle  tangenti  al  variare  di  m,  e 
quindi 
TEOREMA  IV.""  Per  ogni  valore  di  m  vi  sarà  sempre  uno 


1 

I 
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o  più  sistemi  di  tangenti  alle  curve  A  A',  per  coi  gli  archi  di 
A"  siano  uguali  ai  rispettivi  di  A'. 

Similmente  per  ogni  valore  di  m  vi  sarà  sempre  uno  o  più 
sistemi  di  tangenti,  per  cui  gli  archi  di  A"  siano  proporzio- 
nali a  quelli  di  A. 
7.  Posto 

cos(A  —  B)  =  0  ,    «1  =  1, 

dalle  (1),  (2)  si  ottiene 

f  (■^•) 
I  /  /,  dy"        dx'"       dy"    d*"  \ 

la  prima  delle  quali  darà  la  relazione  tra  ol  ed  x,  pel  cai 
mezzo  si  eliminerà  x*  dalla  seconda.  In  questa  ipotesi  sareb- 
l>e  A  —  B  =  90°,  cioè  le  tangenti  alle  due    curye  AA'  fra 
loro  perpendicolari. 
Suppongasi  dippiù 

dv'"     da:"  ^  2    ^»       ^*' 


djj'^     da?*  dj:        da; 

per  le  precedenti  ne  risulterà 

^  '        dx'-'  da?  ^         dy'        '  J  da?' 

,j)    w-  =  i,  J/~[i  +  (È  H-l)"  ]  =  ^'(d«■-H.•)■ 

Questa  ultima  condizione  non  può  verificarsi   senza  che  sia 
Tequazìone  di  A'' 

du      dv       dv  f       ^ 
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Le  CQFfe  che  hanno  por  equazioni 


an-t 


;..  >  IL         r         23-^  X*-5'  (3«— 2)^-»    ^    ,  ,, 

W  y  =  -^ *-y'= g^  _  ^  (^'  -  ^)'--^ .... 

soddisfano  alle  condizioni  (6)  {à). 

t)a  ciò  se  ne  inferisce  il  seguente 

TEOREMA  ¥.<"  Le  due  equazioni  (d)  danno  due  famiglie 
di  curve,  di  cui  due  corrispondenti  (ÀA^)  hanno  fa  proprietà 
che  se  ad  ambedue  si  conddcaifó  tangenti  ad  angolo  retto  , 
la  curva  A''  ha  ciascuna  siia  Ordinata  uguale  all'ascissa  ri- 
spettiva di  A',  più  l'ordinata  di  A  con  ùnta  costante. 

Le  curve  {d)  sono  ambedue    parabole  se  é  n  positivo ,  e 

1  2 

<  Y'^^3' 
la  prictfà  psfrabofal  e  fa  seconda  iperbole  se  è  n  positiva^ 

^^2<'3^ 

La  prima  iperbole,  la  secondai  parabola    stempre   che  n  è 
negativo. 
La  curva  A''  ha  per  equazione 

X  2X'  x^"-* 

«  :t=  y  H-  ar'n-  Cost  aa:  —  a?»  +     ^     ■■       ^     H-  Cost. 

Meritano  attenzione  fra  le  altre 

_^  1      n      I.        I       -l/^(2500X)    .  ,        f r. 


y  =  3XaJ5,    fc_y'=a_3,/4).(x'  — cp. 

8.  Siano  a& ,  a'k'  due  elementi  mimmi  delle  due  curve 
A,  AS  Pf  p^  j  due  poli  qualunque;  pa,  pi/  p'a  ^  p'ò  coagiun- 
gano  i  due  poK  cogli  estremi  dell'  elei^eiUo  ^  ;  f^f  9  fi!f  9 
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i'P  ,  J'P'  sieno  le  quattro  rispettive  parallele,  ed  dvl^  ,  4'4", 
a'ao>  Vh^  le  parti  in  esse  che  stanno  ai  raggi  vettori  di  A, 
come  m  :  1  ,  saranno  a"i"  ,  a^  b^  duo  elementi    delle   curve 
A",  corrispondenti  ai  due  poli  p,  J9^ 

I  quattro  triangoli  Pa'6' ,  Fa'A'  ,  j^ai  ,  i^ah  sono  isosceli, 
perchè  "le  loro  basi  sono  rette  infinitesime  ,  e  perchè  hanno 
paralleli  i  lati  uguali  sono  altresì  simili  il  primo  ed  il  terzo, 
il  secondo  ed  il  quarto. 

Per  la  somiglianza  dei  primi  ne  risulta 

a'P  :  op  :  :  é'P  :  4p  , 
ma  per  costruzione 

àd^  :  ap  :  :  bW  .  bp  , 
dunque 

a'a"  :  a'P  :  :  i'i"  ;  i'P, 

cioè  sarà  a'b'  parallela  ad  a"b'\  e  per  la  stessa  ragione  pa- 
rallela ancora  ad  a^  b^  . 

Premesse  tali  considerazioni  si  ravvisa  di  leggieri 

aV  :  a!T  :  :  a  P  :  a'P  —  aV  ,     a,6,  :  a'b'  :  :  6'P'  —  6'6o  :  6'P',     • 

e  moltiplicando 

{e)  «A  :  a"à"::  a'P  [P'6'-4'*J  :  b'V  [a'P-«'a"3  ::  ^  :  "^^'J^ 

Essendo  inoltre  simili  i  due  quadrilateri  a'b'Pf\  àbpp\  per- 
chè composti  di  egual  numero  di  triangoli  simili,  e  similmen- 
to  posti,  si  ha 

a'P  .api:  bV  :  bp'  , 
ma 

ap  :  a'a"  ::  bp'  :  b'b^  , 
dunque 

a'P  :  aV  :  ;  bV  :  b\  , 
da  cui 

a'P         a'P  — a'a" 


a'P  —  a'a'^  :  a'P  :  :  b'P  ~  b'bo  :  Ò'P'  , 


i'P'  b'V'—b'b 
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Ciò  mostra  che  é  nella  (e)  ancora  ol%^^  =  aJ>o  >  cioè  gli  cle- 
menti di  A''  sono  uguali  e  paralleli^  e  quindi 

TEOREMA  YI.^  Per  un  qualunque  sistema  di  tangenti 
menate  alle  curve  A'A  ,  e  per  un  qualunque  valore  di  m  , 
ciascuna  delle  due  curve  che  si  ottengono  cioò  A!'A"^  si  man- 
tiene sempre  uguale  e  parallela  a  se  stessa  comunque  varii 
la  posizione  del  polo/?. 

9.  Alle  stesse  conseguenze  si  può  facilmente  pervenire  aU 
tresi  coll'analisi;  imperciocché  eliminando  x'  per  mezzo  della 
prima  delle  (4),  e  y,  y'  per  mezzo  delle  (3)  dalla  seconda 
delle  (4)9  questa  diviene 

daUa  quale  si  ricaverebbe 

a?  ==  W  l{v  H=  »wo)  ,     (m/3q=  u),  mi 
e  quindi 

ap'  =  (t?  q::  ma)  db  mV  {_{v  ip  ma)  ,  (m^  zp  ti),  m]. 

Sostituendo  i  diOTcrenziali  à'x  e  à!x'  or  trovati  nella  seconda 
delle  [b)  differenziata  cioè  in 

d(m/3  =p  w)  —  mf'(x)ix  zt:  [F'(a?')dx']  =  0- 

si  avrà  un'equazione  della  forma 

$  [{t?  hC  ma)  ,  (m/3  =f:  u),  m]  d(t>  =f:  ma) 

—  §  [(t?  q;!  ma)  ,  (mj8  =F  t«)  ,  m3  d(/3m  ={=  u)  =  0  , 

la  quale  integrata  darebbe  l'equazione  delle  curve  A^'A''^  del- 
la forma 

9  [{v  =^  ma)  ,  (m/3  q=  u),  m]  =  0. 

Questa  ci  fa  conoscere  che  variando  a  e  fi  non  muta  la  na- 
tura della  curva  ma  si  trasporta  sempre  parallela  a  se  stes« 
sa,  non  cosi  se  varia  m. 

10.  Si  dinotino  con  W,  w,  to',  le  tre  rispettive  aree  com- 
prese dagli  archi  delle  curve  A"A"„ ,  A,  A',  dall'asse  dell'a- 
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scisse  e  rispctlive  ordinale,  dovrà  aversi  per  le 

dW  =  uiv^  [y'  qp  m(y— j3)  ]  (dx'cp  mi±) 

=  y'dj?'-hm'*yda:  zp  m  [(ydr^  -+-  y  dj?)  —  ^{ipc'ip  mix)  J  , 

Ail(À-cbè  SI  ha 

yda:'  +  v'^^  —  j3(dj?'  =p  mdx)  =  tf  ,• 
ciofè 

(7)  -    ^^       -t-         ^ =ft 

ne  risulta  piifanche 

(8)  W  =  io^  H-  m'^w  -f.  Cosi. 

Poiché  la  (7)  é  indipendente  da  a  bcii  mo^dira  il  segaenle 

TEOREMA  VII.o  Qualunque  siano  le  curve  AA'  per 
ciascun  valore  di  m  vi  aa'ranno  sistemi  d'inclinazioni  di  tan< 
genti,  a  ciascun  dei  quali  corrisponde  una  retta  fissa  su  di 
cui  facendo  comunque  scorrere  il  polo  p^  tulle  le  curve  si- 
mili ad  A",  0  ad  A''o  hanno  costanti  le  rispettive  aree.  Dip- 
più  queste  sono  uguali  all^area  di  A'  più  quella  di  A  molti- 
plicata per  m^.  Le  rette  fisse  di  ciascun  sistema  sono  fra 
loro,  ed  airasse  dell'ascisse  parallele. 

Supponendo  /3  =  0  la  condizione  (7)  sarà  del  tutto  indi- 
pendente da  m  ,  e  quindi 

TEOREMA  Yllf.*  Riferite  le  curve  AA'  ad  un  qualunque 
sistema  di  assi  ortogonali^  vi  saranno  sistemi  di  tangenti  ta- 
li, che  scorrendo  il  polo  p  sull'asse  dell'  ascisse ,  per  valori 
diversi  di  m  si  avranno  diverse  famiglie  di  curve,  e  ciascu- 
na di  quelle  avrà  le  proprietà  del  precedente  teorema. 

11.  La  (7)  integrata  da 

(9)  òi(x'j  a;,j3,  q=  Iti,  C)  =0. 

In  questa  equazione  la  costante  G  può  estere  qualunque , 
perché  é  sempre  soddisfatta  la  (7),  cioè  ogni  aistema  di  tan- 
genti fvkù  variare  accidentalmente  in  uifiiùli  modi. 
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Varia  la  (9)  al  diverso  segno  di  m,  danqne  per  avverarsi 
i  teoremi  precedenli  in  due  curve  compagne  A^A''^  dovranno 
aver  luogo  per  ognuna  diversi  sistemi  di  tangenti.  Variano 
pure  tali  sistemi  si  al  mutare  di  ^  che  al  mutare  di  m. 

Il  numero  dei  sistemi  essenzialmente  fra  loro  diversi  sa- 
rà il  nutdero  delle  soluzioni  reali  che  ammette  la  (9).  Può 
in  taluni  casi  non  dare  che  soluzioni  assurde,  in  altri  la  pos- 
sibilità dei  sistemi  é  circoscritta  da  limiti  si  per  i  diversi 
Talori  deirascisse,  sì  per  i  diversi  valori  della  costante  C. 

Dalle  precedenti  osservazioni  emana  il  seguente 

TEOREMA  IX.<»  Date  due  curve  qualunque  AA'  e  tirata 
una  retta  ad  arbitrio,  in  generale  esisteranno  sistemi  di  tan- 
genti tali,  che  facendo  scorrere  sulla  retta  arbitraria  il  polo 
p  le  diverse  curve  A"  o  A"o  avranno  le  proprietà  del  pre- 
indente  teorema. 

12.  Verificati  accuratamente  i  calcoli  si  troverà  che  sod- 
disferanno  alla  condizione^  indipendentemente  da  x  e  da  a/, 

f\x)  =F'(x') , 
ed  alla  (7)  le  seguenti  equazioni 

y  _  j3 Z_  ar»-^  =  0 , 

,  (n  ^-  l)(2n  -H  3)     ,«+3  JIm5        ^ 

Da  questo  si  deduce  che 

TEOREMA  X."*  Le  due  precedenti  equazioni  dannò  due 
famiglie  d^iperboli^  o  parabole^  di  cui  ciascuna  coppia  gode 
della  proprietà  che  menando  parallele  le  tangenti,  per  que- 
sta unica  disposizione  si  avvera  per  le  curve  A''  A"^  quanto 
si  é  enunciato  nei  teoremi  VIF  ed  VIIP.  Le  due  curve  di 
ciascuna  coppia  (cioè  A'A)  dovranno  essere  situate  in  modo 
da  avere  i  loro  assi  paralleli. 
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13.  Avverandosi  la  condizione  (7),  lai  (8)  può  prendetela 
segncnte  forma 

Per  le  (5)  e  (7)  si  faa  poi 

y-/3  y-/3 

Adunque  sostituendo  nelle  precedenti  due    equazioni    si  ot- 
tiene 

^  (»'H-».-»^)(»-^)  ("V  +  v'i^^y-fl 

u  = } ,     u  = —f -— 

y'zpmy  —  (y'zpmy) 

equazioni  notabili  delle  curve  A''  che  soddisfano  alla  condi- 
zione (7). 
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SAGGIO  DI  UNA  APPLICAZIONE  DEL  CALCOLO 
ALLE  CORRENTI  INDOTTE  DAL  MAGNETISMO 

IN  MOVIMENTO. 

DEL  MG.  D.'^  RICCARDO  FELICI 


Ciò  che  segue  dovrà  coosiderarsi  come  au  tentativo  di 
spiegazioDo  analitica  di  alcuni  fatti  scoperti  dal  Prof.  Mat- 
teucciy  0  che  fanno  parte  di  un  suo  lavoro  snll*  indazione, 
che  presto  sarà  pubblicato. 

1.®  Siano  i»  e  ds'  elementi  di  due  circuiti  filiformi;  vol- 
taico TunOy  Taltro  allo  stato  naturale,  r  la  distanza  dei  loro 
due  punti  di  mezzo  ;  k  costante.  La  forza  d^E  elettromotri- 
ce indotta  da  ds'  in  ds  ,  al  chiudere  del  circuito  voltaico  , 
verrà  in  generale  espressa  da 

d'-E  =  —  r       '   ,  d*.  d*' .         (*) 

d^ 

Se  ds'  appartiene  ad  un  annello  piccolissimo,  relativamente 
alla  fj  e  di  un  area  A,  la  forza  elettromotrice  indotta  dilli* 
intiero  anello  si  trova  essere 

(1)  dE  =  -A.£:^d,, 

ove  p  è  la  distanza  che  separa  ds  dall'asse  normale  al  piano 
delFanello,  e  che  vi  passa  per  il  centro;  X  1*  angolo  che  d« 
fa  colla  normale  a  p,  contenuta  nel  piano  delfanello;  r  la  di- 
stanza fra  ds  ed  il  centro  di  A- 

2.°  Appartenga  A  ad  una  calamita  verticale  e    rettilinea , 

(*)  Vedi  Pagoslo  di  questi  Annali  (1851),  il  Tomo  III  degli  Annali 
della  UniversiU  Toscana,  e  gli  Annali  de  Physique  et  Chìmie  (1852), 
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o  ad  Bi^  ciliodro  eleUro-dinamico,  di  sezione  A,  normale  ad 
un  sottile  piano  melallico  destipalo  a  ruotare  orizzontalmen- 
ie  in  preseijizai  delia  calamita  ;  come  si  qsa  nelle  esperienze 
di  Arago. 

Siano  le  x^  y,  orizzontali,  ,ed  x^  y,  z,  a,  bj  e  le  coordi- 
nate di  ds  e  del  punto  di  mezzo  di  un  elemenio  A  qualun- 
que della  calamita,  ossia  deirasse  magnetico,  d^  é  in  questo 
,caso  considerato  come  qu  elemento  filiforme,  rettilineo,  ap- 
partenente al  piano  indotto  ,  che  coincide  con  quello  delle 
X,  y;  avendosi  perciò  z  «9  0.  Se  a»  /3,  sono  gli  angoli  di  df 
con  gli  assi  x^  y,  e  la  (1)  si  trasformerà  nella  segqent^e 

l  1 

di.  di* 

(2)       dE  =  A  A$icf^  oc  -4- ^s/5.  -^\  ; 

avendosi 

r'  =  (j:  —  af  -h  {y  —  i)»  -*-  <?'. 

La  (2)  serve  a  determinare  la  curva  a  cui  ds  deve  ap? 
partenere ,  onde  sia  nulla  ,  secondo  ogni  elemento  is  della 
curva  stessa,  U  forza  totale  indotta  dairìntiera  calamita,  nel 
caso  di  qua  istantanea  calamitazione^  o  chiusura  del  circuito 
voltaico:  oppure  nel  caso  del  moto  del  piano  o  della  calamita^ 

Chiamerò  talj  curve  linee  di  null^  forza  elettromotrice;  e 
supporrti,  per  semplicità  di  calcolo,  grandissimo  il  piano  me^ 
tallico,  relativamente  alla  distanza  della  calamita  dall'asse  di 
rotazione,  che  sarà  quello  della  x. 

3.®  Il  caso  di  una  istantanea  calamitazione,  0  calamita  tcm- 
poraria,  e  di  una  sola  calamita  indacente  sarà  il  più  sempli- 
ce; ed  infatti  la  (2)  determina ,  in  tal  caso  ,  linee  di  Uvetta 
tutte  le  rette  che  passano  per  l'asse  magnetico. 

Il  caso  di  due  calamite  teroporarie  corrisponderà  a  quello 
della  calamita  di  Poulliet,  a  ferro  di  cavallo;  posta  coi  suoi 
poli  in  faccia  al  piano  metallico,  e  chiudendo  il  circuito  della 
pila. 
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Supporrò  gli  assi  nagtietici  di  tali  duo  caUmile^  nel  pia- 
no che  passa  per  l'asse  delle  z,  e  fd  ugi^al  distanza  dall'as- 
se stesso.  Così  facendo 

r' =  (*  -  p)' -H  (y  -  *)' -4- «' , 
r\  =  (X  +  af  -+-  (y  -«-  «)'  -*-  c% 

ed  osservando  che  in  faccia  al  piano  ti  siano  i  poli  di  no- 
upe  coatrano,  ^yreino^  ii^fope  del|«  (2)  |a  segnento 

il     al  al      aL 

Ora  si  integri  quest'ultima  da  c  =  0,  a  ^ssoo,  nella  9up* 
posizione  che  le  calamite  siano  vicinissime  al  piano,  ed  ab- 
)>asM^n2a  Iqnghe  per  non  influire  sensibilmente  eolle  loro 
estremità  superiori  sql  piano  stesso.  Sa^à  allora 

f  =  (*-a)»  -t-  (y-ò)»  ,         e»,  =  (#H-,)'  ^  fy+i)»  . 

Ponendo 

d^.cosa:=  d^.y         d5*PDs/3==dy  , 

e  facendo  E  ==  0  9  condizion  del  problema^  si  avrà 

dy  _  ^y(4^  ^  by)  ^  i(jc^  ^  y»  -^  g^  -H  6^) 
dx        2x(ax  -^-  by)  —  q(x*  -i-  y'  -^  0*  4-  é^j   • 

Si  faccia  i = 0 ,  e  sarà 

dy  _  2ya? 

do:       x''  —  y*  ~  a* 

Delia  precedente  si  tro?a  per  integrale 

y»  _  cy  —  «*  -f-  X*  =  0  , 


im) 

e  essendo  uq  parametro  della  curva.  Il  valore  precodcnle  di 
y  riducendosi  ad 

2  2  2 

y     =  a     —  x% 

nel  caso  dì  c=:0  ,  dimostra  che  il  circolo  che  ha  per  cen- 
tro Torigine,  e  per  raggio  la  distanza  di  queste  ai  poli,  è 
una  linea  di  nulla  forza  elettro-motrice. 

4-^  Fatto  il  caso  di  una  calamita  cilindrica  rettilinea  »  la 
quale  rimanendo  sempre  verticale  ruoti  in  giro  intorno  all' 
esse  delle  z.  Oppure,  ciò  che  torna  Io.  stesso,  di  un  disco 
orizzontale  che  ruoti  intorno  a  detta  calamita  supposta  im- 
mobile. 

Se  Tasse  della  calamita  coinciderà  coli*  asse  delle  z ,  non 
si  avranno  correnti  indotte,  ma  il  contrario  succederà,  so  le 
a,  b  non  sono  nulle. 

Noi  ora  dovremo  assumere  la  forza  elettro-motrice  indotta 
nelfelemento  às  secondo  la  direzione  del  detto  elemento  , 
per  una  variazione  delle  a,  b  piccolissima  proporzionale  alla 
*  variazione  corrispondente  sul  valore  di  E  dato  dalla  (4)  ;  il 
qual  valore,  nel  caso  dì  una  sola  calamita,  sì  riduce  al  se- 
guente 

-^     '  /  y  ^  b  '         ^  X  —  a  \^. 

F  =  (  cos.a ^ ; —  —  cos  jS ;- — —j,  \Ms 

\  [x—  af  -4-  (v  —bf  ^  {x  ^af  -i-  (y— *)V 

a  e  b  variando  in  forza  di  una  ruotazione  della  calamita,  si 
dovrà  fare 

a=2cosf),        &  =  {sen9,         p3=a*-4-4* 

l  rimanendo  costante.  Uguagliando  a  zero  la  variazione  di  E 
relativamente  alla  9,  e  fattori  9=0^  si  avrà 

d^==    2y(a:  -  (Z)    '     V  =  -  (^"0 -^^  (^  -  !)• 

Mi  limito  alla  discussione  di  questi  csempj  ;  essi  bastano 
per  far  (comprendere  come  si  possa  applicare   il    calcolo,  e 


ì 
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talvolta  semplicemeiite  applicare,  ad  un  caso  così  complicato 
siccome  a  prima  vista  potrebbe  apparire.  Passiamo  ora  a  ve- 
dere come  si  può  sottoporre  il  nostro,  calcolo  all'esperienza. 
5.^  Qualunque  sia  la  cagione  di  una  elettrica  corrente , 
deve  certamente  essere  un  disequilibrio  in  un  modo  (  qua- 
lunque egli  sia)  di  essere  dell'elettrico^  che  nei  diversi  luo- 
ghi della  massa  conduttrice  ne  determitia  la  direzione  e  la 
intensità.  Ora  è  noto  che  nel  caso  dell'  elettricità  voltaica  \ 
chiamando  u  quél  modo,  o  stato  variabile  detl' elettrico ,  se 
la  u  soddisfa  alle  due  equazioni  seguenti 

rKX  ^'«^  ^'^  ^^'^         A 

('^        -dZ-^  -d7'^"^==^' 

^        da  du  du  .       -% 

(6)      —  .  cos(N,  x)  -+-  3- .  cós  (N,  y)  ■+-  T-  •  co^(N,  z)  =0, 
do;  dy  dz 

* 

ove  N  è  la  normale  élla  superficie  del  conduttore,  la  prima 
equazione  dovendo  aver  luogo  in  generale,  e  la  seconda  só- 
lamente alla  superficie  stessa,  i  risultati  del  calcolo  sono  as- 
solutamente d'accordo  colla  esperienza;  assumendo  per  deter- 
minare la  forza  della  corrente  che  attraversa  un  luogo  qua- 
lunque, nella  direzione  D  data  dai  coseni,  cos(D,a;) ,  cos(D,y)y 
cos(D,  2),  la  espressione  analitica 

(7)     F=cos(D,  x).  --  -I-  cos(D,  y).-p-  -f-cos(D,  jsi.-p-  . 

ax  dy  ds 

Nelle  formule  precedenti  é  supposta  costante,  ed  uguale  al- 
l'unità, la  facoltà  conduttrice  del  corpo. 

Con  le  (5),  (6),  (7)  si  dimostra  facilmente  che  in  qualun- 
que punto  del  corpo  esiste  una  direzione  nella  quale  la  cor- 
rente é  massima,  e  che  questa  direzione  coincide  con  quella 
della  normale  alla  superficie  di  ugnai  stàio  elettrico  che  pas- 
sa per  quel  punto  stesso.  Le  superficie,  o  linee,  nel  caso  di 
due  sole  dimensioni,  di  ugual  stato  elettrico,  0  di  liveUoj  si 
possano  agevolmente  verificare  cogli  scandagli  di  un  galva- 

jànnali  di  Scienze  Mai,  e  Fis.  r.  /r.  maggio  1853.  J2 
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QODielro  delicato ,  percbè  per  due  punii  appartenf^nli  alla 
stessa  lioea,  deve  e^s^r  nulla  la  correulei  che  volgarmento 
chiamaci  derivata-  Si  prende  la  corrente  derivata  proporiio-r 
naie  alla  differenza  degli  ^tati  elettrici  dei  due  luoghi  toc- 
cati, dalle  estremiti  del  galvanometro;  ipfatti  ,  altra  condir 
2Ìone  non  si  può  ragion^voloieAte  supporre  per  uE^a  correo* 
te  qualonquCf  cb^  un  di^Ugualp  stato  elettrico  in  due  di?ers( 
punti  del  circuito. 

Forse  le  pr^cedepti  equazioni  os^endp  (analiticamente  os* 
servate)  un  caso  particolare  di  quelle  ddla  Teoria  di  Fou? 
rier  sul  Calore,  molti  fisici  non  avranno  voluto  intender  par 
rola  di  un  modo  di  calcolare,  che  poteva  essere  presentato 
come  una  applicazione  di  quella  teoria  alla  elettricità.  Cre- 
dendo essi  che  tale  combinazione  di  formelle  potesse  dar  apr 
poggio  ad  uua  ipotesi  di  upa  analogia  pressoché,  completa, 
od  almeno  grande,  fra  il  modo  di  ossero  dei  dfie  cqsì  deltÀ 
fluidi.  Ma  la  corrispondenza  completa  di  qqeli^  formula  con 
la  esperienza  é,  fin  fatto,  ormai  abbastanza  pi;pvatQ  ;  non  p^ 
importi  dunque  (^  p^ù  ;  toniamoci  al^  ^s^r>ìep^  ,  e^a  i|v^«^ 
sempre  ragio^,  e  noi  pure  co^  Iei« 

6.»  Bitomandio  al  caso  nostro  assqiqo  il  ^^gueute  principio 
il  quale  avrà  bisogno  di  es^en?  nielle.  sj^e  cw^cg^enzo,  di- 
scusso dalla  esperienza.  Ognuna  deUe  linee ,  secondo  la  guah 
è  nulla  la  indotta  forza  elettromoirkej  sqrà  pure  una  linea  di 
ugual  stato  elettrico^  nel  caso  in  cui  la  forma  del  corpo  non  in- 
terviene a  modificare  la  direzione  delU  correnti  inftoit^.  Qoestq 
caso  si  può  verificare  in  due  modi;  1.®  qu^audo^  la  dii^tanza. 
delia  ci^a^miU  del  c^ptfo  di  ruotazioiie  è  piqcpiissima,  rela- 
tivam/ept/^  alla,  di^.tao^ia  d^Ila  calamita  stessa  daÀ  hwH  491 
cppidttitore;  2.''  Quando,  in  tjutti  i  tiempi  di^lCinduziono  la  for-. 
ma  limile  d^l  conduttore  indQMo  cgincidQ  con  quella  di  qm 
linea  d^i  massimi  flu^si^  cioè  di  una  delle  ortogonali  alle  2h 
nfie  di  UvtUo^  nel  caso  di  una  estensione  inanità, 
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Gol  precedente  principio  si  potrà  non  solo  tratiare  il  raso 
qui  specialmente  discusso;  ma  anche ,  sebbene  con  maggior 
difficoltà  di  analisi,  tener  conto  dell'  influenza  della  forma 
del  conduttore. 

7.»  Se 

^(^»  y>  e)  =  0 

e  indicando  una  costante  arbitraria  é  la  equazione  generale 
delle  linee  di  livello,  si  potrà  risolvendola  rapporto    alla  e, 

ottenere 

e  =  f{x,  y); 

e  considerando  nella  fy  x^  y,  come  indipendenti  si  porrà 

Cosi  la  (5)  si  trasformerà  in  una  equazione  assai  semplice , 
che  farà  conoscere  la  forma  della  y*(c). 

Cosi  nel  caso  del  quarto  paragrafo  si  ottiene» 

w  =5  — h  F; 

e 

chiamando  r  la  distanza  di  unr  pqnlo  qualunque  del  condut« 
1076  dolla  dalaiÉìta,'  ed  oc  Tangolò  che  la  r  fa  col  p^ofttnga- 
meato  della  distanì^a  del  cèntro  della  calamita  da  quello  di 

riloiirziooe  si  a^rà 

Acosa 

(8)  tt  =  —  -^ . 

f 

B  d'evo  essere  oulla  >  perché  ad  r  3=00  deve  corrispondere 

Tale  é  la"  legge,  la  (8) ,  secondo  la  quale  varia  Io  slato 
i*fettrfcó  del  disco  ruotante,  purché  sia  abbastanza  graude  la 
distanza  dellaf  calamita  dai  suoi  bordi. 

Nei  caso  del  3."*  paragrafo  si  troverà  ,  essendo 

c\|  =  y^'^r^  x^'  —  a''  y 
Torigioe  fra  le  due  calamite 
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(9)  «=|^arclang^+B 

ove  in  forza  della  condizione  che  per  r  =  (x^H-j/^)*  == 
sia  u  =0,  si  avrà 

B  =  =S=— . 

Se  nella  equazione  dello  stesso  paragrafo  3^     delle  lìaee 

dx  .  dy 

di  nulla  forza  cleltro-motrice,  si  cangia  t-  in  —  -^,  e  ciò 

qy  dx 

fatto  si  integra  la  equazione   differenziale   che    ne    risulta, 

cioè  la 

dx  2yx 


2  -.2  -3      * 


dy  x^  —  y^  —  a 

si  otterrà  la  equazione 

y*  -H  ^*  -+-  «^  =  <?J?  > 

che  è  quella  di  un  sistema  di  circoli  che  hanno  i  loro  cen* 
tri  sull'asse  delle  x',  che  passa  per  i  poli  dello  due  calami- 
te. Determinando  conveniente  la  e,  in  funzione  della  a,  metà 
della  distanza  delle  calamite  fra  di  loro,  si  troverà  la  posi- 
zione di  uno  di  quei  circoli  dato  che  ne  sia  il  raggio.  Se 
ora  a  quel  circolo  cosi  determinato,  di  grandezza  e  posizione 
relativamente  alle  due  calamite,  si  sostituisce  un  disco  me» 
fallico,  la  distribuzione  delle  correnti  e  delle  linee  di  livello 
vi  sarà  la  stessa,  come  se  egli  facesse  parte  del  piano  in- 
finito conduttore,  da  noi  calcolato.  Perciò,  con  questo  artifi- 
zio si  potrà  sottoporre  la  presente  teoria  alla  esperienza , 
senza  essere  costretti  a  calcolar  direttamente  la  influenza 
della  forma  del  disco ,  per  cangiare  la  forma  che  le  cor- 
renti indotte  prenderebbero  naturalmente,  in  un  piano  assai 
vasto,  sotto  la  influenza  delle  sole  calamite. 
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II  caso  generale  di  un  disco  ruotante   sotto  fazione   md- 

gnetica  ,  e  di  grandezza  e  posizione  determinata  dipenderà 

dalla  integrazione  di  equazioni  a  differenziali    parziali  ^  che 

qui,  per  ora ,  non  credo  di  dover    riportare  ;  e  le   lince  di 

ff^tioZ  stato  elettrico  non  corrisponderanno  più  ,  in  quel  caso 

generale,  alle  linee  di  ugual  forza  elettromotrice. 

8.®  Le  linee  percorse  dalle  correnti  indotte  saranno  il  si- 
stema delle  linee  ortogonali  alle  linee  di  ugual  stato  elet- 
trico. Dairesame  puramente  analitico  delle  linee  delle  cor- 
renti indotte  si  potrà  desumere  la  spiegazione  del  moto  co- 
municato all'ago  dal  disco  ruotante  di  Arago.  La  ragione  si 
è  che  quelle  curve  formano  dei  sistemi  affatto  uguali  fra  di 
loro  e  disposti  simmetricamente  ,  ma  colle  correnti  in  dire- 
zione contraria ,  da  un  lato  e  dalPaltro  della  linea  delTago. 
Si  noti  che  la  velocità  del  disco  influisce  per  alterare  tale 
simmetria,  quando  la  velocità  del  disco  e  dello  stesso  ordine 
di  grandezza  di  quella  colla  quale  si  generano  e  si  estinguono 
le  correnti  di  induzione.  In  tal  caso  la  linea  di  simmetria  di 
tali  correnti  non  coincide  più  con  quella    dell'ago. 

Da  ciò  si  vede  che,  per  considerare  il  problema  in  tutta 
la  sua  estensione^  conviene  tener  conto  della  varia  velocità 
del  disco.  Ma  siccome  questa  non  influisce  sensibilmente  per 
la  verifica  csperimentale  dei  casi  qui  discussi,  e  non  può  in- 
fluire se  non  quando  la  velocità  diventa  assai  grande  ,  pos- 
siamo per  ora  trascurarne  la  considerazione.  D'  altronde  ci 
allontaneremmo  troppo  dal  metodo  che  ci  siamo  prefissi,  se 
complicassimo  le  formule  con  introdurvi  delle  condizioni 
nuove,  senza  esser  certi  che  le  già  ammesse  sono  d'accordo 
colla  esperienza;  non  faressimo  allora  che  un'inutile  sfoggio 
di  formule  generali. 

Q.""  Nell'induzione  di  una  sola  calamita  rettilinea  normale, 
sul  centro,  di  un  disco,  e  toccante  quasi  il  disco  stesso,  vi 
sono  due  casi  particolari  degni  di  considerazione. 

Quando  le  correnti  sono  indotte  dalla  calamitazione  i$(<in- 
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tanca,  il  nolo  calcolo  ci  dice,  dclcraùaazionc  falla  delle  co- 
stanti arbitrarie  delle  formule,  che  la  tf  sarà  nulla  io  ogoi 
luogo  del  disco.  E  ciò  ^r^i  prevedibile;  giaccbò  le  line^  ret- 
te che  partono  dal  centro  di^vonp  essere  linee  di  ugual  stalo 
elettrico.,  e  tutto  deve  e^s^r  ugnale  poi  pautì  equjdistaati 
dalla  calamita.  Dunque  pr^iauneiiv^o^i  diille  corrosati  indotte 
sui  fili  del  galvi^po.metra  de^iv^tpf^,  uoq  si  devonp  ottenere, 
in  questo  caso,  correnti  ^riv^lQ  ^1  dlisco.  In  questo  caso 
le  correnti  indotte,  le  cprrcnii  ^he  hanno  pcjf  causa  Vmiotte 
magi^eiica^  e  non  una  disuguagli^i^za  primitiva,  di  stato  elei-- 
trico>  nioii  potranno  cagion^^^e  ui\o  sviluppo,  di  qucUo  stalo 
elettrico,  il  quale  ideile  altre  circos.Mu[^?e,  nella  pila,  è,  non  il 
loro  effelto,  ma  la  loro  causa  imo^e^ia^* 

AUro  ca^o  è  il  seg^ente.  È  quello  in  coi  dello  disco  ai 
muove  i:u^otan.4p  sotto  ^  calau^ita.  Nepp^r?  ojra  si  possono 
avere  correnti  derivate,  perchè  q\\ì  i^anpanp  aP^^  le  indot- 
te; nja  si  9s;5.erv.i  chje.  la  toripijl^  4p^  parae;rafji^  7."* 

Acos  a 


^'  I 


nella  quale  la  A,  come  si  pplrebbe  dimostrare,  4<^ve  essere 
propoiczional^  alla  l  distanza  dqlia.  ca^ag^  al  centro  del,  di- 
sco, darà^  per  u  i^ì,  yalpri  nujli ,  quando  l  è  esjtr^magieate 
piccola,  eccetto  per  dei  punti,  estreipa/ne^te  pros^ji^i  al  cen- 
tro, ove  aij^zi  u  prenderà  valori  grandi^sjfigiì,  (jli^  n^  dicq,  che 
quando  ^np  dei  scandagli  derivatori  dfil  gaj;V^oomet|'p  é  nel 
centro,  o  quasi  al  ceijitro,  e  Taltro  in  un,  altro  pw^itP  qualun- 
que del  disco,  si  otteri:anno,  rnotauflQ  il  disco ,  coirenti  forti 
per  il  più.  lieve  valore  di  U  Se  per  an  piccolissimo  difetto 
di  centrazione  negli  apparecchi  il  centro  del  di^co.  ruotasse, 
p,  e.  attorno  ali*  asse  della  calamita,  li^  formula  precediate 
dice  che  il  disco  resterà,  per  quel  che  po(ri  risultare  nelle 
esperienze^  come  diviso  in  dpe  parti  dal  circolo,  in  cui  ruo- 
terà detto  centro;  e  detto  circolo  sarà  una  linea  di  livello. 
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€iò  spiega  come  anche  quanfda  rcspcricnza  è  fatta  con  cura, 
e  gli  dcanddgli  sono,  raoio  sul  centro  e  l'altro  più  prossimo 
Al  bórdo  del  disieo ,  si  presentano  delle  correnti  asséi  fòri} 
al  gàlVaAoitoetro,  ruotando  il  disco.  Tale  fatto  mi  pare  rien^ 
trarc  in  quello  già  noto  delle  correnti,  che  Si  ottengono  ruo* 
tàndo  una  calamita^  intorno  al  suo  asse  di  figura^  e  ponendo 
delti  scandagli  l'uno  in  mezzo  l'altro  aà  un'estremità  della 
tftessa  calamita.  Se  non  che  in  questo  caso  la  esperienza  é 
molto  più  semplitse  di  quella  indicata  la  prima  volta  dal 
l'aradày. 

Tale  uHima  esperienrza  mi  pare  rientrare  nella  teorica  gè* 
nerale  della  indu^rione.  La  prossimità  degli  scandagli  alla  ca- 
hmrita,  costituiscono,  a  parer  mio,  una  circostanza  al  feno- 
meilo.  In  séguito  potrò  meglio  discutere  tal  fatto. 


±tt 
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RICERCHE  SULLA  STRUTTURA  DELLA  PENOMBRA 

DELLE  MACCHIE  SOLARL 

D.  C.  D-  G. 
DiVertoi^  delV  OsserValorhr  del'  Collègio  RonlalBO 

Le  ricerche  sul  calor  solare,  mi  hanno  condotto  niatilrat- 
lììente  a  fiire  qnafc&e  attenziòòé  all^  tha'òchió  che  si  presen- 
tavano durante  le  mie  esperienze^  nò'n  solo  per  esplorarne  la 
tbmpérattfra,  cui  ho  trovato  decisatutsnle  inferiore  al  reéto, 
m^  anclie  per  esaminarne  otticathenfe  fa' loro  struttura.  Se  non 
clie'  dopo  tanti  Celebri  astronomi  ch^'  se  ne  sòW  occupati , 
con  podrei^ostssimi  strumenti,  e  coti  successo  niotto  mediocre 
ih  proporztoiké  della  fatica'  é  dello  studio'  fatto ,  vi  era  pò- 
co da  sperare  che  io  con  itaezzi  mólto  ihferiori  potessi  avere' 
miglior  fortuna.  Ma  nel  decórso  di  queste  osservazioni  fatte' 
fm  pSer  curiosità  che  per  altro  ,  venne  annunziata  la  bèlla 
scoperta  fatta  dal  Sig,  Dawes  distinto  astronomo  inglese,  in- 
tomo ad  un  QUOTO  metodo  da  lui  trovato   per   osservare  il 
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solcy  usando  il.  quale  egli  avea  già  veduto  diverse  cose  rho- 
ve,  ed  imporlanli.  Entrai  quindi  in  isper<inza  di  potere  an- 
cor io  ottenere  buoni  risultali  dal  nostro  strumento,  il  qi^ale 
benché  di  forza  inferiore  al  suo,  ba  però  il  vantaggio  di  es* 
sere  in  un  clima  più  puro;  e  credo  di  non  essere  stato  de- 
luso nelle  ìx^ìe  speranze.  Ecco  in  cbe  consiste  la  modifica- 
zione introdotta  dal  Sig«  Dawes  nelle  osservazioni  solari. 

È  noto  cbe  per  osservare  il  sole  coi  telestcopi,  si  usa  porre 
avanti  alla  lente  oculare  un  vetro  colorito  assai  fosco  per 
estinguere  la  luce  troppo  viva  dell'astro  (^):  ora  usando  tali 
Tetri)  detti  oGTascanti  o  elioscopii,  coi  grandi  cannoccbiali , 
appena  è  mai  cbe  essi  noti  scoppino  pel  gran  calore  cbe  conce- 
piscono, onde  per.  evitare  ciò  è  mestieri  restringere  T  aper- 
tura, e  così  privarsi  di  uno  de^antaggi  principali  dello  stru- 
mento. Il  Sig.  Dawes  ba  pensato  di  porre  il  diaframma  non 
avanti,  all'obiettivo,  ma  avanti  alToculare  ,  e  precisamente  nel 
foco  comune  delle  lenti,  ove  dagli  astronomi  si  sogliono  met- 
tere i  fili  de*micrometri.  Questo  diaframma  consiste  in  una 
piastrina  forata  con  un  pìccolissimo  foro  da  0,  05  a  0,  001 
di  pollice;  la  piastra  egli  Tba  foderata  d*  avorio  dalla  parte 
rivolta  al  sole,  onde  pel  suo  candore  riflettendo  i  raggi  me- 
no si  riscaldi. 

Applicando  cosi  il  diaframma  all'oculare,  oltre  il  vantag- 
gio di  poter  godere  dell'immagine  formata  da  lutto  Tobiet- 
tivo,  ve  ne  é  un*  altro  ,  cioè  di  restringere  assai  il  campo 
di  vista  del  cannoccbiale,  e  togliere  con  ciò  dalloccbio  del- 
l'osservatore una  gran  massa  di  luce  che  lo  impedisce  dal 
ben  distinguere  gli  oggetti  difiicili.  Questo  metodo  è  usalo 
anche  in  altre  osservazioni;  p.  e.  il  P.  Devico  a  fine  di  ve- 
dere i  debolissimi  satelliti  di  Saturno,  usava  coprire  il  pia- 


(*)  I  molli  lavori  del  P.  Scheiner  8Dlle  macchie  solari  si  devouo 
ad  un  pezxo  di  vetro  torchino  che  egli  possedeva,  e  che  collocava  da- 
vanti allVhiettivo.  Senza  ciò  le  osservazioni  non  si  potevano  fare  che 
prefiso  la  sera,  o  a  sole  mezzo  coperto  da  nubi^  e  anche  col  pericolo 
della  perdita  della  vista,  come  in  fatti  successe  al  Galileo. 
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nota  con  una  laiminctta  metallica.  II  piccolo    apparatido  del 
Sig.  Dawes  ha  danqae  un  pregio  speciale,  e  doveva  sperar- 
sene gran  successo  nelle  osservazioni  di  questa  specie  (^). 

La  maniera  che  io  ho  trovato  più  semplice  per  la  costru- 
zione di  questo  diaframma,  è  stata  quella  di  fare  una  serie 
di  piccoli  fori  di  vario  diametro  in  un  cartoncino  bianco^ 
quale  serve  pei  biglietti  da  visita,  che  essendo  molto  liscio 
e  coperto  di  biacca  può  stare  esposto  per  molte  ore  ai  rag- 
gi solari  concentrati  nel  foco  dell*  obiettivo  di  Gauchoix  di 
6  pollici  di  apertura,  senza  bruciare,  e  né  anche  riscaldarsi 
gran  fatto.  A  questo  espediente  del  Sig.  Dawes  ho  congiun- 
to l'uso  di  un  offuscante  speciale  composto  di  due  prismi  di 
cristallo  uno  azzurro  e  1'  altro  bianco  congiunti  insieme,  e 
formanti  un  sol  pezzo  a  facce  parallele,  che  spingendosi  più 
o  meno  avanti  nella  sua  incassatura,  rocchio  ammette  quella 
intensità  di  luce,  che  meglio  conviene  alla  distinzione  degli 
oggetti  difficili.  Questo  prisma  è  molto  comodo  ma  non  in- 
dispensabile. Per  compiere  questo  cenno  sul  modo  di  osser- 
vare, dirò  che  per  la  piccolezza  del  campo  a  cui  cosi  riducesì' 
Foculare,  si  richiede  più  fatica  neirosservare  cogli  strumenti 
ordinari,  ma  che  comodissime  riescono  tali  ricerche  coi  mon- 
tanti equatoriali.  Prima  di  venire  ora  ai  risultati  ottenuti 
dalle  mie  osservazioni  ,  ricorderò  alcuni  fatti  notissimi  agli 
astronomi  intorno  alla  struttura  delle  macchie  solari. 

Quando  si  guarda  una  macchia  solare  di  qualche  esten- 
zione  essa  trovasi  ordinariamente  composta  di  due  parti,  Tnna 
più  oscura,,  e  sensibilmente  nera,  che  dicesi  nucleo,  e  Tal  tra 
di  una  intensità  di  luce  intermedia  tra  il  nero  del  nucleo 
e  il  fondo  risplendente  del  sole,  che  dicesi  penombra.  * 

Il  nucleo  è  sempre  separato  dalla  penombra  da  una  linea 
decisa  di  confine,'  e  la  penombra  pure  è  separata  dal  fondo 
luminoso  (o  come  dicono  fotosfera) da. un  limite  deciso  è  as- 
soluto, senza  percettibile  sfumatura.  Bare  volte  apparisce  la 

f)  V.  Monlhly  notices  of  ibe  R.  A.  S.  aprii.  7.    1852.   Voi.  XII 
pag.  1G7. 
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itaacchia  senza  la  penombra.  In  generalo  poi  il  coniomo  dell« 

penombra  segue  quello  del  nucleo.    Questa    circostanza  del 

limile  tagliente  cbe  separa  le  varie  parti  della    maccbia  ,  é 

stato  semcpre  uno  dei  punti  più  difllcili  a  spìegfarsi,  d  contro 

cui  siccome  a  scoglio  sono  fenutif  a  infrangersi  quasi  tutte 

le  teorie  proposte. 

Fino  dai  settembre  dello  scorso  anno  io  mi  rivolsi  af  rn 
cercare  se  col  nuovo  metodo  di  osservare  it  sole  io  avessi 
potato  riconoscere  meglio  la  struttura  delle  macchie»  e  favo^* 
rito  io  ciò  da  una  gran  copia  cbe  si  presentarono  in  quel 
tempo^  ricenobbi  che  la  disposia^ione  deHa  MQtefia  solare  at-* 
torno  dite  moccbie,  allora  esistenti,  era  ben  lontana  datt'eS9ere 
uniforme.  La  moltitudine  delle  facde  fuori  del  limite  d'ella 
penombra,  ma  ad  esso  vicinissime,  era  gravdissima,  e  molto 
più  copiosa  cbe  nelle  altre  parti  del  disco;  aicché  poteva 
concludersi  che  la  perturbazione  nell'  atmosfera  solare  che 
prodacevs  )e  macchie  propagavasi  a  gralndo  distanza  da  esse. 
Queste  fecole  non  erano  visibili  altro  che  col  pioòolo  dia- 
framma. Le  macchie  però  allora  osservate  erano  di  quelle  in 
cui  predominava  una*  gran  quantità  di  nuclei,  carattere  quasi 
comune  di  quelle  cbe  stanno  per  isvanire. 

io  stava  intanto  in  aspettazione  di  altre  roaccbie  per  vede- 
re  qualche  altra  novità,  speeialnkOAtc'  in  quelle  che  erano  for- 
mate di  fresco^  e  che  d  ordinarlo  sono  più  o  meno  droolari. 

Sul  finire  deiraono  scorso,  e  al  cominciarr  deiraltuale^  fu- 
rono altresì  copioso  le  macchie,  e  di  vario  specie,  e  alcune 
di  queste  furono  potute  seguire  per  quasi  tuttofi- temfo  che 
restarono*  suirenisfero  a  noi  rivolto.  Senza  star  ^ui  a  pro- 
durre i  registri  che  conservansi  ali  osservatorio^  né  ar  descri- 
vere per  nrinoto  le  sinrgole  osservazioni,  il  che  non  potrebbe 
farsi  senza  moiti  disegni ,  ridurrò  a  pochi  articoli  i  punti 
principali  degni  di  considerazione. 

1,^  La  penombra  delle  macchie  che  veduta  con  deboli  i»- 
grandimenti  e  al  modo  ordinario  appare  di  tinta  uniforme , 
veduta  col  piccolo  diaframma,  e  con  ingrandimenti  di  300 
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a  400  voUc,  apparisce  sempre  dì  una  slrutlura  più  o  meno 
radiala.  I  raggi  che  la  compongono  sono  cor vilinei  ed  trre*- 
golarissimi,  ma  latti  convergenti  al  centro  del  nncleo.  Es» 
{appiano  tra  dì  loro  intervalli  neri  più  o  meno  larghi,  e  gì a- 
^lameiite  possono  paragonarsi  ad  una  moltitudine  di  minutisi 
$imc  correnti,  che  separate  una  dall'altra  sembrano  confluire 
in  un  fondp  comune  (^). 

2.^  Ciascun  raggio,  o  corrente  isolata  considerata  da  sé,  ha 
una  intensità  laminosa  eguale  a  quella' della  fotosfera  da  coi 
$i  stacca.  Il  contorno  del  nucleo  non  è  mai  una  linea  continua: 
ma  olire  il  contorno  generale  poligonale,  quale  scorgesi  coi 
deboli  ingrandimenti,  veggonsi  i  singoli  lati  del  suo  coiitor- 
iu>  tutti  addentellati  minutissimau^aate  ;  questi  quasi  dentelli 
sono  formati  dalle  testate  delle  correati,  e  seguendo  il  loro 
^orso  su  per  la  penombra  fino  al  limite  superiore  ,  trovasi 
cbe  a  ciascun  minutissimo  dentello  del  nucleo  d'ordinario  no 
corrisponde  un  altro  ,  benché  men  deciso  nel  confine,  tra 
la  penombra  e  la  fotosfera.  Alcuni  di  questi  rag^^  più  lar- 
ghi degli  altri  si  stendono  talora,  attraverso  il  nucleo,  e  sem-. 
brano  dividerlo  in  due  o  più  parti.  Questo  ò  il  caso  in  coi 
i  nuclei  appariscoQjo  senza  penombra  di  sorto  alcuna  nei  me- 
diocri  strumenti. 

3.^  Ove  più  correnti  o  raggi  si  incrociano  nella  penombra 
stessa,  ivi  cresce  là,  luqe,  e  diviene  eguale,  in  intensità  al  re- 
sto diel  sole. 

A."»  Nelle  penombra  molto  eslese  quali  sono  qjuello  che 
seguono  come  code  i  nuclei  delle  macchie  che  stanno  per 
svanire^  i  raggi  sono  moltissimo  irregplari,  q  si  intrecciano 
in  mille  guise  indescrivibili*  Non  saprai  come  nieglio  darne 
una  idea  che  paragonandole  aJle  onde  marine  come  si  di- 
pingono dai  pittori,  che  usano  disegnarle  con   una   serie  di 

(*)  Benché  queste  correnti  le  diciamo  minutissime  bisogna  però 
ricordarci  che  nel  sole  l'arco  di  un  minuto  occupa  una  estensione  li- 
neare di  27500  miglia  romane ,  il  che  dà  quasi  46  miglia  per  secondo: 
ora  nn  tenuissimo  filo  di  ragno  sottende  da  2  a  3"  di  arco,  e  le  cor- 
renti talora  sono  più  larghe  di  questa  uUima  estensione. 
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lìnee  serpeggianti  che  corrono  parallele  per.  c(aalcbe  spazia^ 
e  poi  tutte  ad  un  tratto  confondendosi  insieme  vengono  a 
formare  l'arricciatura  del  flutto. 

Questa  struttura  radiata  della  penombra  non  è  del  tutto 
nuova  )  ne  parla  il  celebre  Signor  lohn  Herschel  nelle  sue 
osservazioni  del  Capo  (^)  ,  soggiungendo  che  tale  apparenza 
6  frequente  nello  figure  di  Pastoroff ,  che  molto  si  é  occu- 
pato di  tali  ricerche.  Pare  però  che  gli  astronomi  e  i  fisici 
vi  abbiano  fatto  poca  attenzione  ,  e  la  considerassero  come 
un  caso  eccezionale^  né  siano  mai  entrati  nei  dettagli  indi* 
cati  qui  sopra.  ìiè  fa  meraviglia;  perché  essi  sono  diflìcili  a 
vedersi  col  modo  di  osservare  finora  usato,  tranne  nel  caso 
deVaggi  più  marcati  e  grossi.  Esigono  anche  uno  stato  di 
atmosfera  terrestre  assai  tranquilla,  e  certa  pratica  di  osser- 
vare^ che  consiste  specialmente  in  guardare  V  oggetto  senza 
tensione  dellocchio.  Questa,  struttura  della  penombra  è  però 
di  sommo  rilievo  per  arrivare  un  giorno  a  conoscere  qual- 
che cosa  sulla  natura  della  fotosfera  solare.  Il  fatto  che  i 
raggi  formanti  la  penombra  veggonsi  spiccare  dalla  parte  lu- 
minosa del  sole  ,  e  scorrere  verso  il  nucleo  conservando  la 
stessa  intensUà  luminosa  della  massa  da  cui  si  staccano,  pro- 
va che  la  penombra  non  è  formata  di  sostanza  differente  dal 
resto  della  fotosfera;  ma  che  il  minore  splendore  che  essa 
ha,  deriva  principalmente  dal  trovarsi  in  essa  misti  spazi 
chiari  od  oscuri,  e  dall'esser  ivi  la  materia  incandescente  di- 
visa in  varie  correnti.  Se  con  minori  tclescopii,  o  anche  coi 
grandi,  ma  guardando  colfusato  metodo  in  cui  Toccbio  resta 
abbacinato  dalla  luce  del  resto  del  campo,  noi  vediamo  la  pe- 
nombra di  una  tinta  uniforme;  è  questo  un  fenomeno  simile 
a  quello  che  accade  guardando  a  distanza  una  incisione  a 
bulino,  nella  quale  i  tratti  neri  e  bianchi  misti  insieme  for- 
mano una  tinta  o  sfumatura  intermedia,  tra  il  bianco  della 
carta  e  il  nero  deirinchioslro. 


(*]  Results  of  the  observalions  of  the  Cape  of  Good  Hope  p.  432. 
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£  nolo  cho  le  grandi  macchie  al  princìpio  della  loro  ap« 
parizione  sono  d'ordinario  pressoché  circolari.  Spesso  allora 
Teggonsì  come  punti  neri  o  pori  in  cui  la  penombra  è  ap- 
pena distinguibile.  Questo  poro  si  allarga  di  mano'  in  mano, 
e  apparisce  decisamente  la  penombra,  e  in  '  questa  fase  é  più 
perfetto  che  in  ogni  altra  epoca  il  parallelismo  tra  ilcon'^ 
torno  del  nucleo  e  quello  della  penombra.  Gol  piccolo  dia-» 
framma  possono  vedersi  le  varie  correnti  staccatesi  dalle  parti 
cbe  sono  le  più  prominenti  nel  contorno  della  penombra  , 
avanzarsi  bene  avanti  nel  nucleo,  e  talora  due  di  queste  da 
parti  opposte  congiungersi  insieme,  e  separarlo  in  due.  Ma 
quando  la  macchia  ha  durato  così  per  qualche  tempo,  essa  si 
guasta  e  cessa  in  gran  parte  il  parallelismo  tra  i  due  contorni: 
la  penombra  è  in  generale  più  ristretta  verso  qualche  parte, 
che  dicesi  precedente  nel  moto  diurno,  e  più  allungata  sulla 
seguente.  Nella  regione  seguente  soprattutto  si  manifestano  que* 
gruppi  di  crespe ,  che  tanto  rassomigliano  ai  flutti  di  un 
mare  burrascoso  (^).  Questi  fatti  provano  che  non  si  deve  at- 
tribuire la  penombra  ad  una  seconda  atmosfera  inferiore  alla 
fotosfera,  che  divenga  a  noi  visibile  quando  questa  si  squar^ 
eia,  come  proponeva  W.  Herschcl  (**). 

Nella  macchia  osservata  agli  ultimi  di  decembre  dell'anno 
scorso  e  ai  primi  di  gennaio  del  corrente,  fui  molto  sorpreso 
da  una  apparenza  per  me  allora  nuova,  ma  che  poscia  ho  ve^ 
duto  più  volte  riprodotta  nelle  belle  Cgure  date  da  Herschel 
neiropera  precitata.  Veduta  in  confuso  quella  gran  macchia 
pareva  avere  tre  o  quattro  nuclei^  ma  meglio  analizzata  coi 
piccolo  diaframma  essa  appariva  avere  in  realtà  un  solo  nu- 
cleo principale^  ma  questo  attraversato  come  da  una  gran 
corrente  che  lo  divideva  in  due:  oltre  questa  vi  era  un* 
altro  come  gran  nastro  di  fuoco  che  a  guisa  di  cerchio  quasi 


(*)  V.  le  figure  dell'opera  di  Herftcbell  sopra  citata:  esse  contengono 
varii  casi  di  queste  macchie.  Di  là  può  concludersi  cbe  in  mezzo  a 
tante  irregolarità,  pure  vi  sono  molte  leggi  che  non  tarderanno  gran 
fatto  ad  essere  riconosciute. 

{**)  V.  Outlines  of  Àstronomy  u.  389. 
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j&ompleto  si  slendeva  sopra  una  parte  del  nucleo  e  attraversò 
la  corrente  precedente  :  pareva  appunto  di  vedere  uno  de 
grandi  crateri  lunari  in  cui  fosse  illuminata'  poco  più  che 
la  metà  delia  corona  di  montagne  che  ne  formano  il  ciglio. 
Tale  apparenza  durò  poco  pi{|  di  2  ore.  Dopo  di  che  goa- 
stossi  la  regolarità  della  forma^  e  ne*giorni  seguenti  la  mac- 
chia perdette  ogni  carattere  di  regolarità. 

Confesso  che  al  primo  vedere  questa  corrente  di  fnocd 
attraversala  dalfaltra  come  da  un  arco  ,  fui  forteniente  in- 
dotto a  dubitare  se  esse  erano  realmente  nel  medesimo  pia- 
no :  però  l'apparenza  del  rilievo  che  si  ha  sugli  oggetti  ve-f 
duti  coi  cannocchiali,  è  troppo  spesso  illusoria  per  potere 
somministrare  fondamento  di  realtà  alcuna  (^);  ciò  non  ostante 
io  credo  cosa  importante  che  si  cerchi  di  comprovare  con 
l'aiuto  de'princjpii  di  prospettiva,  se  mai  le  apparenze  di  ar- 
chi siano  tali  da  far  credere  che  le  yarie  corréoti  tion  siano 
nel  medesimo  piano.  Se  la  materia  della  fotosfera  é  gassosa 
come  crede  provato  il  Signor  Arago  colle  SQe  ingegnose  sper 
rienze,  nulla  è  più  facile  ad  intendersi;  ma  se  non  Io  é,  aU 
lora  riuscirebbe  più  difficile. 

Quantunque  Tastronomo  debba  occuparsi  a  preferenza  di 
descrìvere  i  fatti,  anziché  a  cercare  Io  teorìe,  pure  in  que- 
sto caso  é  assai  difficile  disgiungere  una  dall'altra,  e  dopo 
aver  richiamato  alla  attenzione  de'Qsici  i  fatti  che  se  non  sono 
al  tutto  nuovi,  non  erano  però  stati  mai  contemplati  sotto  il 
loro  vero  punto  di  vista,  mi  sia  permesso  di  richiamare  al- 
tresì alla  vita  una  opinione  proposta  molti  anni  sono  dalfa- 

(*)  Come  esempi  di  queste  illusioni  citeremo  il  fallo  delle  lettere 
che  scolpite  ed  incavate  in  an  marmo  veduto  col  cannocchiale  astro- 
nomico spesso  appariscono  rilt*vate  ;  e  V  altro  fenomeno  più  comuaef 
ancora,  e  ohe  non  può  correggersi  colla  riflessione  della  mente  in  mò- 
do alcuno,  cioè  dhe  le  prospettive  degli  oggetti  terrestri  veduti  nel 
cannocchiale  ,  che  pure  raddrizza ,  appaiono  rovesciate  ;  cioè  ohe  la 
parie  ptiì  viciua  ali  osservaAoré  di  due  linee  parallele  pare  più  strettii,, 
e  la  più  lontana  più  larga,  mentre  ad  occhiò  nudo  e  secondp  le  leg- 
gi di.  prospettiva  dovrebbe  essere  il  contrario.  Questo  fenomeno  è 
poco  conosciuto  dai  fisici,  e  non  so  che  ne  sia  stata  data  spiegazione 
alcuna. 
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strQQomo  WiisoQ,  per  ispicgarc  la    penombra  delie  macchie 

solari,  ma  creduta  da  alcuni  impossibile  a  sosteoersi* 

Questo  astronomo  in  una  memoria  inserita  b«I  tomo  LXIV 
parte  I  delle  Transaz.  filosofiche  per  Tanno  1774^  prova  ad 
evidenza  che  le  nMcehie  sphri  nona  c/$vil4  Mila  $up$rficie  «o* 
iQte.  4^  qpestp  fatlp,  che  i  impossibile  contraddire  egli  sog* 
giuogej  ^be  molto  pFobftbilment^  la  p^piombra  non  consiste  in 
altro,  ohe  nelle  pareli  inclinat0  di  queste  cavità,  e  che  essa 
è  formaU  dalla  materia  stessa  deli'  inviluppo  luminoso  che 
scorro  a  rjiempjire  il  iroto  formatosi  in  esso  dalla  capsa  che 
vi  produsse  la  macchia.  Egli  porta  a  questo  proposito  il  fatto 
osservato,  che  il  contorno  della  penombra  seguo  bensì  quello 
del  nucleo,  ma  jn  modo  che  i  suoi  angoli  sono  moUo  più  roton- 
fi%\\  che  non  quelli  del  nucleo  stesso:  che  anzi  una  volle 
avendo  osservato  uu  nucleo  spezzarsi  in  due,  il  contorno  delia 
penombra  non  si  chiuso  facendo  un  angolo  il  coi  vertice  fosse 
rivolto  al  nucleo,  ma  invece  si  conformò  io  modo,  che  esso 
irivolgeva  a  questo  k  sua  apertura,  quasi  indicar  volesse,  che 
la  materia  luminosa  per  correre  a  riempire  il  nucleo  si  era 
avallata  lateralmente,  ed  aitargatai  la  penombra  in  quella  dire- 
zione. Altre  prove  della- sua  ipotesi  possono  vedersi  nella  sua 
memoria  che  meriterebbe  esser  tutta  qui  riprodotta.  Ma  contro 
questa  ingegnosa  ipotesi  militava  sempre  una  forte  obiezzio^ 
no  ;  conm  mai  la  sola  inclinazione  de'fianchi  della  cavità  pò* 
tesse  produrre  una  diminuzione  cosi  grande  di  luce,  che  se- 
condo i  risultamenti.  fotometrici  di  Herschell  é  circa  delia. 
m^tà  ?  Non  appariva  pos^bile  che  una  semplice  differenza 
di  livello  nette  parU  d^lla  fotosfet^  potessero  produrre  tale 
effetto.  L^obiezione  é  forte,  ed  egli  stesso,  se  la  propone,  ma 
noib  ne  dà  xetevole  solua^one.  La  for^  db'  suoi  strumenti 
era  incapace  di  mostrargli,  la  vera  strutlara  della  penomrbra. 
Egli  la  supponevai  di.  u^a  Siro  ttuira  uniforme,  e  noi  abbiamo. 
iLedUfttiQ.  qbe  es$a  non  è  tale  :  ove  è  penombra  ivi  à  discoo- 
timiità)^  o  il  nucl^  nero  vi^ihile  sen;ea  interrq^ictoi  nel.  cen- 
tro delU.  macchia,  è  pure  visibile  tr^  gli   inlcrsitizi}  bi^ciati 
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dalle  eorrerUi  di  materia  luminosa  cke  scorrono  a  riempirne 
la  cavità,  e  la  mescolanza  di  questi  tratti  chiari  ed  oscuri 
produce  la  penombra.  Questo  è  puro  fatto,  cosi  pare  a  me 
che  resti  tolta  di  mezzo  la  grande  obiezione  fatta  alla  teo- 
ria di  Wilson.  Oltre  di  ciò  possiamo  aggiungere  che  se  pure 
alcuni  di  tali  raggi  sembrassero  talora  meno  luminosi  dell^ 
fotosfera  ciò  potrebbe  nascere  da  più  cause  1.^  perchè  essi 
potrebbero  essere  composti  di  altri  filamenti  minutissimi  a 
noi  indiscernibili,  2.^  perché  trovandosi  in  essi  più  assoti* 
gliata  la  materia  luminosa,  se  essa  ha  qualche  grado  di  tra- 
sparenza può  lasciare  vedere  attraverso  dì  se  il  nucleo  oscu- 
ro, o,^  Perchè  essendo  le  macchie  cavità,  esse  trovansi  sot* 
toposte  ad  uno  strato  di  atmosfera  solare  più  profondo,  che 
per  la  sua  densità  può  molto  indebolire  la  loro  luce,  e  in- 
fatti sappiamo  quanto  questa  sia  assorbente. 

L'aspetto  di  correnti  che  abbiamo  veduto  assumersi  dalla 
materia  della  fotosfera  potrebbe  fare  sospettare  ad  alcuno , 
che  essa  debba  essere  liquida,  anziché  gassosa  .ed  elastica , 
come  sembrano  indicarla  le  precitate  sperienze  del  Signor 
Arago.  Quantunque  nulla  possiamo  decidere  sulla  natura 
della  fotosfera ,  pure  faremo  osservare  che  il  fluire  della 
materia  luminosa  a  modo  di  torrenti  verso  il  centro  de' 
nuclei  non  induce  necessaria  conseguenza  ,  che  la  materia 
sia  liquida,  e  che  il  suo  scorrere  si  faccia  alla  guisa  delle 
lave  de'nostri  vulcani  strisciando  sul  suolo,  né  è  necessario 
ammettere,  che  le  irregolarità  de*  nuclei  al  chiudersi  delle 
macchie,  nascano  solamente  dalle  irregolarità. della  superficie 
solare,  benché  queste  vi  possano  contribuire.  Infatti  nella  no- 
stra atmosfera  medesima  noi  vediamo  spesso  le  nubi  correre 
da  varie  parti  dell'orizzonte,  e  chiudere  il  cielo;  anche  dalle 
cime  delle  alte  montagne  veggonsi  le  nebbie  avanzarsi  tra  i 
fianchi  delle  sottoposte  vallate ,  e  coprire  i  bassi  fondi  la- 
sciando libere  le  cime,. sicché  ammettendo  anche  un  avalla- 
mento  nella  materia  solare,  e  questa  scorrente  a  modo  di  ri- 
vi, non  è  mestieri  supporta  liquida^  e  al  contatto  del  nucleo 
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solido,  ma  basta  che  essa  sia  come  una  densa  nebbia,  appunto 
come  la  supponeva  Wilson.  La  preponderante  azione  della  gra- 
vità che  ivi  è  ben  27.9  volte  più  forte  che  alla  superficie 
della  terra  può  determinare  la  discesa  di  questa  materia  ben- 
Qhc  gassosa  con  grande  rapidità ,  come  la  gravità  produce 
anche  qui  in  terra  Tabbassainento  delle  nubi.  Ghe.Ja  mate- 
ria luminosa  nuoti  come  in  un  altra  atmosfera  trasparente, 
non  pare  potersi  mettere  in  dubbio,  in  modo  alcuno,  e  noi 
parlando  del  caler  solare  in  altri  articoli  ne  abbiamo  portate 
non  mediocri  prove,  onde  la  teoria  di  Wilson  non  deve  cre- 
dersi in  opposizione  colla  opinione  più  ricevuta,  che  la  foto- 
sfera solare  sia  gassosa.  !kla  se  le  macchie  sono  cavità,  e  la 
fotosfera  tende  a  livellarsi  sopra  di  esse,  quanta  sarà  la,  spes- 
sezza di  questo  strato  medesimo  a  cui  dobbiamo  la  luce?  Que- 
sta questione  è  stata  toccata  dal  Wilson,  il  quale  nelle  sue 
osservazioni  trovò  la  profondità  della  macchia  di  circa  un 
semidiametro  terrestre;.  Questa  non  sarebbe  gran  cosa  relaLi- 
vamente  al  diametro  del  sole;  ma  troppo  scarse  sono  su  di 
ciò  le  nostre  cognizioni:  ad  ogni  modo  però  benché  non  mollo 
elevata,  essa  deve  essere  densissima,  perche  ubbidisce  assai 
prontamente  alla  gravità  solare,  e  perchè  assai  densa,  è  queir 
atmosfera  trasparente  in  cui  nuota,  della  quale  abbiamo  già 
detto:  che  probabilmente  Io  strato  infimo  spandendosi  neirin- 
Icrno  della  cavità,  può  colla  sua  spessezza  assorbire  sempre 
più  luce,  e  far  comparire  anche  più  oscure  le  parti  depresse 
della  fotosfera,  e  al  contrario  è  probabile  che  le  facole,  cui 
è  fuori  di  dubbio  essere  prominenze,  non  per  altro  appari- 
scono più  chiare  del  resto,  se  non  perché  si  estollono  alcun 
poco  al  di  sopra  degli  strati  più  densi  delfatmosfera  medesima. 
Qui  termina  quanto  possiamo  dire  con  qualche  probabilità 
di  non  errare  in  materia  cosi  diificile  :  le  osservazioni  che 
abbiamo  recato  in  mezzo  sulla  struttura  della  penombra  ci 
pare  che  rimuovano  la  principale  difficoltà  opposta  alla  teo- 
ria di  Wilson,  se  questo  sia  in  effetto  noi  lo  lasciamo  al  giu- 
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dÌ2Ìo  de'lettori^  e  paghi  di  avere   accennato  il  fatto  e  rilc- 
Tatane  la  importanza,  ci   contenteremo  di  avere    aperto  un 
nuovo  campo  di  ricerche. 

Resterebbe  un  sol  punto  a  dilucidarsi,  ed  è  per  qual  ca- 
gione la  materra  diefla  fotosfera  assuma  V  aspetto  cosi  fita^ 
mentoso  e  a  modo  di  cofreilt^',  ^  perché  et  pi^imo  apparire 
le  macchie  sieno  ordinarìatueilte  ^nza  penomBfa,  e  anzi  pre- 
cedute da  facole.  Ha  una  soddisfacente  spiegazione  di  ciO 
non  può  darsi  evidentemente  senza  conoscere  la  natura  della 
fotosfera,  dal  che  siamo  ben  lontani.  Forse  Tipotesi  di  Wil? 
son  stesso  è  la  più  ragionevole,  che  cfoò  gli  squarciamenti 
nella  fotosfera  siano  prodotti  da  eruzioni  gassose  uscenti  eoq 
impeto  daH^intcrno  del  globo  solare,  col  che  bene  si  spieghe- 
rebbero le  prominenze  o  facòle  che  precedono  le  macchie*, 
come  pure  la  circostanza,  che  il  foro  da  principio  è  seivza  sfa- 
bramento  o  penombra,  perchè  la  veemenjra  de'gas  lanciati  im- 
pedisce r afflusso  d^lla  materia,  cessato  il  cpiale  la  materia 
fluid»  delfa  fotosfera  prende  H  suo  corso  a  riempire  il  vqoto 
prodotto.  Forse  coti  potrebbe  spiegarrsi  la-  relazione  da  talml 
supposta  friai  le  protuberanze  rossastre  visibili  iq  tempo  di 
ecclissi  e  le  toacchié.  Ma  basti  Qn  qui  di  queste  congetture 
che  poco  far  possono  di  giovaMieato  alla  vera  sc|eza. 

»■■—■■■  >■■!  Il  .y  ■■!.■ 
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SULL'  ANEUO  Di  SATURNO 

NOTA 
Dtl.  P.  à.  SECCHI  V.  C.  BI  Ct 

In  questi  annali  abbiamo  dato  notizia  della  singolare  sco- 
perta fatta  recentemente  di  un  terzo  aqelio  di  Saturno  con- 
centrico agli  altri  due,  ma  da  essi  diverso,  perchè  è  nota- 
bilmente più  oscuro,  e  riflette  pochissima  Iqce.  |I  sig.  Las-* 
sei  ha  dimostrato  coi  suoi  forti  telescopi  ciò  che  noi  ave- 
vamo sospettato,  cioè  che  esso  è  trasparente  (^)  ;  egli  infatti 

ha  potuto  vedere  attraverso  a  questo  anello  gli  orli  de|  di^ 

■     ■■■■■■■  ■  ■  ■       ■  ■ 

0  V.  Memorie  dell'  Osservatorio  del  C.  R.  anno  1850  p.  33. 


(  195  ) 
SCO  del  pianeta.  laollre  noi  avevamo  avverlUo  un  feoon^eno 
singolare  (*),  cioè  ch^  dalle  duo  p.arli  V  anello  non  pareva 
avere  la  nedesima  tin^a,  mia  che  da  uo^  appariya  i^^ssaslro» 
e  4airallra  ttKchiaiccio  :  tu,tte  le  cautelo  sì.  er^Q.  ppes^  per 
riconoscere  se  questo  derivare  poteva  da  difetto  di  ^ifOma- 
tisoaa  nel  nostro  strumento,  ma  restawivo  qooixinti  cbe  era 
realmente  proprio  del  pianeU  >.  o  ivop  iliasione.  Ora  il  sig. 
Lassel  ha  trovato  la  stessa  cosa  s^za  sapere,  u.i:^^  delle^  la- 
stra scoperta  (**):  egli  spera  che  questo  fepwicQO.  pQS3a  ser- 
vire alla  determinazione  della  rota^i^ne  dell'  a(veU9  quando 
sia  meglio  studiato. 

Ma  una  cosa  anche  più  importante  è  stata  tr^^vg^ta  dal 
Sìg.  Ottone  Struve  figlio  del  celebre  direttore  dell'  Osserva* 
torio  di  Pulkowa,  che  mostrerebbe  trovarsi  quel  sistema  ia 
uno  stato  di  crisi  tuttavia  permanente  (^*;.  Pa^^agopa^do  eglii 
le  misure  di  Saturno  prese  da  Ugenio,  e  le  figuro  diagli  ^l« 
tri  antichij  con  i  risultamenti  dell^.  moderoe  o^erya^ioqi , 
vi  ha  trovato  una  considerabile  differenza  in  ciò,  che  la  lar- 
ghezza deiranello),  la  quale  da  essi  dicasi  eguale,  ^  ^IqiAanto 
mìiipra  dello  spazio  oscuro  che  separai  il  pi^^neti  d^U'^nello 
medesimo,  ora  trovasi  in  tutte  allre  proporzioni^  cio6  la  lar- 
ghezza dett'an^ilo  é  molto  maggiore  che  lo  spazio  oscuro  tra 
il  pianeta  e  Tane  Ilo.  Gonsegueoza  immediata  di  qi^esta  cu- 
riosa difTerenza  si  è  che  l'anello  devo  essersi  dilatata  consi- 
derabilmente,  sia  verso  il  pianeta,  sia  ali  esterno  dalla  partei 
opposta.  Diverse  ragioni  però  indicano  che  il  diametro  este- 
riore dell'anello  ò  rimasto  costante^  e  che  tutta  la  variazio- 
ne é  una  dilatazione  del  medesin^p  dalla,  ps^rte  interna.  In- 
fa(ii  il  rapporto  del  diaqiictro  del  pianeta  a  quello  deU^nello 
esterno  rimane  orai  io  stesso  quale  é  d^to  dagli  antichi,  men- 
tre.  differisce  assali  il  diametro  dellanello  intcriore,  che  ora 
é  considerabilmente  più  piccolo. 

{*)  V.  Memorie  ec.  anno  1851.  p.  36. 
('*)  Hoolhly.  Noiices  of  ihe  R.  A.  S.  Voi.  XIII.  p.  147. 
(***)  Sur  le«  dimensious  des  Àuneaui  de  Saturne  par  Otto  Struve* 
Mem.  Acad.  S.  Pelersbourg.  lY.  Serie.  T.  V.  1852. 
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Siccome  in  queste  materie  è  sempre  bene  moltiplicare  le 
autorità,  ho  voluto  vedere  se  tra  gli  antichi  astronomi  ita- 
liani e  celebri  costruttori  di  lenti  quali  furono  il  Campani 
e  il  Divini,  che  furono  anche  bravi  osservatori,  potessi  tro- 
vare una  conferma  di  quello  che  dice  il  Sig.  Struve,  e  sono 
stato  assai  fortunato  di  rinvenire  una  Ggura  di  Saturno  data 
dal  Campani  nel  1664  in  una  operetta  intitolata  :  Raggua- 
glio di  due  nuove  osservazioni^  una  celeste  in  ordine  alla  stella 
di  Saturno;  e  terrestre  V  altra  in  ordine  agli  strumenti  mede- 
simi coeguali  si  è  fatta  Vuna  e  V altra  osservazione^  dato  al  se- 
renissimo Principe  Mattia  di  Toscana  da  Giuseppe  Campani  da 
s.  Felice  dell'Umbria  di  Spoleto,  In  Roma  per  Fabio  del  Fal- 
co 1664.  La  figura  pare  disegnata  sul  principiare  del  1664: 
essa  non  é  fatta  con  misure  micrometriche ,  ma  attcstando 
esso  che  un  suo  amico  di  professione  pittore  gliene  disegnò 
una  simile  possiamo  stare  sicuri  che  le  proporzioni  sono 
esatte.  Di  ciò  se  ne  ha  una  prova  anche  in  ciò  che  il  rap- 
porto tra  il  diametro  del  pianeta  e  deirancllo  trovasi  eguale 
a  quello  dato  dalle  misure  di  Ugenio  e  dì  Struve  :  così  as- 
sumendo pel  diametro  del  pianeta  17''.8  si  ritrova  pel  dia- 
metro deiranello  estemo  39''.67  ,  che  appena  differisce  da 
40'^0  che  é  la  misura  dedotta  da  Struve.  Assicurato  così 
che  la  figura  era  fatta  nelle  debite  proporzioni,  sono  restato 
anch'io  convinto  esservi  una  notabile  diversità  tra  essa  e  V 
apparenza  attuale  di  Saturno  :  Tanello  nella  fig.  di  Campani 
è  largo  un  tantino  meno  che  lo  spazio  oscuro  che  separa  il 
pianeta. 

Biferirò  qui  la  tavola  delle  dimensioni  antiche  o  moder- 
ne di  queste  due  parti,  estraendola  dalla  memoria  del  Sig. 
Struve,  e  inserendovi  quella  di  Campani  : 

Osservatori  Epoca     ^''^^y  delio   larghezza 

^        spazio  oscura   dell  aneUo 


Hujghens  .     .     .     1657        6".5  4".6 

Campani     .     ,     .     1664        6.  6  5.  4 

Huyghens  e  Cassini  1695        6.  0  5.  1 
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Bradicy.     .     . 

.     1719 

5.  4 

5.  7 

Hcrscbel     .     . 

.     1799 

5.  12 

5.  98 

W.  Slravc.     . 

.    1826 

4.  36 

6.  74 

Encke  e  Galle 

.    1838 

4.  04 

7.  06 

0.  Struvc  .     . 

.    1851 

3.  67 

7.  43 

Da  questa  tavola  conclude  il  Sig.  Slruve  1.*^  che  le  variazio- 
ni sono  maggiori  di  quanto  possa  attribuirsi  agli  errori  di 
osservazioni  o  alla  influenza  degli  strumenti,  che  ora  sono 
certamente  migliori.  2.*^  che  questa  variazione  progredisco 
col  tempo^  e  ne  deduce  la  formula  seguente 

larghezza  dciranello  =  5'M34 

—  0.0130  {$  -^  1760). 

Parrebbe  però  che  in  questi  ultimi  anni  la  dilatazione  dell* 
anello  sia  ita  progredendo  più  rapidamente  che  dianzi,  onde 
forse  da  qui  a  non  molti  secoli  l'anello  potrebbe  giungere 
a  toccare  il  pianeta,  onde  sono  bene  lontani  dal  vero  quelli 
che  considerano  questo  sistema  come  se  fosse  in  equilibrio. 

Un  altra  prova  della  dilatazione  dellanello  si  ha  dalle  os- 
servazioni di  Cassini  e  di  Maraldi.  Essi  infatti  dicono  che 
la  divisione  oscura  che  separa  l'anello  in  due,  è  nei  mezzo 
deir  anello:  ma  adesso  la  linea  di  divisione  e  bene  al  dilà 
del  mezzo,  e  l'anello  interno  ha  una  lunghezza  in  circa  dop- 
pia dell'esterno,  onde  anche  questo  prova  un  allargamento 
deiranello  interiore.  Di  più  le  figure  antiche  ci  danno  l'anello 
che  nella  massima  apertura  appena  tocca  il  pianeta  col  lem- 
bo interno  ,  mentre  ora  no  copre  una  parte  considerabile  : 
tutte  queste  ragioni  e  fatti  fanno  vedere  che  realmente  va 
succedendo  una  dilatazione  nell'anello  Interiore. 

Alcuni  hanno  creduto  che  1'  anello  nebuloso  fosse  di  re- 
cente formazione,  ma  il  Sig.  O.  Struve  ha  trovato  traccio  di 
esso  nelle  figure  antiche  ed  io  pure  vedo  nella  figura  di  Cam- 
pani una  certa  specie  di  penombra  dalla  parte  interna  dell' 
anello,  precisamente  al  luogo  dell'anello  nebuloso  attuale,  la 
quale  mostra  che  anche  allora  esisteva  questo  anello,  ma  che 
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la  sua  sfamatura  Io  rcndova  indiscernibile^  e  si  credeva  piai- 
tosto  elle  quella  traccia  fosse  un'ombra  dell'anello  sol  globo. 
Indizi  sicuri  di  queste  mutazioni  sono  le  suddivisioni  secon- 
darie ora  Tisibili  ed  ora  nò,  quale  appunto  era  quella  dell' 

anello  oscuro  che  visibile  nel  1850  è  non  fu  più  nel  52. 

^t  '       111    »  ■       Il  ■       Il  >    I    . .  ^ 

SOPRA  ALCUNE  FORMULE  DERHATE 
COL  MEZZO  DELL'  INVERSIONE 

NOTA 

DEL  0k«.  PATÒT.  G.  HELlàTlTM 

Cbiariss.  'Profe^ore 

Padova  il  6  Fcbbrajo  1853. 

1.  Se  per  ciascuno  dei  punti  A,  B,  C, e  per  un 

punto  fisso  O  si  prende  ^ulla  retta  *0A  la  *0À'  =  1  :  OA  , 
sullci  OS  la  Oft'  =1  :'ÒB  ,  ec.  i  |)unti  A',  BS  •  .  .  co^ti- 
tituisconò  una  Sfigurii  inversa  flelhi  A,  S, .  .  . 'Qtieiàta  deriva- 
zióne da  'una  ^figur^  ad  'tiu*  ^Itt*a  si  'espritiie ,  fiticbè  tdtti  i 
"punti  O,  A,  B, .  .  .  staiitib  'in  un  piano  coli*  equipollenza 

OA'=Ì:cjOA, 
cotne  dbsi  nel^a  Ndta  che  fltlà  mi  fece  Totiore  d*iuserìre  nel 
fascicolo  ^ndvemlire  1852'ttéi  isuòi  Annali.  Secondo  l'algorit- 
mo del  'hìio  metodo  'ne  risulta  l'equlpolletìza 

A^B'  =  ÒB'  —  OA'  =  (cj  OA  —  cj  OB)  :  cj  OA  .  cjOB  s 

—  cjÀB  ;cjOA.cjOB, 

la  quale  esprime  rispetto  agli  angoli  la  relazione 

OA^B'  5=  — OAB  , 

e  rispètto  alle  lunghéif^e  *  la 

A'B' ==  AB  :  OA .  OB  , 

da  cui  eziandio 

AB  =  AB'  :  OA'.  OB'  . 

-Qncstu  'relazióne  tfa  le  dtistanze  di  'duo  'pùnti  e  dei  loro  io- 
Tersi  ha  foogo  per  ogni  figura  'àtaéhe  a  tre  dimensioni,  poi- 
ché il  centto  dln^ersidne  <0  ed  i  quattro  punti  A  B  A'B' 
aono  sem^ft'e  iu  Uno  i^te^ao  plano. 
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2.  Quando  i  Irò  panti  A  fi  G  sooo  in  linea  rella  è  (iK>n 
dimenticando  mai  la  vegoia  .relativa  ai  segni  ) 

AB-hBC^CA=0; 

passando  alla  figura  inversa,  e  perciò  sostituendo 

A'B'iOA'.OB'      ad    AB,  ec. 
si  ba 

A'B'.  OC'  +  B'C.  OA'  -+-  C'A'.  OB'  ^  0  , 

la  quale  esprime  il  teorema  Tolemaico,  giacché  la  figura  Jn- 
Tersa  di  una  retta  ABC  è  un  circolo  OA'B'C. 

3.  Così  per  ogni  quadrilatero  ABGD  inscrivibile    nel  cir* 

colo  si  ha 

AB.  CD  -V-  BC.  AD  ^  €A.  BD  sO , 

queita  espressione  sussisterà  aaobe  per  quattro  punti  di  una 
retta,  ed  ò  facilmente  «verificabile  ahe  essa  ò  esatta  anche  te- 
nendo conto  dei  segni.  Ora  ogm  equflasiime  tra  i  punti  di  una 
Pitia. iti  im9nediatam$nte  un^^qu^ottenza  pei  punti  di  4m  piano f 
dunque  per  quattro  punti  di  un  piano  ha  sempre   luogo  la 

equipollenza 

AB.»CD  -4- BC.  AD  ^  CA.  BD  =  0. 

Cioè  per  ogtìi  fqiia\li;Uatero  ABGD  .può  costruirsi  un  triango- 
lo, i  cui  lati  siepo  espressi  dai  termini  dì  quella  equipollen- 
za; vale  a  dir^  un  lato  avrà:la/Inughez%a  =  AB.  CD,  e  Tin- 
dinazione  uguale  alla  somma  delle  inclinazioni  delle  AB,  CD; 
simil. casa  dieasi  degli -altri -due  lati. -Come  corollar ii  :  se  il 
quadrilatero  ABGD  abbia  due  angoli  opposti  supplementi  si 
ricade , nel  teorema  ^Tolemaico,  e  se  due  .ai^goli  opposti  sono 
complementi,  i  prodotti  delle  diagonali  CA,  BD^  e  quelli  dei 
lati  •  opposti  AB.  CD ,  BC.  AD  hanno  la  stessa  relazione  del- 
ripotenusa  e  dei  cateti  di  un  triangolo  retlangolo. 

4.  Nella  Geometria  Superiore  sono  di  gmndTiiso  i  rapporti 

,    . .     ,   DE.  FG.  HI        ...,.., 
analoghi   al  -  ,  nei   cui   due    termmi   entrano  le 

Di*  tiir.  r  Ir 

stesse  lettere  prese  nei  due  ordini  opposti  IfflEGHI,  DIHGFE; 
perlochè  ciascuno  tki  rapporti  -semplici  iDEjFlE,FG:  HG,HI:  DI 
]ia  una  lettera   coniUAc  ai  due  termini.  Qmi  rapporti  compo- 
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sii  non  sono  itienomaracnte  cangiali  dall'inversione,  cooìcben 
si  vede  sostituendo  ad  ogni  DE  la  sua  (§.1)  eguale 

D'E'  :  OD' .  OE'. 

5.  Se  nei  due  termini  del  rapporto  composto  sieno  com- 
prese le  stesse  direzioni  di  retle^  il  rapporto  dicesi  projettivoj 
perché  mantiene  lo  stesso  valore  in  tutte  le  projezioni  con- 
correnti della  figura  :  in  particolare  tra  quattro  punti  in  li- 
nea retta  si  ha  il  rapporto  projettivo 

AB  .CD 

AD. GB  ' 

che  il  Ghasles  dice  anctrmonico.  '  Daremo  ora  una  formula  ge- 
nerale per  esprìmere  ogni  rapporto  projettivo  di  punti  in  li- 
nea retta  mediante  rapporti  Enarmonici. 

6.  Supponiamo  che  sopra  una  retta  vi  sieno  i  punti  D'^  E', 
F', .  .  .  .  ,  nonché  i  punti  A,  BS  C  ;  e  rispetto  al  .centro  d' 
inversione  A  sieno  B,  G»  D»  . .  .  .  i  punti  inversi  dei  B^  G'^ 
D',  .  . .  Pei  §.  1.  4.  sarà 

DE.  FG.  HI  _  D[££^G\HT_  (C^D^— G'E')(G^F  —  G^GQ.  .. 
DI.  HG.  FÉ  ~  D'r.H'G'.F'E'""  (C'D'  —  GT)(G'H'  —  G'G') . . . 

/     CD CE     w     GF CG_  \ 

_  \AC.  AD  ~  AG.  AE  AaC.  AF        AC.  AG  ^ 

~  r~CD  CI     .  /     CH CG_\  ' 

\AC.  AD       AC.  AfVaG.  ah        AG.  AG/ 

moltiplicando  ciascun  termine  per  — -^-- — ,  ed  indicando  col- 
GB  • 

la  lettera  minuscola  il  valore  del  rapporto  anarmonico  fra  i 

tre  punti  fissi  A,  B,  G  ed  un  quarto  punto^  cioè  ponendo  . 

AB.  CD  _  ^       AB.  CE 
AOrCB""*^     ALVCB""''    ''''' 
sì  ha 

DE.  FG.  HI  _  (d  —■e){f—  g)ih  —  t) 

DI.  HG.  FÉ  ~  (rf  —  i)(k  ^g)(f  —  e)'- 
Questa  formula  facilissima  da  ritenersi  a  memoria  contiene 
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come  casi  particolari  quelle  date  dal  Moebios  e  dal  Ghasics: 
basta  osservare  che  la  quantità  che  nella  fatta  supposizione 
segncrcbbesì  con  a  è  infinita,  tale  essendo 

AB.GA 


e  che 


e  finalmente  che 


AA.CB  ' 

ABXB 
*""AB.CB"^' 

AB.  CO  _  Q 


Cosi 


AC.  CB 

AC.  DE  _  (g  —  c){d  —  e)  _  d—  e 
AE.  DC  ~  (o  —  e)(d  —  e)  ~     d 

AC.  BD  _-__•.   .  _  AB.  CD 

AD.  BC  ~  aD.  CB 

AB.  CD 


) 


AE.  BD  _ì  —  d  AD.  CB 

AD.  BE  ~  1  —  e  ~  ]         AB.  CE 

1  — 


CB 
AB 

CD 
AD 

CB 

CE 

AE.  GB    AB    AE 

che  é  L'espressione  (Gfaasles  G.  S.  §.  33)  del  rapporto  anar- 
monico  di  quattro  punti  A^  E,  B,  D  col  mezzo  di  un  quinto 
punto  G.  Potrebbero  moltiplicarsi  ad  arbitrio  questi  esempii. 
7.  Quando  un  rapporto  projeUivo  (§.  5)  è  :=db  1,  i  punti 
formano  un'involuzione,  che  io  distinguo  in  positiva  o  negativa 
secondo  il  segno  di  quel  valore.  Quattro  punti  non  possono 
essere  se  non  se  in  involuzione  negativa^  ed  allora  si  dicono 
punti ^  annontct.  Per  sei  punti  in. involuzione  positiva^  cioè  per 

AB.  GD.EF 
AF.  ED.  GB  ~     ' 
sì  ha,  colle  formule  del  §.  6, 

d(e-f) 


e  —  d 
ne  viene  che  sarà  anche 


=  1; 
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AE.  FD.  BC        .     f—d 


AC.  BD.  FÉ     (l  —  d){f  —  e) 


=  1, 


cosi  pure 


DE.  GA.  BF 


^{d-ii)(i-n  _i 


e 


DF.  BA.  CE  (d  —  f)^ 

DB.FA.  EC     (d~Ì)e      ^ 
—  =  1  j 


DC.  EA.  FB     d{f—  b) 

dunqae  ana  delle    involuzioni   positire  trae    seco    le  altre 
tre. 

8.  La  precedente  proprietà  spetta  a  sei  puoti  di  ana  ret- 
ta^ pel  principio  fondamentale  del  metodo  delle  eqaipol lenze 
(§.  3)  essa  si  estende  anche  ai  punti  di  un  piano,  cioè  una 
di  quelle  quattro  equipollenze  dà  le  altre  tre}  il  che  espri- 
me questo  teorema  :  Se  Vesagono  ABGDEF  abbia  il  prodotto 
di  tre  lati  àltemativi  eguale  al  prodotto  degli  altri  tre  (AB.GD. 
EF  =  AF.  ED.  GB)  9  ed  inoUte  abbia  la  somma  di  tre  angoli 
alternativi  ABC  -4-  GDE  -4-  EFA  eguale  a  quattro  retti  :  sarà 
lo  stesso  degli  esagoni  ABPDBG,  DEGABF»  DBFADG. 

9.  Dati  in  un  piano  ad  arbitrio  i  cinque  punti  A,  B,  G» 
D9  E^ò  facile  costruire  il  predetto  es^^gono ,  .giacché  «i  gd- 
nosce  rangole  in  F,  ed  il  ^rapporto  idei  suoi  «due  Jati.  Del 
Testo  esiste  sempre  lun  punito  O  ipel  ^iquale  ha  luogo  V  equi- 
pollenza OA.OD^OB.  Cffi^ieesà  dà  1a  similitnBtiie.dej  trì- 
4ingoli  lOAiB,  &EDj  ed  inóltre  esprime  ^the,  rispetto  aLeentro 
d'inversione  O,  iD  è  1  inverso  ^^i  .A ,  ed  E  invtsrrsD  dijB;  io 
questo  «enso  iperaltro  .elie  le. distanze  :0D,  OE  ìMomo  bensì  in- 
yersamente  /proporzionali  alle  OA,  OB,  ma  nonieadono  anlb 
loro  stesse  direzioni,  invece  una  slessa  retta  dimezza  ambe- 
due gli  angoli  AOD9  BOE.  In  qpesto  medesimo  significato  il 
punto  F  è  inverso  di  G;  giacché  le  due  equipoUenxc 

OA.  OD  =  OB.  OE  ,    OC.  OF  =  OB.  OE 

rendono  identiche  le  equipollenze  del  §  7;  la  prima  diventa 
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,0B-<,A,(^-<,C)(»^^-0E) 

È  un  eaao  particolare  del  nostro  esagono  il  quadrilatero  com- 
pleto coi  Tertici  apposti  A,  D;  B^  E;  €>  'F;  ed  anch'  esso  ha 
il  suo  centro  d'inversione  O. 

10.  Negli  AnnàUs  eie.  del  Terqaeni,  Gennaro  1853,  Que- 
stione n.  250  si  propone  da  dimostrare,  che  dati  sapra  una 
retta  quattro  punti  A,  B,  G,  D,  se  si  trovino  -i  due  punti  M, 
N  t  quali  sieno  nello  stesso  tempo  armonici  tra  A  e  B  e  tra 
€  t  D  ',  poscia  i  due  'P,  Q  armonici  tra  A  e  C^  e  tra  B  e  D; 
ed  i  due  K,  S  armonici  tra  Ae  D  e  tra  B  e  C;  saranno  pure 
punti  armonici  ffl,  P,  N,  Q  j  M,  «,  V ,  S  ;  P,  R,  Q,  S.  La 
prima  condizione  è  espressa  da 

_  AM.  BW_  CM.  DN 
AN.  BM~CN.  DM  • 

il  che  colle  denominazioni  dei  §  6  dà 

1  —  n  -f- 1  —  mx=  0  ,    m(rf  —  n)  H-'n(rf  —  m)  =  0; 

perciò  ì  -due  mntneti  m,  n  che  determinano  -i  'pnnti  M  ,  N 
:8ono  dati'dnlle  equaiioni 

f}i-f-n=2,      mnssi  d. 
Similmente  te  altre  condizioni  ^anno 

p-i-qissO  f    pqsss—^d,    r-4-<=2rf,     rs  ssd. 

Ne  viene 

MP.NQ     (m— />)(n— g)       _ 

MQ.NP     (m  — y)(n— j»)  ' 

MB.  "NS  _(m  -<  r)(n  --  s)       ^ 
MS.  NR  ~"(m  — «K«  —  «•)  "^         ' 
'gR.QS     (p  — f)(y— «)        _  - 
PS.QR      (p_,)(y-r) 

il  che  è  qaanto  Toleva  dimostrarsi. 
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11.  Anche  il  teorema  precedente  può  mediante  il  mio  me- 
todo (§.  3)  estendersi  a  tutti  i  punti  di  un  piano,  ed  allora 

AMBN  ,  CMDN PBQS  sono  quadrilateri  armonici^  che 

oltre  essere  inscriyibili  nel  circolo  hanno  il  prodotto  di  due 
lati  opposti  eguale  al  prodotto  degli  altri  due. 

12.  Tornando  alfin versione  definita  nel  §  1.  vediamo  to- 
sto che  tra  le  aree  dei  due  triangoli  OAB,  OA'B'  ha  luogo 

la  relazione 

OA'B'  =  OAB  :  (OA.  0B)\ 

Essendo  d'altronde  (fatta  sempre  attenzione  ai  segni). 

A'B'C  =  OA'B'  -+.  OB'C  -+-  OCA'  , 
avremo 

A'B'C'.(OA.OB.  OC)'  =  OAB(OC)"  -H  0BC(0A)'+0CA(0B)'. 
Se  i  ^c  punti  A',  B',  C  sieno  in  linea  retta,  il  primo  mem- 
bro si  annulla,  ed  il  secondo  dà  una  proprietà  di  quattro 
punti  O,  A,  B,  G  appartenenti  ad  un  circolo  ,  la  quale  del 
resto  ò  una  facile  conseguenza  del  teorema  Tolemaico. 

13.  Analogamente  a  ciò  siccome  il  tetraedro  OABG  egua- 
glia il  prodotto  dei  tre  lati  OA,  OB,  OC  pel  sesto  del  se- 
noide  del  triedro  0,  cosi  si  ha  (§.  1.) 

OA'B'C  =  OABC  :  (OA.  OB.  0C)^ 
Supposto  che  A^  V ,  C,  D'  sieno  quattro  punti  di    un  pia- 
no ,  vediamo  che  per  cinque  punti  0,  K,  B.  G,  D  di  una  sfera 
ha  luogo  la  relazione 

OABG(OD)"  +  OBAD(OC)'-+-OCDA(OB)'  +  ODCB(OA)"=0. 
Nei  su  citati  Annales,  Nov.*  1852,  Questione  267 

A|  ,    Aa  ,   A3  ,   A4  ,    -^5  ,   M 

sono  sei  punti  situati  sopra  una  sfera  : 

di  =  distanza  rettilinea  di  A(  da  M  , 

(/a  =  id.  A2  da  M  , 

dr^  =  id*  A3  da  M  ; 
ecc. 

,Vi  =  volume  del  tetraedro  A^  A3  A4  A5  , 

t?2  =  id.  A,  A3  A4  A5  , 

t?3  =  i^l-  A,  Aa  A4  A5  , 

V4  =  id.  Ai.Aa  A3  A5  , 

Vj  =  id.  A,  Aa  A3  A4  , 
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Si  ha  la  relazione  analitica 

(Luchlerhand.) 
è  proposta  da  dimostrarsi  una  relazione,  che  ha  qualche  ras- 
somiglianza colla  precedente,  ma  che  credo  sbagliata. 

Soluzioni  di  alcune  altre  questioni  proposte  negli  Annales 

del  Terquem,  novembre  1852. 

Questione  n.  269.  Due  superficie  tagliandosi  secondo  una 
linea  di  curvatura,  comune  alfuna  e  alTaltra;  lungo  di  que- 
sta linea,  le  due  superficie  si  tagliano  sotto  il  medesimo  an- 
golo. (0.  I.). 

Là  detta  questione  può  risolversi  nel  seguente  modo  (mia 
Geometria  descrittiva  §.  363).  Tutte  le  evolute  (b),  (hi)  ce. 
di  una  curva  ^c)  sono  lince  brevissime  di  una  superficie  svi- 
luppabile (A),  e  perciò,  quando  questa  si  sviluppa  in  un  pla- 
no, quelle  si  sviluppano  in  linee  rette;  quindi  due  tangenti 
delle  (b)  (bi)  che  s'incontrano  in  un  punto  della  (e)  visi  ta- 
gliano sotto  un  angolo  costante.  Ora  se  la  (e)  sia  nello  stesso 
tempo  linea  di  curvatura  di  due  superficie,  le  normali  a 
queiste  in  tutti  i  punti  delia  (e)  saranno  inviluppate  da  due 
delle  predette  evolute  (b)  (b,)  ,  e  quindi  esse  si  taglieranno 
sótto  angolo  costante,  e  tale  sarà  pure  Tinclinazione  rispet- 
tiva delle  due  superficie  che  si  tagliano  lungo  la  (e);  il  che 
doveva  dimostrarsi. 

Le  generatrici  caratteristiche  della  predetta  superficie  (A) 
sono  gli  assi  della  curva  (e)  perpendicolari  ai  suoi  piani  o- 
sculatori;  continuiamo  a  supporre  che  le  tangenti  della  (b) 
sieno  le  normali  della  superficie  ,  di  cui  (e)  è  una  linea  di 
curvatura;  i  diedri  tra  i  tangenziali  della  superficie ,  ed  i 
piani  osculatori  della  (e)  saranno  eguali  agli  angoli  sotto  cui 
l'evoluta  (b)  taglia  gli  assi.  Nello  sviluppo  della  (A)  la  (b) 
diventa  una  reità,  perciò  la  differenza  di  due'qualsivogliauo 
di  quei  diedri  è  uguale  all'angolo  compreso  dopo  lo  sviluppo 
della  (A)  dalle  due  rette,  che  prima  erano' due  assi  della  (e), 
cioè  (adoperando  la  denominazione  usata  dal  Bordoni)  è  ugna- 
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le  al  eompUsso  degli  angoli  compresi  fra  gli  assi.  Se  i  due 
punti  della  (e),  ai  quali  si  riferisce  quella  diOferenza^  sono  in- 
^nitamenU  micini,  la  differenza  è  uguale  all'angolo  infinite- 
simo dei  d«e  assi,  ossia  al  diedro  di  due  piani  osculatori^ 
Questo  ò  uo  teorema  del  LioMville,  di  cui  il  preeedei^te  pò-* 
teva  considerarsi  come  un  corollario. 


L'equazione  di  7.^  grado  proposta  nella  Qaesliope  n.  263: 
Dimostrare  cbe  Tequaziooc  seguente  ha  sette  radici  compreso 
tra  0  ed  1  ; 

3432^7  -  J20i2a;6  ^  16632jc5  _  11550^4  ^  4200x3 


—  756x'  ^  56x  —  1  =5=  0  ^Gaqss)  * 

diventa,  fatto 

a;  =  y-j-i,  3432y7-1386y5+2i5y3-  ^y  =  0, 
la  quale  si  risolve  molto  facilmente.    Essa  é  la  settima  de-^ 

/  1    \7 

rivata  dell'  equazione  (  V^  ~  T  )  ?s?  0>  e  siccome  queata  ha 

1 

tutte  le  quattordici  radici  reali  ed  uguali  a  zh^ ,  così  pel  teo-> 

rema  del  Bolle  quella  ha  le  sette  radici  reali  e  comprese  tra 

y  =  —  j   ed  y  «  --  ;  il  che  ec. 

La  questione  n.  262 
i      x^ ^  p  n   n— 1 

n  è  un  numero  intero  positivo^  p  una  quantità  qualunquCie 

C  ,    _pfp-l)(p-2)>--.Cf— n-hl) 

1.  i2*  u*  •  •  •  ft 

(Catalan). 
La  questione  si  riduce  (aguagliando  separatamente  i  termini 


*  Il  Sig.  Koraleky  abile  o  spe«lito  calcolatore,  ha  trovale  le  sei  ra* 
diei  irraiionali  eoo  aeUe  deciaiali}  la  settima  è  0,  5. 


(  207  ) 
coQtenenti  le  varie  potenze  della  p)  a  jeterminare  il  valore  dì 

n- _  n(n  —  1).- H- --^-5 — i-{n  —2)'" q=n.l'»  , 

essendo  m  intero  positivo  uguale  o  mipore  di  n.  Ch*a  é  evi- 
dente  che  quella  è  Tespressione  di  A'*(j?'")  corrispondente  ad 
X  =  0  ;  perciò  essa  ò  =  1.  2.  3,  • .  n  9  oppure  =  0^  secon- 
do che  fn  =in  y  oppure  rn<Cn> 

Questiope  n.  268.  Essendo  dato  ini  cono  di  secondo  gra^ 

do,  ed  nn  poftCo  fiseo  neiri»lenie   del   cono;  coodurre  per 

qnesto  punto  un  .prauo  t^le  che  kl  seziope  alìhia;  per   fqeeo 

il  punto  fisso, 

(Yvon  Yiilarceau.) 

per  un  caso  particolare  consideriamo  un  cono  rotondo»  che 
sia  taglioto  nelle  rette  CX^  CY  da  nn  piano  copdoilo  pel  suo 
asse  di  rotazione  CD,  e  pel  dato  punto  B>  si  tratta  di  de- 
terminare OH  piano  passante  per  R  (sarà  desso  perpendico- 
lare al  piano  JECY  che  tagli  il  cono  in  una  curva  (a),  la  qua- 
le abbia  ha  suo  foco  nel  punto  B.  É  nolo  che  »na  sfera  in- 
scritta nel  cono  tocca  il  piano  deHa  (a^  nel  sno  foco  B;  per- 
ciò la  tracci»  del  cercato  piano  sari  la  retta  XRY  condotta 
in  guisa  che  il  circolo  inscritto  nel  triangolo  CXY  tocchi  il 
latoXY  nel  dato  punto  R.  —  li  metodo  delle  cc^uipollenze 
conduce  per  via  direfia  a  soluzioni  molto  semplici  (come  foci 
vedere  in  alcune  memorie ,  anche  riguardo  al  celebre  pro- 
blema d'inscrivere  in  un  circolo  un  poligono  i  cui  lati  pas- 
sino per  dati  punti  od  abbiano  date  lunghezze),  esso  c'inse- 
gna che  se  tagliata  la  €X  in  E  colla  retta  RE  parallela  air 
asse  CD  (il  quale  dimezza  l'angolo  XGY)  si  prenda  sulla  RG 
le  RU  doppia  della  CE,  e  coi  centri  R,  U  e  raggio  eguale 
ad  RC  si  formino  le  intersezioni  T ,  Ti ,  le  due  soluzioni 
del  problema  saranno  date  dalle  rette  che  da  R  si  volgono 
ai  due  punti  T,  Tj. 

Per  risolvere  la  predelta  Questione  in  tutta  la  sua  gene- 
ralità adopero  i  principi!  della  reciprocità  nello  spazio  esposti 
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a  pag.  117  della  mia  Geometria  dcscriuiva.  Rispetto  al  cen- 
tro di  reciprocità  R  il  dato  cono  del  secondo  ordine  (C)  ab- 
bia per  recìproca  la  curva  (e»),  la  quale  sarà  un'ellisse,  per- 
chè il  punto  R  si  suppone  dato  neir  interno  del  cono  :  per 
la  (e")  si  faccia  passare  un  cilindro  rotondo  (A°),  la  sua  re- 
ciproca (a)  sarà  una  sezione  del  cono  (G)  9  ed  il  suo  piano 
passerà  per  R,  e  sarà  perpendicolare  alle  generatrici  del  ci- 
lindro (A®)>  perchè  esso  è  recìproco  del  punto  di  concorso 
di  tali  geueratrici  ,  il  quale  è  a  distanza  infinita.  Il  piano 
della  (a)  tagliando  perpendicolarmente  il  cilindro  rotondo  Io 
taglia  in  un  circolo,  che  (rispetto  alla  reciprocità  nel  piano, 
di  cui  si  tratta)  sarà  reciproco  della  conica  (a),  la  quale  per 
conseguenza  avrà  un  foco  nel  punto  R,  e  sarà  la  sezione  de- 
siderata. 

Per  fissare  le  idee  possiamo  stabilire  la  reciprocità  me- 
diante la  sfera,  che  ha  il  centro  in  R.  ed  il  raggio  RG,  di- 
cendo che  il  piano  reciproco  di  un  punto  è  il  suo  piano  po- 
lare rispetto  a  quella  sfera.  L'  ellisse  (e"*)  starà  nel  piano 
condotto  pel  vertice  G  del  cono(G)  tangenzialmente  alla  sfe- 
ra, ed  i  suoi  punti  àaranno  sui  raggi  condotti  dal  centro  R 
perpendicolarmente  ai  piani  tangenziali  al  cono  (G):*  detcr- 
minati gli  assi  della  (c^)  é  facilissimo  trovare  le  due  dire- 
zioni ,  che  possono  avere  le  generatrici  di  un  cilindrò  (A^) 
che  abbia  la  direttrice  (e"),  e  sia  rotondo;  le  sezioni  cercate 
saranno  quelle  condotte  per  R  perpendicolarmente  a  quelle 
due  direzioni. 

RIBLIOGRAFIA 


Guida  dei  Naviganti  a  lungo   corso 
di  Vincenzo  Gallo  Imper.  Reg.  Professore  dì  Navigazione. 

Trieste  1853.  Voi.  in  8. 
Di  questa  Opera  interessante  se  ne  renderà  conto  nel  nuovo 

fascicolo  del  venturo  Giugno. 
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^i-'  .'3; 

SOPRA  GLI  INTEGRALI  A  DIFFERENZE  FINITE 
ESPRESSI  PER  INTEGRALI  DEFINITI 

MEMORIA 

DI  BABIVABA   TORTOLIUTI 

l.""  Per  mezzo  del  Teorema  di  Taylor  la  diOereoza  finita 
di  una  funzione  vien  dala  da  una  serie  convergente,  ed  or- 
dinata secondo  le  potenze  ascendenti  dell'  incremento  della 
variabile  indipendente.  Indicando  perciò  con  i  consueti  sim- 
boli A^  D9  le  caratteristiche  di  differenza  finita ,  e  di  dori*- 
vazione    si  avrà  per  y  ^=^J\^) 

y-4-Ay=/(j: -»-*), 
ove  h  rappresenta  l'incremento  delle  x,  e  quindi 

Ay  =  AD,y -4- A  D%y  H-±_D^y 

Quante  volte  venga  assicurata  la  convergenza  di  questa  se- 
rie entro  dati  limiti  delle  variabili  or,  A,  potrà  il  secondo  mem- 
bro rappresentarsi  sotto  la  formola  simbolica 

ove  e  indica  la  base  Neperiana.  Proseguendo  ad  una  dif- 
ferenza di  sccond'ordine,  si  avrà  per  1*  uso  dei  simboli 

A^y  =  {^^-  -  l)Ay , 
ossia 

A^y  =  (c*^' -  D^y  . 
Quindi  per  una  differenza  dell'ordine  n^^'*»***  si  troverà 

A«y  =  (c*^*  —  l)"y  . 
Amali  di  Scienze  Mai.  e  Fi$.  T,  IV.  giugno  1853.  14 
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Questa  formola  la  quale  trovasi  dimostrata  per  un  numero 
intero^  e  positivo  si  può  per  analogia  estendere  ad  un  nu- 
mero intero,  e  negativo^  nel  qaal  easo  il  primo  membro  rap- 
presenterà un'integrale  multiplo  a  differenze  finite  ,  per  cui 
indicando  secondo  il  consiieèo  eoa  2  il  segno  d'integrazione 
finita  si  avrà  la  relazione  fra  i  simboli 

2«=  — =  ^ 


Riferendo  questi  a  delle  funzioni  particolari  si  potranno  ot- 
tenere dififerenti  formole  già  ritrovate  dai  geometri,  con  le 
quali  un'integrale  multiplo  a  differenze  finite  è  espresso  da 
integrali  multipli  a  differenze  infinitamente  .piccole  aggiunti 
a  delle  serie  che  procedono  secondo  le  potenze  ascendenti 
deirincremento  della  variabile  indipendente.  Cosi  denotando 
con  F{x)  la  funzione  a  cui  si  riferisca  V  integrale  finito ,  e 
ponendo  n  =  1 ,  si  ottiene  dalla  precedente  formola 


_       F(x) 


2F(^)=    kV        .-^-^^)> 


la  quale  è  comunemento  attribuita  a  ACaclaurino,  e  più  volto 
dimostrata  da  Eulero  ,  (p(x)  indica  una  funzione  periodica 
della  X  j  per  la  quale  si  verifichi  A?(x)  =  0.  Se  si  svi- 
luppi in  serie  la  funzione  esponenziale  simbolica  (e  ^ — 1)~' 
otterremo  facilmente 

2F(x)  =LjF(x)dx  -  j¥(x)  +  B,r(x)  ^ 

-  B,F»  j— ^^  -4-  .  .  .  +  ^(x). 
B|  ,  Ba  9  .  .  .  rappresentano  i  cosi  detti  numeri  Bernoullia- 


I 
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111 

"^    T   )  óA  9  r^  '  *  *  *  '^  convergenza  della  serie  non  ha 
o        oli      42 

hiogo  generalmente,  ma  solamente  sotto  date  Gondizioni. 

2.0  II  Sig.  Plana  fin  dal  1820  nel  tomo  25  delle  Memo- 
rio  di  Torino,  giunse  ad  una  formola  per  mezzo  della  quale 
la  serie  dei  termini  nella  formola  di  M aelaurino,  a  cominciar 
dalla  prima  potenza  di  h,  viene  rappresentata  da  un  solo  in* 
tegralo  definito  preso  fra  duo  limiti  0,  ed  oo  .  La  formola 
di  cui  si  tratta  ò  la  seguente 

1F{x)  =  IJf{x)ìx  -  ÌfW 


i_f 


F{x  -f-  htl/'—ì)  —  F(:p  —  hti/'—  1)  , 


l/*— Uo  e^^'  —  l 

Abel  nel  tom.  2^  dello  sue  Opere  postume  pag.  45  si  propo- 
ne di  determinare  generalmente  2'*F(x)  per  un  solo  integrale 
definito  semplice^  e  per  il  caso  di  n=;l,  ritrova  in  più  mo- 
di la  precedente  formola  dovuta  al  Sig.  Plana,  e  che  Tilla- 
strc  geometra  di  Cristiania^  ignorando  la  citata  Memoria  del 
Signor  Plana,  giudicava  nuova.  Mi  propongo  in  questa  Me- 
moria la  risoluzione  della  medesima  questione  di  Abel  per 
il  valore  di  Z"F(2r);  formerò  il  confronto  di  altre  formole , 
che  se  no  possono  dedurre,  date  similmente  'da  altri  geome- 
tri, ed  in  particolare  dal  Sig.  Gauchy  nel  tom.  G.""  delle  Me- 
morie dell'Istituto  di  Francia,  ed  anche  in  altra  Memoria  da 
esso  pubblicata  nel  1827  sutt'  applicaziono  del  Calcolo  dei 
Residui  ai  problemi  di  Fisica  Matematica  :  estenderò  le  for- 
mole, ed  i  risultati  per  gli  integrali  finiti  delle  funzioni  di 
più  variabili  indipendenti.  L'analisi,  che  verrò  ad  esporre  ó 
fondata  sull'oso  dei  simboli,  e  delle  caratteristiche ,  e  mo- 
strerà una  facile,  ed  elegante  applicazione  delle  differenti  for- 
mole ,  ed  equazioni  simboliche  ,  e  che  vengono  adoperate 
dai  geometri  moderni  in    particolare    per  la    risoluzione  di 
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molte  questioni.  Por  il  retto  uso  delle  forinole^  ed  equazio- 
ni simboliche  ripeterò  un'importante  osservazione  del  Signor 
Gancby  (%  la  quale  consiste  ad  esaminare  sotto  quali  coa- 
dizioni sussistano  certe  formole  le  quali  alcune    volte  sono 
esalte,  ed  alcune  volle  inesatte.  Qaeste  formole   potrebbero 
essere  quelle  alle  quali  si  giunge  per  mezzo  dello  sviluppo 
delle  funzioni  in  serie  composte  di   un   numero    infinito  di 
termini,  od  ancbe  quando  si  fanno  entrare  le  caratteristiche 
sotto  i  segni  d' integrazione.  L'  illustre  geometra   dice   che 
il  modo  per  riconoscere  l'esattezza  di  qaeste  formole  consi- 
ste a  sostituire  i  valori  trovati  per  le  incognite  nelle  equa- 
zioni alle  quali  queste  incognite  devono  soddisfare,  e  ad  esa- 
minare se  queste  equazioni  siano,  o  non  siano  verificate,  e 
coll'assoggettare  le  serie  introdotte  nel  calcolo  a  restare  sem- 
pre convergenti.    Del  resto  in  diverse  delle  mie    precedenti 
Memorie,  ed  in  particolare  in  quelle  pubblicate  nel  1842,  e 
1843  nel  giornale  arcadico  ho  mostrato  ad  imitazione  di  al- 
tri geometri  i  vantaggi  che  presenta  l'analogia  delle  potenze 
con  le  differenze,  e  la  sostituzione  delle  caratteristiche  sotto 
i  segni  d'integrazione,  nelle  integrazioni  delle  equazioni  li- 
neari   differenziali  a  differenze    finite,  e  a  derivate  parziali. 
Infine  la  lettura  di  una  dotta  Memoria  del  Sig.  D.''  Angelo 
Genocchi  inserita  in  questi  Annali    nel   settembre   1852  mi 
ba  fatto  richiamare  ad  esame  la  questione,  che  mi  sono  di 
sopra  proposto,  e  che  vengo  a  risolvere  nei  paragrafi  seguenti. 
3.°  Richiamo  ad  esempio  del  Sig.  Plana  ,  e  di   Abel  una 
formola  d'integrale  definito  data  da  Poissan  nel  1813   nella 
seconda  delle  sue  Memorie  sull'elettricità^  e  riportata  anche 
da  Legendre  nel  tom.  2."*  degli  Esercizi  di  Calcolo  integrale 
pag.  189;  l'integrale  definito  è  il  seguente 

T''— 1  ~  r~  Jo  e^^'  —  1  ■ 

(*)  Comptes  Rendus  i843  2*.  semestre  pag.  449  et  suiv. 
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Il  primo  membro  rappresenta  la  funzione  genera (rice  dei  nu- 
meri Bernoulliani,  e  si   ridurrà  alla  serie 

B,t7  _  B^  B3t?5      _  _  9   r   d/  sen  (vt) 

""2"       2Ì34"*"   2.3.4.5.6       ~    Jo   "e^^'^^^l"  * 

Essa  sarà  convergente  come  fa  osservare  il  Sig.  Gaucby  per 
valori  di  v  inferiori  a  2?:.  Sviluppando  egualmente  in  serie 
scn(t7^)y  otterremo  per  i  numeri  Bernoulliani  la  formola  ge- 
nerale 


B. 


o     « 


27rf 


Queste  espressioni  per  i  numeri  Bernoulliani  furono  date  per, 
la  prima  volta  dal  sig.  Plana  nella  Memoria  di  sopra  citata, 
e  ad  esse  si  riducono  altre  antecedentemente  date  da  Eulero 
negli  atti  di  Pietroburgo.  Esse  trovansi  anche  nel  tomo  2^<» 
delle  Opere  postume  di  Abel  pag.  222.  Ripreso  adunque 
l'integrale  finito  sotto  forma  simbolica 

e        —  1 

si  riassuma  la  formola  di  Poisson  di  sopra  citata ,  e  che  si 
potrà  ridurre  ad 

1         1        1  o  r*  d^  sen(vt) 


X 


e^— 1      V        2  Jo     c*^'  —  1 

e  sostituiamo  la  caratteristica  ADc  alla  Vj  e  gli  esponenziali 
immaginari  a  sen(t7/),  e  poniamo  secondo  Tuso  comunemente 
adottato  |/" — 1  =.t  si  avrà 

1         _     1    _  1  r«  {e      '^e        ')dt 

M>x_i       ADx       2*  "*"     Jo  2»(e»«  — 1) 

quindi  sostituita  nel  secondo  membro  di  lF(x)  ed  osservan- 
do che 


(214) 
F(i;)       t    ^  ''"» 


si  otterrà  immediatamente  la  forraola 

lF(x)  =  ljF(x)d2;  -  1  F(x)  -1-  j.(^) 

r*        d^  F(3g-4-Alt)  —  F(a?  — Aa') 

"^    Jo    c^"^  —  1  •  2t 

la  quale,  come  già  si  disse,  fu  data  per  la  prima  volta  dai 
Sig.  Plana,  e  dimostrata  in  più  modi  da  Abel;  sopra  la  me- 
desima ripete  a  pag.  227  tom.  2.'*  l'illastre  geometra  di  Cri- 
stiania :  «  Ceite  expression  de  Vintegrale  finte  d*une  fonction  quel- 
conque  me  parati  très-remarquable^  etje  ne  croie  pas  qu*  elle  ait 
trouvée  auparavant.  Alla  stessa  formola  come  fa  osservare  il 
Sig.  D.^  A.  Genocchi  alla  pag.  407  del  tomo  3.<»  di  questi 
Annali  1852  si  riduce  egualmente  un'altra  formola  data  io 
questi  ultimi  tempi  dal  Sig.  Prof.  Schar  in  una  Memoria  in- 
serita nel  tom.  22  pag.  19  dell'Accademia  delle  Scienze  di 
Bruxelles.  Alla  funzione  periodica  (p(x)  sia  sostituita  una  co- 
stante arbitraria  G  ,  e  supponiamo  che  i  due  integrali 
2F(a?),  fF{x)dx  s?aniscano  per  a?  =  a,  è  chiaro  che  sarà 

C_^F(«)-2J^    2Ì(?5S-Z1) «»'' 

ed  insieme 

yF(a?)dx=   r'F(z)d^ 


d*onde 


2F(^)  ^  If  V(z)  òz  -  l  (f(x)  -  F(a)) 


■■f. 


-^f. 


•^  F{x^hti)  —  F(x  —  kti)  ^ 

dt 

I» 

ria  -+-  filli  —  rea  —  nut 

dt 


2t(e»'«  —  1) 

F(a  ■+-  hti)  —  F(a  —  hti) 
2t(e"«  —  1) 
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In  seguilo  dedsrremo  altre  formoie  di  già  trovate^  e  consi- 
derate dagli  Analisti,  e  passeremo  ora   alla    determinazione 
deirintegrale  multiplo  a  diffenze  finite. 

4."  Il  valor  simbolico  per  Tintegrale  finito  dell'ordine  n'*""* 
sarà 

Flx) 

e  la  questione  si  ridurrà  a  formare  la  potenza  nf'''^**  di 
(e^  —  1)"'  >  la  quale  però  in  fine  non  dipenda  dbe  dal  solo 
valore  della  potenza  prima.  Ora  è  facile  il  riconoscere,  cbe 
posto  per  brevità 

1 


e 


^—l 


u 


in  allora  u"  dipenderà  da  u  per  mezzo  di  una  equazione  li- 
neare diflerenziale  a  coefficienti  costanti  dell*  ordino  n  —  1. 
Abel  suppone  formata  questa  equazione  ,  e  ne  determina  i 
coefiicienti.  Io  amo  piuttosto  di  far  vedere  come  si  compon- 
ga l'equazione  suddetta,  il  cbe  porrà  in  evidenza  la  natura 
dei  coefficienti  niedesimi.  Si  eseguisca  nel  precedente  valore 
di  u  una  derivazione  relativamente  aUa  variabile  indipenden- 
te Vy  si  avrà 


(e*  -  1)'  "         ' 

«  siecome 

e" 

1               1 

(««  _  1)»  —  «*'_1  '  (««_  t)»  ' 

cosi  si  trae 
1 

_.  s=s  —  M  —  Du  =  —  (l  -f-  D)«  . 


(««  - 1) 

Proseguiamo  la  derivaziooe,  verrà 

2e" 


(e-  -  1)5  ==(*-»-  »)»-  • 
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Qqì  pure  dalla  decomposizione  delle  frazioni 


e 


V 


1  1 


(e^  —  1)3       («"  —  1)"      («•  —  1)3  ' 
e  perciò  si  dedurrà  sotto  forma  simbolica 

^-j,-?-^3  =  (1  +  D)(2m-D)«. 
Da  una  nuova  derivazione  si  dedurrebbe  similmente 

,   ^^LHlÌj  =  _(l-^D)(2H-D)(3-hD)«, 

ed  in  generale  per  un  numero  intero ,  e    positivo    potremo 
stabilire 

^'^e--^i)~^^  =  (-1)->(1-+-D)(2+D)(3+D) (n-l-HD)«. 

In  questa  formola  dopo  lo  sviluppo  dei  prodotti  simbolici,  si 
dovrebbe  sostituire  per  u  il  valore 


©        2 


r^    di  sen  vt 
J,    (e^w  _  1)  ' 


e  riferire  insieme  il  simbolo  D  di  derivazione  alla  variabile 
V.  Ognun  vede  cbe  nell'  indicata  formola  entro  il  primo  j  e 
secondo  membro  ha  luogo  un'equazione  differenziale  lineare 
a  coefficienti  costanti  dell'  ordine  n  —  1.  II  coefficiente  to- 
tale simbolico  di  u  rappresenta  la  forma  di  un  fattoriale  di 
Yandermonde,  e  potrà  anche  dipendere  dalla  funzione  F  di 
Legendre.  Infatti  facendo  uso  delle  notazioni  di  Yandermon- 
de  si  ha  per  un  fattoriale 

lay  =  a(a  +•  l)(a  H-  2)(a  -h  3)  .  . .  (a  -H  n  —  1) 

come  per  valori  positivi  di  a,  e  per  valori  interi  di  n  ab- 
biamo dalla  funzione  F  di  Legendre 

r(a  H-  n) 


F(a) 


=  [«]%  T(n)—Ì.  2.3.  .  .  (n— 1). 
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e  perciò  verrà 

1         _  (— 1)^*-'     [D]«     _(— l)»-»     r(D  -f-  n) 

(e^_  i)«—  r(n)    '  TP **~  r(«)    '    Dr(D)    ^' 

Questa  forinola  potrà  sommiaistrare  se  non  altro  il  valor  sim- 
bolico di  un'integrale  multiplo  a  differenze  finite. 

5.®  Riprendiamo    come  al  principio  del  precedente    para- 
grafo 

Flx) 

(e^  '— 1)» 
e  pongasi  hDx  =  D  i  avremo  la  nuova  formola 

/_!)'»- 1     [D]«     /      1      V 

ovvero 

ove  il  simbolo  D  si  riferisce  alla  Xy  ed  il  simbolo  D  alla  D 
come  se  fosse  una  vera  quantità.  Ciò  posto  come  già  si  è 
fatto  al  paragrafo  3.^  si  riprenda  Tintegrale  definito  simbolico 

cO  —  1  ~  D        ^'■^Jo        •{c^^'— 1)       ' 

e  facendone  la  sostituzione  nella  prima  delle  antecedenti  for- 
inole, si  avrà 

(_l)»-i     [D]»  ^»  dlfe»!^'  —  e-'D') 


r(n) 


Ora  per  una  prima  riduzione  si  vede  ,  cbe  il  rapporto  dei 

•1 
simboli  [D3'^  :D  riferito  alla   costante    ^si  riduce  al  solo 


1 
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prodolto  dei  numeri  natarali  da  1  fino  ad  n — 1;  oonie  anche 

t^  «-/D/  FH=5=?0lr'°'  F(*)=^Z^  .  F<x  -  Art)  ; 

quindi  per  ii  valore  dell'integrale  multiplo  a  differenze  finite 
avremo 

/_J\/i_i      rj)-i«     4  .  (—1)» 

(_l)n  ^oo  ta']»F{>  -f-  Art)  4-  C-  tf  3"F(j;  —  hti) 
"*"  r(n)J,  l(e«^'~l)  «H-9(4 

La  funzione  denotala  per  ^(x)  potrà  essere  o  di  forma  ra- 
zionale e  4e]  grado  n  —  1,  od  anche  di  forma  periodica. 
Restano  a  dichiararsi  le  operazioni  del  simbolo  D  sopra  D» 
e  quindi  di  D  sopra  T{x).  Osserviamo  primieramente  che 
sicooiae  si  ha 


COSÌ  sostituendo  ad  a  la  caratteristica  D,  potremo  porre  sim- 
bolicamente 

qxiindi  per  il  primo  termine  del  secondo  Membro  delta  pre- 
cedente ultima  formola  si  avri 


ossia 

CD] 


(t: 
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Ma  qui  pure  non  possono  cscgairsi  tutte  le  operazioni  di  D 
sopra  ¥{x)y  se  non  si  eseguiscano  gli  sviluppi  del  fattoriale 
come  si  vedrà  da  quanto  segno. 

6.^  Dalla  forma  del  fattoriale  [al*^  si  vede  che  eseguita 
la  moltiplicazione  dei  fattori  a-f-1,  a-f-2...a-f-n  —  1, 
sì  otterrà  un  risultato,  che  potrà  rappresentarsi  con 

iaT  —  a{a^''^  -f-  (n),  a"-*  -t-  (n),  a«-3  ^ H-  (n)^.,)  . 

I  coefficienti  (n), ,  (n), (^)/i-i  possono  determinarsi 

dalle  cognite  relazioni  che  passano  fra  le  radici  di  un'equa- 
zione, ed  i  coefficienti,  o  a  dir  meglio  fra  le  funzioni  sim- 
metriche delle  radici  dell'equazioni,  ed  i  medesimi  coeffitien* 
ti,  od  anche  per  qualche  altra  relazione  che  passa  fra  i  me* 
desimi,  e  che  verremo  ad  indicare  in  appresso.  Se  alla  quan- 
tità n  si  sosluisca  la  caratteristica  D  ,  la  quale  sia  riferita 
all'altra  caratteristica  D  come  se  fosse  una  vera  quantità  , 

otterremo 

[D]«      1        ^        1         ,  ,  ^         1 

1  1 

-i-  (n)«-a  D.—  +(n);,.,.—  . 

Ora  siccome  dalla  derivazione  abbiamo  generalmente 

1        ,     ^,       1.  2.  3.  .  .(r  —  1)      (—!)'->  Tir) 

cosi  é  chiaro  che  si  otterrà  simultaneamente  dopo  la  sosti- 
tuzione di  a  =  hDx 

(_l)«-i     [Di'* 


=(■ 


r(«)        D  -^(^^ 

(«).         1  .  (n)a 


h"  D"x       »— 1  A"-'  D,"-'       (n— l)(n— 2)  A"->  D,-» 
^   Tin)      A'D»,        Tifi)   '  hH.r^  ' 
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Le  potenze  reciproche,  e  simboliche  di  Dx  indicano    altret- 
tante integrazioni  sopra  F(x),  quindi  avvertendo,  che  se  Tia- 
tegrale  abbia  luogo  a  partir  da  a?  =  a  ,  avremo  per  un'in- 
tegrale multiplo  decomposto  in  integrali  semplici  la  formola 

Fatta  la  sostituzione  di  tutti  questi  integrali,  si  otterrà  una 
somma  d'integrali,  che  potrà  trasformarsi  nell'integrale  di  una 
somma,  ed  ove  il  nuovo  coefficiente  di  F{z)dz  sarà  un  fatto- 
riale proveniente  dalla  moltiplicazione  dei  fattori 

d'onde  fatto  per  brevità 
otterremo  in  fine 

"IW"  D~  ■  a   ^  ^       «WJ»     ^  ^    ' 

Il  nuovo  fattoriale  Z  può  anche  esprimersi  per  la  funzione 
r  di  Legcndre,  infatti  come  è  noto  si  ha 


r(a-+-l) 
r(a  — n  H-  1) 
d'onde 


a(a  -  l)(a  -  2)  .  . .  (a  -(n-  1))=—^ 


r 
z  = 


r-?  *  «) 


c-p)  --r-^  --  *  ') 
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e  si  avrà  ancora 

r(«)     D    •  a  ^^""^  -  W)Ja  :       ZT^^z         T" 

{x—z)rl n-4-lj 

Questo  valore  sosiìtuilo  neirultima  forinola  delPaDlecedente 
parag.  S.''  darà  per  l'ìnlegrale  fiotto  multiplo 

(x-.)r(— -«+!) 
.  (-1)'  r°  t<0"F(^  -»-  *<')  ^^-  [  "  <0''F<^  -  *<«•)  ^.  ^   ,  , 

"^  i^rJo ^e»^>  - 1) , ''  ^  ?<-)• 

Il  secondo  membro  di  questa  formola  dovrà  certamente  coin- 
cidere con  quanto  trova  Abel  suUo  stesso  soggetto  al  tom.  2.° 
pag.  48  delle  sue  opere.  Faccio  però  qui  un'osservazione  , 
che  secondo  il  metodo  di  Abel  mi  pare  che  potrebbe  re- 
stare difficile  la  riduzione  della  sua  formola  alla  mia,  quan- 
do anche  nella  detta  formola  di  Abel  si  facesse  la  riduzio- 
ne, e  la  somma  di  tutti  gli  integrali  multipli  indefiniti  ad 
un  solo  integrale,  ed  il  che  costituisce  il  primo  termine  della 
nuova  formola.  Ciò  proviene  perchè  Abel  non  ha  avvertito 
che  la  funzione 

a  (a«-*  H-  (n),  a«-^  -i-  (n)^  a«-3 H-  (n)  „.,  ) 

proveniva  dal  fattoriale  [a]'*.  Lo  stesso  può  dirsi  relativa- 
mente al  termine  che  trovasi  espresso  per  Tintegrale  definito 
fra  i  limiti  di  0  ,  ed  oo .  Nella  medesima  formola  la  <f(x) 
dovrà  contenere  le  n  costanti  arbitrarie  dovute  all'  integra- 
zione. 
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7.°  Lo  svilappo  del  fattoriale  di  Vaodermoade  porta  seco 
naturalmente  la  determinazione  dei  coefficienti,  e  sulla  quale 
ci  fermeremo  per  un'  istante.  Abbiamo  come    dal    principio 
deirantecedente  parag. 

[a3"=  aU"-*  -+-  (w)i  a"-»  -4-  (n)^  a»-3  -^  .  .  .  .  -f-  (n)«-,)  . 

I  coefficienti  (n)i  ,  (n)a  i  .  .  .  (n)n^i  potrebbero  a  dir  vero 
determinarsi  dalle  note  relazioni  che  passano  fra  i  coefficien- 
ti, e  le  funzioni  simmettriche  delle  radici  di  una  equazione; 
ma  possiamo  ottenerne  il  valore  in  un  modo  più  semplice. 
É  facile  il  riconoscere  che  fr?  i  numeri  denotati  con  (n)^ 
sussiste  la  relazione 

(n  H-  1)^  =  {n)r  -+-  n[n)r.i  , 

ove  sia  (n)o  =  1  ,  quindi  é  chiaro  che  considerando  (n)^  co- 
me funzione  di  n  di  cui  sia  1  la  dilTerenza  finita,  si  avrà 

A(n),  =  (nH-l),-(n), 
e  perciò 

A(n}r  =  ft(«)r-l  ; 

d'onde 

Cosi  per  r  =  1,  2, 3 , .  .  si  ricaverà 

(«).  =2(n) ,  (»)3  =  2(n2(n)  ) ,  (n),  =  2  [ni  (  n2(«)  )]  ,  ... 

e  così  di  seguito.  Eseguendo  le  integrazioni  indicate  si  trova 

n(«-l) 


(n),=  2(n)  =  l-h2-f  3...    H-n— 1  = 

V  ;a  2  a  2    ' 


'À 
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ossU 

.  ,         n(n  —  l)(3n='  —  7  -f-  2) 

<"'== r^TA — ; 

Nella  stessa  guisa  si  avrebbe  ad  operare  per  gli  allri.  Ag- 
giungeremo che  volendo  cominciare  dai  finali  in  ordine  in- 
verso, si  avrà  per  Tullimo 

{n)n.,  ==:  1. 2.  3 (»  —  1)  =  r(n)  , 

quindi  per  il  penullinio  dalle  proprietà  delie  radici  di  un* 
equazione 

(«)^,  =  r(»)  +  ,^+„-32  •  ••■+--Y  ' 


ossia 


(«)„..=  r(«)(i  -f-  - -4- --+....  +  -_^)  , 


ovvero 


Egualmente  per  {n)n~^  si  troverebbe 


(«)„-3=.r(„)2[i.2(i.)]. 


o  cosi  per  gli  allri.  La  determinazione  di  questi  ultimi  e  d* 
accordo  con  quella  fatta  da  Abcl.  I  numeri  {n)i,  (n)^  go- 
dono di  molte  interessanti  proprietà,  e  si  può  consultare  una 

Memoria  del  Sig.  Prof.  Bellavitis  inserita  in  questi  Annali 
dello  scorso  marzo. 

S.**  Nella  nuova  formola  per  l'*F(x)  sviluppiamo  ncirinte- 
graie  definito  fra  i  limiti  di  0^  e  di  oo  i  fattoriali  di  for- 
ma immaginaria  col  cominciare  dalle  prime  potenze,  avremo 
un  risultato  della  forma 

[«]"  =  Alt  M-  B(lty  -4-  C(ltY  -H  D(tó)4  ec. 

i^uT  —  A(— <t)  H-  B(— ri)'  -^  C(— /f)3-f-  l>(-/i)4  ce. 


( 
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) 

ovvero 

m 

^   — — 

—  Be  -H  D«4  . 

•     • 

■+■  (Al 

—  Ci'  -+- ...  )i 

[- 

tiy  = 

=  _B<-*-D*4 

■    •    • 

-(Al- 

-  Ci'  -1-  ...  >• 

Pongasi 

per 

brevità 

F(« 

•  +  *<»■)  =^^ 

F(a; 

-hti)=^. 

P 

=  A 

—  Cf'  -+-... , 

Q  = 

Bl  — Dl^  ec. 

e  si  sostituisca  il  tatto  nel  valore  di  l^Flx)  ,  verrà  V  iate- 
grale  definito  fra  i  limiti  0,  ed  oo  a  rivestirsi  della  forma 
datagli  da  Abel.  Nel  valore  di  Q  viene  per  equivoco  lasciata 
la  prima  potenza  di  1,  e  questo  errore  viene  riprodotto  an- 
che in  un'esempio.  Infatti  Abel  suppone 

e  per  n  =  2  ,  deve  essere 

(efl  _  1)2  ~  2        7"^?  J^    e^^'—l 

tdt  cos  at 


-e 


e27tf  —  I  » 


mentre  esso  scrive  d^  cos  at  invece  di  tdt  cos  ai,  Aggiungia* 
mo  infine  che  il  metodo  esposto  da  Abel  per  la  determina- 
zione di  l'^Flx)  viene  anche  riportato  dal  Sig.  Oskar  SchUf- 
milch  distinto  Professore  di  Analisi  nella  scuola  politecnica 
di  Dresda  in  una  sua  Opera  sotto  il  titolo  :  Théorie  der  dif- 
ferenzen  und  Summen  Halle  1848  pag.  170.  Converrebbe  ora 
di  esaminare  alcuni  casi  particolari,  che  presenta  l'ottenuto 
valore  di  l'^Fix)  per  poterne  formare  dei  confronti  con  al- 
tre formole  dedotte  da  considerazioni  diverse,  ma  prima  di 
venire  a  questo  esame  non  credo  inutile  d'insistere  per  al- 
tro poco  a  far  vedere  come  io  stesso  valore  di  P^F(x)  possa 
esser  dedotto  in  altro  modo  anche  più  semplice  di  quello 
esposto  di  sopra,  e  che  ci  darà  in  appresso   norma  per  ot- 
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tenere  nuove  forinole  più  generali  atte. a  risolvere  problemi 
somiglianti. 

9J^  Avverto  che  Tespressione  l"F(x)  verifica  l'  equazione 
lineare  a  differenze  fioitc 

A«y  =  ¥(x) , 

la  quale  sarà  inclusa  come  caso  particolare  nell'altra  equa- 
zione 

(A  —  ryy  =  F(x). 

Ora  nelle  mie  Memorie  sulFapplicazione  del  calcolo  dei  re- 
sidui airintcgrazionc  dell'equazioni  lineari,  e  pubblicate  nel 
Giornale  Arcadico  fin  dagli  anni  1835  e  1842  nei  tomi  63 
e  90;  dimostrai  che  Tintcgrale  dell'ultima  riportata  equazione 
era  dato  dalla  formola 


X 


'^""  1.  2.  3.  .  .  (n  —  1) 

e  sarà  anche  completo  l'integrale,  mentre  ad  ogni  deriva- 
zione relativa  ad  r  si  riproduce  un  nuovo  segno  1  d'integra- 
zione, e  perciò  possono  considerarsi  incluse  le  n  costanti  ar- 
bitrarie. Se  l'integrale  abbia  di  più  luogo  a  partir  da 
esso  potrà  anche  porsi  sotto  le  forma 


X-» 


»  °l.-i.3..1.-l|  Or       ■?<*■*-  •■'  '<"• 


Quindi  se  dopo  le  derivazioni  si  ponga  r  =  0  otterremo  il 
valore  di  l"F(x)  decomposto  in  integrali  semplici.  Si  esegui- 
scano le  n  —  1  derivazioni  ivi  indicate,  e  pongasi  per  i  nuo- 
vi fattoriali 

Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T^IF.  giugno  i8»3.  15 
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£a]„  ««(a  — l)(a  — 2).  .  .  (a— (n-1)  ), 


fii  ritroverà 


x-t 


»=ìè.  !(^(i +')"'"'"'•(»)). 


r(») 

quindi  per  r  =  0  si  otterrà  la  forinola 

2"F(x)=r~SzF(,) 

1  \n)  a 

ove  dopo  le  integrazioni  si  dovrà  porre  z  =  x.  Ciò  posto 
per  la  formola  di  Maclaurino  riportata  al  parag.  d."*,  sarà 
evidentemente 

r(n)     ^fc»»  _j 
0  ciò  che  torna  lo  slesso 

^"^"»  =  ri)  (m'  -  i  ^^«  ) 

r(r.)J„         ,-{«2w_l)  ^  ' 

11  prodoUo  ZF(z)  por  x=i  x  sì  riduce  evideatcmcDlc  ad 

(—1)"-»  1.  2.  3.  .  .  .  (n  —  1)=  (-l)-'  r(n), 
come  anche  per  x  =z 

e'*'»»  ZF(z)  =    ^7  Z*^'     F(z  4-  AW) 
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d'onde  per  la  sostituzione 


-f 


hr(n) 

"^   l-ti2n  V(X  H-  fui)  +  [/t]„  F(x—hlt) 


r(fi)J,  /(e^«— 1) 

Questa  forinola  verrà  a  Goioeidere  eoa  quella  travata  verso 
la  fine  del  parag.  6.^  col  sostituire  il  valore  di  Z  espresso 
per  la  funzione  F  di  Legendre,  ed  i  valori  dei  nuovi  fatto- 
riali della  fornsa  t^],,  per  quei  della  forma  [a]"  :  infatti  per 
questi  ultimi  si  ba 

la]n  =  a(a  —  \){a  _  2)  .  .  .  (a  —  (n  —  1)  ), 

[a3«  =  a(a-i- l)(aH-2).  .  .   (aH-(ft  — 1)) 

e  si  trae  per  la  mutazione  di  a  in  ( — a) 

l—a^n  =  (—1)-  iaY  ,     l-aV  =  (— 1)"  [a]^  ; 

d'onde  si  scorge  subito  Tidentità  delle  due  forroole.  L'utilità 
del  metodo  testé  adoprato  consiste  principalmente  nell'aver 
prima  decomposto  un'integrale  finito  multiplo  in  un  integrale 
finito  semplice ,  per  poter  quindi  far  uso  della  formola  di 
Maclaurino  rappresentata  da  un'integrale  definito  semplice  . 
Mostreremo  in  altra  memoria  1'  utilità  di  queste  riduzioni 
per  gli  integrali  finiti  di  più  variabili  indipendenti,  e  per  le 
integrazioni  dcirequazioni  a  differenze  finite. 

10/*  Prendiamo  ora  in  considerazione  qualche  caso  parti* 
colare.  Sia  nuovamente  n  ^=  1  ,  e  supponiamo,  che  le  inte- 
grazioni abbiano  luogo  a  partir  da  j;  =  0  ,  in  allora  Tulti- 
ma  formola  del  parag.  3.^  diviene 

O 

/-*  Fjx -i-kti)—  ¥{e—hti)       __  r*  ¥{hti)  —  ¥(—htt) 
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Che  di  più  si  supponga  estesa  Tintegrazione  fino  ad  j;  =  A^ 

A 

sarà  2F(a?)  =  F(o) ,  6d  avremo 


/ 


'F(«)d.=  »t!("-^^'°" 


»  Ja 


2 

F(A-f-«Ai)  —  F(*  —  «Al)  —  ¥{thi)  H-  F(— Mi) 


o 

QO 


àt, 


la  quale  yiene  riportata  nella  citata  Memoria  del  Sig.  Dott/ 
Genocchi  alla  pag.  412  degli  Annali  an.    1852.  Che   se  in 

questa  stessa  formola    si    ponga  di  più  -—  invece    di  i   si 

si  ?edrà  in  allora  la  coincidenza  con  quella  data  dal  Signor 
Gauchy  fin  dall'anno  1827  nella  Memoria  sull'  applicazione 
del  Calcolo  dei  Residui  ai  problemi  di  Fisica  matematica 
pag.  8;  e  segnata  n.°  (36) ,  e  riprodotta  di  più  dal  medesi- 
mo Sig.  Cauchy  nel  tom.  6.  delle  Memorie  dell'Instituto  di 
Francia  pag.  609,  e  segnata  n.''  (16).  L'illustre  Geometra  la 
trova  come  caso  particolare  di  altre  formole^  le  quali  servono 
allo  sviluppo  delle  funzioni  io  serie  periodiche.  Soggiunge 
di  più.  La  formule  (16)  parait  mériUr  Vattention  de$  géomèires. 
Facendo  altre  supposizioni  sulla  medesima  formola  riportata 
alla  fine  del  parag.  3^  se  ne  potranno  dedurre  delle  altre, 
le  quali  si  applicano  utilmente  a  molte  questioni  di  analisi, 
ed  in  particolare  alla  teorica  dei  residui  quadratici,  come 
fece  il  Sig.  Dott.''  Genocchi  nella  sua  Memoria  più  volte  ci- 
tata. Fermiamoci  per  un'istante  a  supporre  con  Abcl,  or  =  oo  , 
e  che  per  questo  valore  sia 

F(x)  ==  0 ,         /F(a:)  dx  =  0. 
In  questa  ipotesi  sarà 

Ìf^x)  =  ¥(a)  H-  F(a  -^  1)  -f.  F(a  -H  2) 

a 

e  la  citata  ultima  formola  del  parag.  3  diviene,  per  A  ^=  1 
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F(a)  ■+-  F(a  4-  1)  -i-  F(o  -h  2) 


•    •  •    • 


r*  r./  ^A  1    r./  .        r*  f  (a-l-<.-)  —  F(a-<f)  , 

=J;    F(x)d.-t- ^  F(a) -J^    _L______.^d,     . 

1 

Prendendo  in  essa    ¥{a)  =  -^,  e  fatto  in  seguito  a  =  1  , 

a 

si  ottiene  per  la  nota  serie 
.11         1  .  tt"       3       .  /-*  idi 

1  -+-  T--f-  :r--+-^ 


6      2  ^'J„ 


4        916^  6       2J„    (l-t-t')»(e>w_i) 


2  2 


In  questo  esempio  scelto  da  Abel  si  trova  -r-  inyece  di  -^ 

4  6 

come  deve  essere.  La  medesima  somma  si  può  ottenere  dalla 

seconda    delle    formole  di  questo  paragrafo  ,    col  prendere 

F{x)  =  0?^  ,  e  si  troverà  senza  diiBcoltà 


i 


QO  sA*  ^2 


td$  n' 


e^—i         6 

Non  é  difficile  estendere  le  applicazioni  delle  precedenti  for- 
mole per  la  somma  di  altre  serie,  come  per  esempio 

F(a)  —  F(a-+-1)  h-  F(a+2)  —  F(aH-3)    +...., 

che  per  brevità  tralasciamo,  e  nel  seguente  ed  ultimo  parag. 
della  presente  Memoria  daremo  un  breve  cenno  sulla  forma 
analoga^  della  quale  si  rivestono  gli  integrali  finiti  delle  fun- 
zioni di  più  variabili  indipendenti. 
11.^  Prendasi 

u  =  F(a:,  y,  ....)  , 

e  siano  A  =  Ao; ,  A  =  Ay  ,  ....  gli  incrementi  delle  variabili 
x^  y  ....  avremo  per  Tincremento  della  funzione 

Au  =  F(x  +  A ,  y  -f-  *,  ....)  —  F(2r,  y,  ....) 

Se  il  secondo  membro  sì  sviluppa  per  mezzo  del  teorema 
di  Taylor  in  serie  convergente  potrà  esso  porsi  sotto  la  forma 
simbolica 
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Au  =(e  ^      —  1)m 

0  rappresentando  con  il  simbolo  D  la  funzione  lineare  delle 
caratterifitiche  Dx  9  Dy  »  ••••  »  ^'^^ 

si  avrà 

Au  =  (e°  —  l)u  . 

Nella  stessa  guisa  per  una  differenza  seconda 

Ed  iu  generale  per  una  differenza  dell'ordine  n'''*"* 

A"ii  =  («0  _  l)«u. 

Questa  formola  che  sussiste  per  n  intero  e  positivo,  per  in- 
duzione si  estende  ad  un  numero  intero ,  e  negativo  ,  nel 
qual  caso  il  primo  membro  rappresenterà  un'integrale  mul- 
tiplo a  differenze  finite  di  una  funzione  di  più  variabili,  il 
che  porge 

Per  n  =  lj  si  ha  semplicemente 

quindi  se  come  al  parag.  S.""  si  ponga  la  nuova  caratteristica 
D  sotto  il  segno  d'integrazione,  potremo  scrivere  per  la  for- 
mola di  Legendre 

Ora  fattane  la  sostituzione  nel  secondo  membro  della  pre- 
cedente equazione^  è  evidente  che 

D  ADx  H-  kDy  .... 


e  ^1  ) 

rappresenterà    l' integrale  deli'  equazione    lineare  a  derivate 
parziali 

quale  potrà  esser  dato  dal  valore  simbolico 


.=j. , 


-  <^-' -)  j,4-^'' -)  r^,^, ,j,. 


Sotto  il  sflgno  d'iategrazione  s^intende  inclusa  un'arbitraria 
funzione  delle  rimanenti  variabili  y, ....  in  modo  che  se  Vin^ 
tegraztone  relativamente  ftd  x^  abbia  toogo  a  partir  éa  x^sa^ 
e  si-  chiami  tp(y ....)  Tarbitraria  funzione,  si  otterrà 

Nello  stesso  modo  per  il  teorema  di  Taylor  esteso  a  più  va* 
ridnli  indipendenti,  abbiamo 

e^Q'  F(^,  y, ...)  =  ¥(x  -h  A/t ,  y  -♦-  Alt  >...)  =  5^ 

•-*n/  F(ar,  y, ...)  =  ¥{x  —hH,y  —  kii  , ...)  ==  ^i 

d'onde  per  l'integrale  a  differenze  finite  ricaviamo 

..F,.. , ...) = ».  [,  (^K j;  f(.  .  'i±^' y. 

La  funzione  f(x,  y, ...)  potrebbe  ridìirsi  ad  una  costante  ar- 
bitraria, ed  anche  restare  funzione  periodica  delle  x^y.  .  • 
Formole  analoghe  sussistono  per  gli  integrali  multipli,  come 
mostreremo  in  altra  Memoria ,  ove  verrà  posto  in  evidenza 
il  nesso,  che  passa  fra  gl'integraU  dell'equazioni  a  differenze 
parziali  tanto  finite^  quanto  h 
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f 

INTORNO  AD  ALCUNE  FORMOLE 
CHE  SI  RISCONTRANO  NELLA  TEORICA 

DELLE  SUPERFICIE. 

JSOTA 
DEL  SlOr.  PROff.  V»  BRIOSCHI 


Le  espressioni  trovate,  dapprima  dai  Sig.  Lamé,  ed  in  se- 
guito dai  Sigg.  Bertrand,  Bonnet  ec.  pei  raggi  di  curvatura 
corrispondenti  al  punto  comune  intersezione  di  tre  superficie 
ortogonali;  furono  recentemente  dimostrate  dal  Sig.  LiouviN 
le  (^)  quali  casi  particolari  di  altre  espressioni  che  si  riscon- 
trano nella  ricerca  delle  grandezze  dei  raggi  di  curvatura 
delle  sezioni  normali  corrispondenti  al  punto  comune  inter- 
sezione di  tre  superficie  qualunque.  A  questo  scopo  indican- 
do con  Uy  r,  to  tre  parametri  variabili  esistenti  nelle  equa- 
zioni delle  tre  superficie,  e  ponendo  ; 


h{ì:^*{TS=-"  {^hìMtS=-- 


(d^)  "^  (d^)  "^  (d^) = ^ 


3  j 


àx  Ax  dy  dy  Az   Az  

Au  Av  Au  Av  Au  Av 

Ax   Ax  dy    dy  Az   Az 

Au  Au>  Au  Aw  Au  Aw 

Ax  Ax  dy   dy  Az   Az  

Av   Aw  Av  Aw  Av  Aw 


(*}  Journal  de  Mathématiqae»  publid  par  M.  Lionville.  Decembre  1852. 
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il  Sìg.  Lioaviile  dà  la  formula  per  la  grandezza  del  raggio 
di  caryatura  di  una  sezione  normale  per  una  qualunque  di 
quelle  tre  superficie,  per  esempio  per  quella  per  la  quale 
u>  =  cost.''  formata  mediante  le  E,  ,  E, ,  F, ,  F^ ,  F3  e  lo- 
ro derivate,  ed  i  parametri  u,  v.  Analogamente  si  ponno  ot- 
tenere le  formole  pei  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  nor- 
mali corrispondenti  alle  altre  due  superficie. 

In  questa  breve  nota  proponiamo  un  mezzo  semplicissimo 
a  dimostrare  la  formola  enunciata  dal  Signor  Lionville,  col 
qual  mezzo  si  ponno  ottenere  altre  importanti  formole  ap- 
profittando delle  note  ricerche  intorno  alla  teorica  delle  su- 
perficie. Osserviamo  che  assumendo  per  brevità  : 


D=det 


d^r 

d;? 


'  du*  ' 


0^=  det 


dx  dy 

dt?  '  dt?   ' 

dx  dy 

du  '  du  ^ 

d^x  djy 

dv^   '  d^  ' 

dx  dy 

dt?   '  dt?  ' 

dx  dy 

d^  '  dii  ' 


d^ 
du' 

dz 
dv 

dz 
du 

d^ 
do" 

d£ 
dv 

dz 
du 


Di  =det 


d^x 


d'y 


d^z 


du  dv      du  dv  '  dudv 


dx  dy 

dv  dv 


H=det 


dx 
du' 

dy 

du' 

dx 
du    ' 

dy 

du  ' 

dr 
dv    ' 

dy 

iv  ' 

dx 

dy 

dir 

dw 

si  hanno  le  segaenti  equazioni  : 

L  ili.    i!i._ 

2      du     '     dtt 


DH  ss  L  sdet 


1^ 

2 

E, 

Fi 


dE,      dF, 
do    '    du 


1_ 
2 


^-1 
do 

du 
du 

dt) 

Ì2 


du) 


dE, 
dto 


D.H  =:M=:dcl 


1^ 

2 


dE, 
dv 

F.    , 

E.     , 
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O  A..       '      v>  l 


du 


2Vdu 


E,  , 

F.  , 


dF. 
d7 

Fj 
F, 


ar. 


die  / 


D,H=N=del 


dF. 

1    dE.      1 

dE, 

dFs       1   dE, 

do 

2     dtt    '   2 

dv 

'   dv         2    dw 

F.    , 
E.     , 


H'  =  dct 


té2        9 

E.  ,    F,  ,     F 

Fi  ,      Ea  ,      F: 


Fa  »      F3  ,      E3 

Ora  la  grandezza  del  raggio  di  curvatura  di  nua  sezione  nor- 
male qualunque  fatta  alla  snporGcie  to=cost.'  vien  data  dall* 
espressione 


1 Du^^-H2D,u^t?^H-Dat;^' 

r  "^  A 

quindi  si  avrà  anche 

1  _W 


essendo    A  =4/^(È,  E,  —  F,^)  ; 


2SliiV-v-Nt^ 


12 


AH 


la  quale  é  Tespressione  data  dal  Sig.  Liouville. 

Notiamo  che  supposto  essere  Fi  =  F^  ==  F3  =r  0  ,  cioè 
nel  caso  delle  coordinate  curvilineo  ortogonali  si  ha  Ms^iOt 
e  quindi  Di  s=  0  non  essendolo  H ,  per  cui  le  linee  rappre- 
sentate dalle  equazioni 

v  s=  cost'9  w  =:  cosi';    u  =  cosi',  to  =  cosi'; 

saranno  linee  di  curvatura  per  la  superficie  to  =3:  cosi'*  Ana- 
logamente per  le  altre  due  superficie. 
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Lo  stesso  metodo  conduce  allVspressionc  della  somma  dei 
raggi  reciproci  di  massima  e  minima  curvatura  per  una  qua- 
lunque fra  quelle  tre  superficie.  Infatti  indicando  con  r^  ,  r, 
i  raggi  di  massima  e  di  minima  curvatura  corrispondenti  al 
punto  di  coordinate  x^  y,  z  della  superficie  to  =  cosi.'  si  ha 
la  nota  equazione  : 

1         1       2DjF,  — DEa  — D,E, 
I 
quindi  si  avrà  : 


r,        r,  A5 


I  1        2MF,  —  LEa  — NE. 

espressione  formata  colle  E|  ,  Ea  ,  Fi ,  F, ,  F3 ,  e  colle  loro 
derivate.  Supposto  Fi  ==:  F,=  F3  =  0  si  ha  : 

dE, 
2"*'^'    dio    '     '""    2"""-'    dw 
e  quindi 

II  1        dIogE.Ea 


.1  |ip  \ 

M=0,     L=4E,Ea-P-,    N=-H^E,E, 


2 


2i/"E3  dio 


ed  analogamente  per  le  altre  due  superficie. 

Nello  slesso  si  potrebbero  determinare  i  raggi  dei  circoli 
osculatori  delle  linee  comuni  intersezioni  delle  tre  superficie^ 

ed  in  generale  si  otterrebbero  formate  colle  Ex  »  E^ 

e  loro  derivate,  tutte  quelle  espressioni  che  contengono  que- 
ste quantità  e  le  D,  D^  ,  D^ . 

Pavia  il  26  maggio  1853. 
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TEOREMI  DI  GEOMETRIA  ESTRATTI  DA  UNA 
LETTERA  DEL  SIG.  PROF.  F.  PADULA  DI  NAPOLI 

AL  COMPILATORE 

Signor  Professore 

1.  La  saperficie  inviluppo  di  un  piano  che  stacca  da  un 
corpo  dato  un  segmento  di  volume  costante  tocca  il  piano 
mobile  nel  centro  di  gravità  della  sezione  prodotta  nel  cor- 
po, base  del  segmenta. 

2.  I  centri  di  gravità  de'segmenti  medesimi  si  trovano  so^ 
pra  una  superficie  tale  che  il  piano  tangente  in  un  punto 
qualunque  é  parallelo  alla  base  del  segmento,  di  cui  il  punto 
di  contatto  è  centro  di  gravità.  Nel  caso  di  un'ellissoide  le 
dette  due  superficie  sono  due  ellissoidi  simili,  e  similmente 
poste  alla  superficie  dell'ellissoide  dato. 

I  medesimi  teoremi  hanno  luogo  nel  piano  :  così  per  una 
curva  di  2.''  grado  le  due  curve  da  sostituirsi  alle  due  sud- 
dette superficie  sono  due  curve  simili  e  similmente  poste  alla 
data. 

Dal  secondo  di  questi  teoremi  si  deduce,  come  corollario, 
il  teorema  del  Sig.  Glausen  che  forma  la  quistione  240  a 
pag.  357  voi.  X  degli  annali  di  Terquem  e  Gerono ,  finora 
rimasta  senza  soluzione.  In  verità  esso  dimostra  la  sola  prima 
parte;  cioè  :  La  posizione  di  equilibrio  di  un  galleggiante  non 
ha  luogo  che  quando  la  distanza  del  centro  di  gravità  del  li- 
quido spostato  al  centro  di  gravità  del  corpo  è  un  massimo  o 
un  minimo.  Intorno  alla  seconda  parte,  cioè:  o  quando  il  cen- 
tro comune  di  gravità  del  corpo  e  del  fluido  spostato  é  alla  sua 
più  alta  o  piti  bassa  posizione^  credo  sia  una  conseguenza  del 
noto  principio  che  in  un  sistema  di  pesi  in  equilibrio  il  cen- 
tro di  gravità  comune  occupa  il  sito  più  alto  o  più  basso  ; 
ma  parmi  vi  abbisogni  qualche  rettifica  nell'enunciato.  E  pe- 
rò intorno  a  ciò  ne  potrò  parlare  quando  le  manderò  le  di- 
mostrazioni di  quc'due  teoremi. 
Napoli  25  maggio  1853. 
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SOPRA  I  FENOMENI  DI  INDUZIONE  DELLA 

BOTTIGLIA   DI  LEIDA 

NOTA  DEL  D/  R.  FELICL 

I  teoremi  l**,  2^,  3^  indicati  nella  mia  Nota  inserita  nel 
mese  di  ottobre  1851  di  questo  giornale,  si  verificano  anche 
nel  caso  delle  correnti,  o  scariche,  indotte  dalla  bottiglia  di 
Leida.  Per  ciò  dimostrare  ho  seguito  il  metodo  delle  espe- 
rienze descritte  da  me  nell'agosto  di  questo  giornale,  in  quello 
stesso  anno.  Ora  dovrò,  onde  non  fare  inutili  ripetizioni,  li- 
mitarmi a  dire  i  cangiamenti  che  ho  dovuto  introdurre  nelle 
esperienze  citate,  per  il  caso  speciale  ora  trattato. 

In  luogo  del  galvanometro  ho  impiegata  la  calamitazione 
indotta^  dall'indotto  circuito.  Introdussi  dogi'  aghi  da  cucire 
nell'asse  di  un  cilindro  di  vetro,  avvolto  in  spirale  dal  filo 
indotto.  La  mia  batteria  era  di  quattro  bottiglie,  della  gran- 
dezza ordinaria;  e  la  scarica  era  misurata  da  40''  di  un  elet- 
trometro comune  di  Henly. 

II  metodo  mio  riducendo  tutto  a  dei  casi  di  equilibrio  , 
fra  le  azioni  contemporanee  di  due  circuiti,  non  avevo  a  mi- 
surare delle  intensità  magnetiche;  ma  bensì  dovevo  osservare 
se  il  magnetismo  era  indotto  o  no,  ponendo  l'ago  nella  spi- 
ralina  inducentc;  e  per  questo  mi  servivo  di  un  sistema  asta- 
tico da  galvanometro,  davanti  a  cui  portavo  T  ago  dopo  la 
scarica. 

I  circuiti  erano  isolatissimi. 

II  più  piccolo  spostamento  nello  condizioni  di  .equilibrio 
dei  miei  circuiti  bastava,  per  dare  repulsioni  di  40"*  sul  mio 
sistema  astatico. 

Il  diametro  dei  fili  di  rame  era  di  O*",  006. 

Le  resistenze  dei  circuiti  erano  di  15*",  00  dello  stesso  filo. 

Gli  aghi  avevano  0**,  048  di  lunghezza  ,  0'",  001  di  dia- 
metro; scelti  d'acciajo  non  molto  temperato^  allo  stato  natu- 
rale, e  cangiati  dopo  ogni  scarica. 
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Il  magnetismo  era  sempre  indotto  nello  stesso  senso  io 
cai  lo  sarebbe  stato ,  facendo  percorrere  il  circuito  indotto 
da  una  corrente  continua,  nella  direzione  stessa  della  corrente 
della  pila. 

La  conclusione  di  queste  esperienze,  ò  che  l'induzione  deUa 
Metrica  della  bottiglia  di  leida  è  compresa  nella  stessa  teoria  nui- 
iematica  deWinduzione  elettro  dinamica. 


=: 


I^ETTEBA  DEL  SIG.  COMM.  L.  CICCOLINI 

AL  COMPILATORE, 

Sig.  Professore 

Dal  palazzo  di  Malta  18  Giugno  1853. 

Sono  a  pregarla  a  volermi  usare  la  compiacenza  di  an- 
nunciare ne'suoi  Annali  |a  pubblicazione  per  le  stampe  di  una 
mia  piccola  opera  intitolata  «  Osservazioni  critiche  su  quanto 
scrisse  del  Calendario  il  Delambre,  e  Replica  alla  sua  rispo- 
sta contro  parte  delle  medesime  inserita  nel  primo  libro  del- 
la sua  Istoria  dell'Astronomia  Moderna  di  Lodovico  Ciccoli- 
ni  Commendatore  di  s.  Giovanni  Battista  di  Orvieto  del  S. 
M.  O.  G.  già  Direttore  della  Specola,  e  Professore  di  Astro- 
nomia nella  Università  di  Bologna,  e  Socio  di  più  accademie. 
Boma  Tipografia  Salviucci  1853.  »  E  perché  Ella  Sig.  Pro- 
fessore sia  informato  di  quanto  concerne  Topera  suddetta  le 
dirò,  che  il  fine  che  io  mi  proposi  dettando  queste  osserva-^ 
zioni  fu  quello  principalmente  di  correggere  alcuni  luoghi 
fallali;  ed  illustrarne  alcuni  altri  che  abbisognano  di  schia- 
rimento, affinché  il  pubblico  traesse  maggior  profitto  dagli 
scritti  di  sì  celebre  autore  qual'è  il  Delambre.  Ed  essendo 
che  mi  paresse  di  non  passare  sotto  silenzio  la  noncuranza, 
e  direi  quasi  il  disprezzo  ch'egli  manifestò  ad  ora  ad  ora 
pel  Calendario  Gregoriano,  giudicai  di  dare  insieme  alle  os- 
servazioni suddette  quei  passi,  i  quali  o  direttamente,  o  in- 
direttamente si  oppongono  all'uso  di  quello^  e  di  non  lasciarli 
senza  risposta,  cosa  utile  a  farsi  sopratutto  pei  giovani,  af^ 
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fiacbé  BOB  dessero  in  qualche  errore.  É  perciocché  in  tre 
diversi  tempi  dette  fuori  I*  autore  quelle  opere  nelle  quali 
trattò  ancora  del  Calendario»  cosi  in  queste  osservazioni  se^ 
gaii  l'ordine,  col  quale  detto  opere  vennero  a  luce  t  inco- 
minciandole  sui  suo  Compendio  di  Astronomia,  e  continuan- 
dole via  via  sull'Astronomia  teorica,  e  pratica,  e  per  ultimo 
sopra  una  Memoria  di  lui  inserita  nella  conoscenza  deUempi 
per  il  1817.  Quantunque  finalmente  correggesse  1*  Autore 
nella  Memoria  suddetta  alcune  cose  dette  prima  nelf  Astro- 
nomìa teorico  pratica,  ed  ancbe  in  quest'ultima  ne  rettificasse 
alcune  altre  che  si  trovano  nel  Compendio,  ciò  non  ostante 
facendosi  vantaggioso  a  chi  non  possiede  tqlte  tre  le  mento- 
vate opere  di  avere  le  correzioni  divisamente,  divisamente 
io  scrissi  citando  per  ordine  la  paginazione  loro,  e  non  om- 
mettendo  di  notare  le  correzioni  fatte  quindi  da  Ini. 

Queste  mie  Osservazioni  non  furono  pnnto  gradite  dal 
Cav.  Delambre,  e  scrisse  contro  le  medesime  una  replica  as- 
sai pungente,  che  pubblicò  nel  primo  libro  della  sua  Istoria 
dell'Astronomia  Moderna,  alla  quale  replica  io  non  lasciai  di 
subito  rispondere,  ma  questa  mia  risposta  solamente  quest' 
oggi  viene  in  luce  col  suddetto  titolo  di  Osservazioni  ec.  Ho 
creduto  ben  fatto  di  unire  alla  medesima  ancora  le  mie  Os- 
servazioni precedenti,  affinchò  il  Lettore  sia  compiutamente 
informato  di  cosa  si  tratta. 


SUR  UN  PRINCIPE  D'ÉLECTROSTATIQUE 
RECONNU  PAR  M.  LE  D.'  PALAGI. 

lETTRE  (*) 
DE  M.  P.  VOLPICELLI  A  M.  AHAGO 

»  Permettez,  Monsìenr,  que  je  Vienne  vous  rendre  compie 
d'un  principe  électrostatique,  reconnu  par  M.  le  D.'*  Palagi, 

(*)  Questa  lettera  <lel  Sìg.  Prof.  Volpicelli,  csiratU  dal  Conto  Reso 
deirAccademia  delle  Scienze  dì  Parigi,  T,  XXXVI,  p.  i042,  è  relativa 
a  quanto  sullo  slesso  proposito  avvertii  nel  fascicolo  del  testé  decorso 
aprile  pag.  157.  B»  T. 
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de  rUniversité  de  Bologne,  et  que  j*  ai  coQfirmé  moi-mème 
par  des  expériences  ultérieares.  Yoici  rénoncé  da  prìncipe  : 
((  Un  corps  d'une  nature  quelconque ,  si ,  en  changeant  de 
»  place^  il  demeure  isole,  développe  une  tension  électriqoe, 
»  positive  ou  negative^  selon  qu'il  s'approchera  ou  s'éloignera 
»  d'un  autre  corps.  » 

»  Dés  1788,  le  physicien  anglais  William  Nicholson  lat, 
à  la  Société  royale  de  Londres  (^),  la  description  d*  un  me* 
canisme,  dont  on  obtenait,  par  le  mojen  d^une  manivelle^  les 
deux  états  électriques  ,  sans  frottement ,  ni  communication 
avec  la  terre.  L' action  de  cct  instrument  était  telle ,  qu*  il 
prodnisait  les  deux  états  électriques  par  les  rapprochements 
et  les  éloignements  alternatifs  de  quclques-nnes  de  ses  par- 
ties,  roaìntenues  isolées.  Pourtant  M.  Nicholson  né  sut  re- 
connaitre  dans  son  instrument  qu^une  nouvelle  machine  éle- 
ctrique,  sans  y  apercevoir  le  principe  d*où  procédait  uniqne- 
ment  Teffet  qui.en  rèsultait.  Quei  qa*il  en  soit,  il  me  scm- 
blo  que  c*est  là  le  premier  indice  que  nous  offre  Thistbirc  de 
rélectricilè,  touchant  le  principe  de  M.  Palagi. 

»  En  1803,  M.  Erman  publia  un  mémoire  intéressant  sur 
Télectrométrie  atmosphérique  (^),  et  ses  expériences  rappor- 
tées  dans  ce  mémoire  sont  toates  dépendantes  du  principe 
électrostatique  dont  nous  parlons,  et  qu'  il  ne  reconnut  pas 
non  plus.  M.  Erman  vit  de  plusieurs  maniéres,  qu'  en  rap- 
prochant  les  électromètres  de  Weiss  entro  eux,  et  en  les  rap- 
prochant  d'autres  corps,  on  obtenait  des  indices  d'électricité 
negative;  et  qu'au  contraire,  en  les  éloignant  l'un  de  T  au- 
tre, soit  du  sol,  soit  de  tout  autre  corps^  on  avait  des  indi- 
ces d'électricité  positive. 

»  Ce  physicien  reconnut  que  ce  phénomène  n'  était  point 
du  tout  dù  à  rélcctricité  atmosphérique,  contrairemcnt  à  ce 

(•)  Philosophical  Trans.,  voi.  LXXVIII,  p.  403. 
(**}  Journal  de  Pbysique,  de  Chimie,  eie.  par  Delamélherie^  t.  LIX, 
pag.  08. 
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qae  Saassare  avait  pensé  antériearement,  d*après  une  cxpé' 
rience  analogue  qu*il  avait  faite;  cependaDt  Ma  Ermao  se  li- 
mita à  conclure,  des  faits  par  lai  observés,  qae  la  caase  de- 
▼aìt  en  è(re  attribaée,  soit  à  la  manière  dont  Télectricité  se 
distribue  dans  Ics  corps ,  soit  aax  atmosphéres  électriqaes 
qai  les  enveloppent. 

»  Ce  mémoire  de  M.  Ermao,  tant  par  les  expériences  qu'il 
contieDt,  qae  par  Ics  raisonnemeots  qai  les  accompagnent , 
doit  élre  coosìdéré ,  ce  me  semble  ,  comme  un  second  pas 
bien  avance  vers  le  principe  de  M.  Palagi. 

»  Le  pbysicien  fran^ais  M.  Peltier  connut  les  belles  expé- 
riences de  M.  Erman,  et  il  en  institua  d*aatres  sembiables , 
de  1838  à  1845;  les  unes  et  les  autres  dépendantes  da  prin- 
cipe énoncé,  et  qn'il  n*apércat  pas.  La  seule  conclusion  qu' 
il  tira  de  toutes  ces  expériences  fat  de  reconnaltre  la  néces- 
sité  d*attribaer  à  la  simple  inflaence  cette  éleclricité^  mani- 
festée  par  les  électrométres  qui  servent  à  la  meteorologie , 
et  de  reconnaltre  la  terre  comme  la  source  unique  de  l'éle- 
ctricité. 

»  M.  Louis  Palmieri,  physicien  napoli tain,  publia,  en  no- 
vembre 1850,  qaelques-anes  de  ses  expériences  et  observa- 
tions  de  meteorologie  électrique,  dans  lesqaelles  il  eut  pla- 
sieurs  fois  Toccasion  de  reconnaltre  les  effets  de  la  tension 
électrique,  produits  posUivemetU  en  éloignant  des  corps  Ics 
ans  des  autres,  et  négativement  en  les  rapprochant  entre  eqx; 
mais  ce  pbjsicien  ne  fit  nullement  dépendre  ces  effets  da 
principe  déjà  exposé. 

»  G'cst  M.  Palagi  qui,  en  1852,  a  su  reconnaitre  le  prin- 
cipe électrostatiqne  déja  formule,  et  y  a  subordonné  les  faits 
observés  par  les  pbysiciens  dont  je  viens  de  parler.  Munì 
d'un  bon  èiectroscope  de  Bohnenberger,  et  Temployant  avcc 
toutes  les  précautions  requises  pour  bien  se  servir  de  cet  in- 
strument  si  délicat,  M.  Palagi  mettait  ,  moyennaat  un  petit 
fil  de  cuivrc  recouverl  do  soie  et  verni,  un  corps  quelcon- 
Jmali  di  Scienze  Mai.  eFis.  T.  IV.  giugno  1853.  16 
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que  en  Gommanicalioa  aYec  Iclectroscopc;  pois^  isolaot  par* 
fuitemeni  le  méme  corps,  il  l'approchait  on  rèioigDait  d'uo 
aatre  corps  non  isole,  commc  da  sol,  d'un  mni*,  d*an  arbre, 
eie.  Il  vii  qu'  en  opérant  de  cèlle  mani<^rc  dans  Un  espace 
ontcrf,  et  sans  corps  environnanls,  rélectroscope  donnait  con* 
stammenl,  dans  le  cas  de  rapprochcment,  dea  signcs  de  teq* 
Sion  èleclrottégalive,  et  danà  le  cas  d'éloigoement  dcs  signes 
oppoaés.  Il  yìI  au^si  que,  quelle  que  fùt  la  direction  du 
mouTcment,  soit  en  s'  éloignant ,  soit  cu  se  rapprochant  dq 
corps  isole,  ci  que,  quello  que  fut  la  nature  de  ce  corps  , 
qu*il  fùt  bon  ou  niauvais  conducleur,  toujoors  lo  mème  -fait 
se  térifiaìt  conformémcnt  au  principe  plus  haut  établì. 

»  M.  Palagi  répéta  ces  e^périeoces  plusicurs  fois  ,  et  do 
plusienrs  manières,  d'abord  à  Bologne,  puis  à  Florence,  en- 
suite  à  Rome,  où  il  voulnt  bien  m^y  faire  prendre  pari. 

»  M*ètant  convaincu  de  la  vérilè  du  principe  proclamé  par 
M.  Palagi,  et  de  la  justesse  de  ses  expériences;  et  vonlaut 
confinner  moi-móme  le  tout,  je  reconnus  que  dans  Ics  mou- 
vements  nécessaires  pour  éloigner ,  ou  pour  rapprocticr  un 
corps  isole,  d'un  aulre  corps  non  isole,  il  y  avait  développc- 
ment  d'une  teosion  électrique,  provenant  uniquetnent  de  l'ex- 
périmentateur,  isole  lui  aussi.  Par  suite  de  l'interycntion  do 
celle  éleclricité  nouvdle,  il  arrivali  quelquefois  que  les  ma- 
nifcstations  de  Téleclroscope  élaient,  ou  toules  deuiL  dans  lo 
mème  ^ens,  ou  bien  que  lune  dcs  deux  òtait  nulle, ou  très- 
faible,  et  à  peine  sensible*  Ainsi,  par  exemple  ,  dans  le  cas 
de  développement  d'électricilé  positive  par  le  frottement  des 
habits,  et  en  mème  temps  d'électricilé  negative  par  le  rap- 
procheilient  du  corps  isole  d'un  aulre  corps  non  isolc^  si  la 
première  éleclricité  sorpassali,  ou  élait  égale,  ou  bien  pcu 
ìnférieure  à  la  seconde,  l'indicatiou  corrcspondante  élcctro- 
scopique  était  ou  positive,  commo  elle  eùt  dù  V  èlre  si  uo 
èloìgnemcAt  avait  eu  lieu ,  ou  bien  nulle ,  comrae  si  aucun 
changemcnt  de  lieu  ne  se  fùt  opere,  ou  cnfin  asscx  faible* 
meni  negative. 
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»  Par  là  je  fas  conduit  à  reconnaitre  poarqaoi  h  phéoo- 
méne  était  notablement  moins  sensible  daas  un  liou  ferme, 
que  daos  un  iieu  ouverl  et  élcvé.  Eo  effet ,  Io  prìncipe  de 
M.  Pala^  se  manifeste  peu  dans  le  premier  cas  ,  par  sui(o 
de  rinfluence  des  corps  environnant  le  corps  mis  en  mouve- 
meot,  sai'  lequel  on  expérimentc;  tandis  que  dans  le  sccond 
caS)  le  mème  principe  produit  des  indicatìons  assez  sensibless 
par  lo  manque  de  TinCuence  indiquéd.  Or,  la  cause  pertur- 
batrice da  phénoinèno^  c*e$t*à-dire  rélectricité  produite  par 
l'expcrimentateurj  existant  dans  les  deux  cas,  il  s*eosuit  qne 
les  indicatioQS  électroscopiqucs  daes  au  principe,  serdnt  bìea 
plus  exposées  à  ètre  neutralisées  par  cclics  qui  sont  dues  à 
U  cause  perturbatrice  ,  quand  ob  expérimonto  dans  un  cu- 
drOit  ferme,  que  quand  on  expérimcnic  dans  un  endroit  òuvert. 

»  Pour  faire  disparaitre  cette  difiiculté,  et  obtenir  de  pou- 
voir  facìlement  reconuattre  le  principe  en  expérimentant  mè- 
me dans  un  cabinet,  je  reproduisis  les  rapprochemcnts  et  les 
éloigncments  dans  lo  vide.  Je  pris  à  cette  fin  un  tube  de 
verro,  long  d'environ  1'",  5,  et  i'ayant  prive  d'air,  je  fis  qu' 
un  corps  quclconque  fut  place  dans  rinlérieur  de  ce  tubo , 
et  que  la  base  mctailique  de  celui-ci  communiquat  avec  l'èie* 
ctroscope.  Les  cboses  étant  ainsi  disposées ,  il  en  résultait 
l'élimination  de  tonte  cause  perturbatrice  provenant  de  l'éle- 
ctricité  atmospbérique,  et  de  cello  procédaut  de  lopcrateur. 
Od  vit  alors  le  principe  dont  il  s'agit  so  manifestar  constara- 
meni  et  d'une  manière^  marquée,  quoiquc  l'opóration  se  flt 
en  Iieu  clos.  On  vit  memo  que  les  corps,  bons  ou  mauvais 
conducteurs,  obéissaient  iodistinctement  au  principe  indiqué. 

»  Afin  d'  obtenir  ensuito  de  plus  grandes  manìfoslations 
d'éleotricité,  en  opérant  dans  un  Iieu  ouvert,  je  Gs  construire 
un  appareil,  dans  lequel  une  tige  longue  d'environ  l'^sS,  tenni- 
née  à  son  extrémité  inférieure  par  un  globe  d'euviron  (>",2  do 
diametro,  le  tout  recouvert  d'une  lame  d'ctain,  pùt  tourner 
autour  d'un  axe  horizoulal  do  verrc,  et  isolani  parfaitement. 
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Pla^ant  ensaìte  co  communication,  aa  moyen  d*uo  ruban  de 
caivre,  Taxe  et  le  globe,  avec  l'électroscope,  je  vis  le  prin- 
cipe de  M.  Palagi  se  vérifier  toujoars  exactemeDt,  mais  d*ane 
manière  bien  plas  prononcée.  Je  prìs  ensuite  un  électromè- 
tre  condensateur  de  Volta,  et ,  le  tenant  en  commanication 
avec  la  tige  dans  chacane  de  ses  demi-rota tions  ascéndantes, 
j'accamulai,  avec  qaatre  seulement  de  ces  rotations,  assez  d* 
éiectricité  pour  (aire  diverger  les  paillettes  de  V  électromd- 
tre,  jusqa'à  leur  faire  toucher  les  parois  intérieares  da  ré- 
cipient  de  yerre,  dans  lequel  elles  sont  placées.  En  ce  cas , 
Télectricitè  accnmulée  etait  positive  conformément  aa  prin- 
cipe, parco  quo  lo  globe  avec  la  tige  dans  chaqae  demi-ro- 
tation  ascendante  s*  éloignait  du  sol.  Je  rocueillis  aussi  i'éle- 
clrìcité  développée  par  la  tige  terminée  en  globe,  dans  cha- 
cane de  ses  demi^rotations  descendantes,  et  j*obtins  unedi- 
vergence  ègalement  grande  pour  un  nombre  égal  de  demi- 
rotations;  en  ce  cas,  Télectricité  fat  troavée  negative,  parco 
que  la  tige  ainsi  que  le  globe,  dans  chacane  de  ses  demi- 
rotations  descendantes,  s'approchait  du  sol. 

»  J'obtins,  avec  le  mème  instrument,  la  charge  tant  positive 
qae  negative  da  carré  magiqne,  et  de  la  bouteille  de  Leyde. 

»  Le  principe  électrostalique  de  M.  Palagi  étant  mis  de 
cette  manière  dans  une  parfaite  évidence>  il  reste  à  Texami- 
ner  dans  ses  lois,  c'est-à-dire  par  rapport  à  la  vitesse  et  à 
la  nature  des  mouvements,  aux  distances,  aux  surfaces,  anx 
masses,  à  la  forme  et  à  la  nature  des  corps.  Il  y  aura  aussi 
à  rechercher  la  cause  du  principe  lui-mème,  à  examiner,  par 
exemple^  si  elle  ne  consisterait  pas  dans  la  perturbation  de 
Féquilibre  de  Télher  par  le  rapprochement  et  l'éloignement 
mutuel  des  corps.  Si  Fon  rèfléchit  que  Télectricité  et  le  ca- 
lorique,  selon  les  docirines  modernes  de  la  mécanique  mo- 
lèculaire,  sont  considérès  (*)  comme  des  modifications  stati- 

(*)  Mossoti!,  Lez.  elem.  di  fis.  mat.^  t.  II.  Firenze,  1845.  Melloni, 
Sur  ridenti  té  des  diverse»  radiations  lumineuses  ,  calorifiques  et  chi- 
roiques  (Bibl.  univ.  de  Genève,  mai  1842), 


(  245  ) 
qaes  et  dynamiqaes  de  V  éther  environaant  les  molécules 
pondérabiesy  n'auraìt-on  pas  un  plausible  appui  poar  ìndi* 
qaer  la  cause  du  prìncipe  qae  noas  ayons  référé?  Ce  qaì 
est  certain,  c'est  qae,  dans  les  expériences  dont  il  ^ient  d* 
ètre  parléy  on  trouve  une  autre  origine  d*  électricìté  entìè- 
rement  ìndépendante  de  l'action  chimique.  » 

GUIDA  DEI  NAVIGANTI  A  LUNGO  GOBSO 
DI  VINCENZO  GALLO 

Imp9  R.  Professore  di  Navigazione^ 
Trieste  1853.  1  voi.  in  8. 

ARTICOLO  DEL  P.  A.  SECCHi 

L'importanza  deirastronomia  mate  può  giudicarsi  dai  pa- 
poli  continentali,  cbe  osservano  i  fenomeni  celesti  al  più  co- 
me una  curiosità  dilettevole^  e  soltanto  assai  pregievole  quan- 
to che  più  astrusi  e  misteriosi  sono  i  rìsnitamenti  che  se  ne 
hanno.  Ma  presso  ì  popoli  navigatori  di  ben  allra  importanza 
venne  essa  in  ogni  tempo  tenuta  j  come  quella  da  cui  sola 
dipendeva  la  loro  prosperità,  fortuna,  e  vita.  Quindi  è  che 
essi  furono  sempre  i  promotori  più  ardenti  di  questo  studio, 
e  senza  il  gran  problema  delle  longitudini  ,  forse  noi  manr- 
cberemmo  ancora  di  una  esatta  teorìa  lunare.  Egli  ò  dietro 
queste  considerazioni  che  ci  gode  l'animo  in  vedere  comparire 
in  Italia  Topera  di  coi  diamo  conto^  la  quale  ha  per  iscopo 
di  compendiare  in  un  yolume  non  grande  il  frutto  delle  im- 
mense fatiche  e  sforzi  dell'umano  intelletto,  e  porgerli  sotto 
l'aspetto  di  semplici  regole  pratiche  di  navigazione  ai  mari- 
nari, che  si  accingono  a  lungo  corso. 

L'autore  in  un  altra  opera  di  cui  fu  già  reso  conto  (*)  in 
questi  annali,  avea  raccolto  le  istruzioni  teoretiche  più  im- 
portanti per  formare  un  completo  marino  ,  in  questa  iBTece 

(*)  Trattato  di  Navigasione.  Trieste  l86i.  V.  questi  Annali  tom.  2* 
an.  1851,  pag.  19tf. 
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si  limila  a  dare  le  nude  regole  pratiche  per  la  soluzione  di 
tutti  1  problemi  più  difficili  che  possono  occorrere  a  l>ofdo 
d'un  bastimento  in  un  lungo  viaggio.  Queste  regole  sono 
chiare,  e  date  senza  algoritmo  algebrico,  il  quale  non  è  intelli- 
gibile dalla  maggior  parte  de*piloti,  però  esse  sono  ben  preci- 
sate, e  le  operazioni  ben  distinte,  ed  ogni  volta  illustrate 
con  un  esempio,  o  anche  più,  secondo  il  bisogno  ed  i  varii 
casi.  Esposti  i  metodi  generali  per  qualunque  viaggio,  trat- 
tasi nella  2.^  parte  del  viaggio  nel  circolo  massimo,  e  su  que- 
sto punto  importante  egli  entra  assai  addentro  sviluppando 
il  metodo  del  Sig.  Towson,  e  dandone  le  tavole  e  le  figure 
necessarie  che  molto  facilitano  la  soluzione  pratica  del  pro- 
blema. Ma  per  quanto  le  teorie  sicno  esatte,  esse  sono  pur 
sempre  insufficienti,  sia  perchè  sono  difficili  a  trattarsi,  sia 
perchè  Don  sempre  si  possono  avere  dati  esatti  per  applicar- 
Je,  sia  perchè  circostanze  fisiche  incalcolabili  le  rendono  in- 
sufficienti: quindi  nella  3.^  parte  gli  tratta  delia  così  detta 
navigazione  per  istima>  la  quale  molte  volte  è  la  sola  che  possa 
usarsi,  ed  é  poi  sempre  utile^  se  non  altro  per  controllare  i 
risultati  de'calcoli. 

In  questa  opera  Egli  dà  i  più  utili  avvertimenti  per  te- 
nere in  buon  ordiee  il  giornale  della  navigazione,  per  pre- 
munirsi contro  gli  errori  che  possono  nascere  dalle  correnti, 
e  parla  decimiti  de* venti  periodici  o  costanti  ec.  Queste  ma- 
terie sono  troppo  importanti  anche  ai  fisici ,  e  troppo  poco 
conosciute  tra  di  noi ,  perchè  non  sia  opportuno  di  trat- 
tenerci alquanto  su  di  esse  ,  credendo  di  fare  in  ciò  cosa 
grata  ai  lettori  di  questi  Annali,  e  anche  alPautore  nel  dar 
qui  intorno  a  questa  materia  un  cenno  più  ampio  di  quello 
che  il  piano  della  sua  opera  non  gli  permetteva  di  fare.  Noi 
prenderemo  le  principali  informazioni  dal  colossale  lavoro  che 
in  parte  già  eseguito  si  sta  attualmente  proseguendo  ali  os- 
servatorio di  Washington  negli  Stali  Uniti  sotto  la  direzione 
del  Sig.  Maury,  i  cui  studi  sono  stati  coronati  dal  più  felice 
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successo,  sino  a  poter  prodire  il  nainero  preciso  de*  giorot , 
in  cui    avrebbe  fallo  il  viaggio  da  Naova  York  a  S.  Fran- 
cisco della  California,  chi  avesse  seguile  le  tracde  da  lui  in- 
dicale. 

Il  Sig.  Manry  è  arrivalo  a  classificare  entro  limiti  assai 
precsi  il  gran  sistema  di  venti  costanti  che  regnano  sulla  su- 
perficie deirOceano  :  ne  ha  scoperto  dei  nuovi  periodici ,  e 
dieiro  queste  ofiscrvazioni  ha  fissato  la  direzione  generale  dei 
venli  del  globo,  e  lo  stesso  a  un  dipresso  va  facendo  per  le 
correnti  marine  (^). 

Gli  immensi  materiali  necessari  a  tal  opera  sono  stali 
somministrati  al  Sig.  Ifaury  appunto  dai  Giornali  df  viaggio 
ove  si  registra  il  corso  di  ciascuna  nave  (Log  Books)  ^  e  si 
tiene  esatto  conto  di  tulli  i  fenomeni  meteorologici  che  oc* 
corrono  dorante  il  viaggio,  notandosi  almeno  ogni  duo  ore 
la  posizione  del  vascello,  la  temperatura  delfaria  e  dell'acqua 
del  mare,  la  direzione  e  forza  del  vento,  e  io  stato  delfat-' 
mosfera.  Il  numero  di  .tali  registri  discussi  ò  di  molte  mi« 
giiaia,  e  ciascuna  nave  si  dà  premura  di  inviargli  il  suo,  ri« 
cevendone  in  cambio  una  piccola  ricompensa  o  le  carte  ma- 
rine già  fette  e  pubblicate  a  spese  del  governo.  Lo  scopo 
primario  di  tanto  vasta  impresa  é  quella  di  servir  di  guida 
ai, marinari  onde  possano  in  ogni  stagiono  scegliere  quella 
via  che  più  presto  li  conduce  al  loro  termine.  Dal  confronto 
ideile  lunghezze  dei  viaggi  fatta  dal  Sig.  Ifaury  medesimo 
Ira  i  vascelli  forniti  delle  sue  carte,  e  quelli  che  non  lo  so- 
no risulta  che  i  primi  sono  sempre  i  più  rapidi  ;  e  che  in 
iotalilà  la  marina  americana  fa  i  suoi  tragitti  in  un  tempo 
più  breve  che  tutte  le  altre  nazioni;  il  che  avvantaggia  il 
^uimmercio  americano  di  molti  milioni  all'anno. 

Ma  lasciando  da  parte  queste  considerazioni  noi  esfiorremo 


(*)  Le«t.  Maary's  Inyesligations   on  winck  and    currents   ot  the 
•ea.  App.  io  Wathing.  astr.  obi.  for.  1846  Wash.  i8$t. 
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qui  brevemente  la  somma  delle  conclusioni  principali  a  coi 
si  è  gianto  in  questo  lavoro^  che  più  direttamente  risguar- 
dano  la  scienza. 

È  noto  che  nelle  zone  intertropicali  della  Terra  esistono  di 
qua  e  di  là  dall'equatore  due  sistemi  di  venti  costanti,  e  di- 
retti nei  nostro  emisfero  verso  il  Nord-Est,  e  nell'altro  verso 
il  Sud-Est  conosciuti  sotto  il  nome  di  venti  alisei  (  Trade 
winds)  ed  è  noto  come  tale  sistema  di  correnti  venga  spiegato 
mediante  l'azione  del  calore  solare  su  quelle  regioni  combi- 
nato col  moto  rotatorio  del  globo  terrestre. ,  Ciò  trovasi  ben 
sviluppato  anche  dai  più  antichi  fisici,  e  principalmente  dal 
Mussembroek,  e  ultimamente  con  molta  precisione  e  chiarezza 
dal  Sig.  Herschel  nella  sna  astronomia.  Questo  sistema  fon- 
damentale di  correnti  aeree  del  '  globo  ne  produce  come  per 
reazione  due  altri  verso  i  poli,  spiranti  dal  Nord-Ovest  nel 
nostro  emisfero,  e  dal  Sud-Ovest  nell'altro.  Ma  i  limiti  pre- 
cisi di  tali  correnti  e  il  loro  piegarsi  allo  scontro  dei  con- 
tinenti ,  e  la  reazione  vicendevole  che  hanno  tra  loro  non 
era  tanto  facile  a  diciferarsi^  per  mancanza  di  dati,  e  tutto 
si  riduceva  finora  ad  una  vaga  cognizione  pratica  che  ne 
aveano  i  marinari.  Ora  questo  é  precisamente  il  vacuo  che 
vengono  a  riempire  le  fatiche  del  Sig.  Maurj. 

Il  metodo  di  riduzione  usato  in  questo  lavoro  é  stato  que- 
sto. La  superficie  del  mare  è  stata  divisa  in  quadrati  di  5^ 
di  lato,  e  iscritto  in  ciascun  quadrato  un  cerchio  diviso  da 
32  raggi  secondo  i  punti  della  bussola  :' ciascun  settore  di 
questo  circolo  si  è  diviso  in  12  parti  ognuna  corrispondente 
a  un  mese  dell'  anno.  Sono  prese  quindi  dai  registri  le  os- 
servazioni precitate  dei  venti  di  8  in  8  ore  del  giorno  e  per 
ogni  osservazione,  trovato  il  circolo  corrispondente  alla  posi- 
zione geografica  del  bastimento  e  in  esso  il  settore  apparte- 
nente al  rispettivo  rombo  del  vento  soffiante  ,  si  é  segnata 
una  unità  nella  casella  destinata  pel  mese  ,  in  cui  è  stata 
fatta  quella  osservazione.  Fatto  questo  primo  lavoro  prepa- 
rativo, per  sé  già  utilissimo  ai  piloti,  onde  l'autore  lo  inti- 
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tola  giustamente  Piloi  Charty  sa  di  esso  ne  ha  costruito  an 
altro  più  interessante  pei  fisico.  Divisa  anche  qui  la  super- 
ficie dell'Oceano  similmente  in  quadri  di  5<»  gradi  Tuno,  ha 
segnato  di  grado  in  grado  di  latitudine:  1°  i  limiti  superiore 
ed  inferiore  dei  venti  alisei  costanti;  2.<^  i  limiti  variabili  e 
dubbi  dei  medesimi,  3*"  i  limiti  delle  calme  equatoriali,  4®  i 
limiti  dei  venti  periodici,  e  tutti  questi  limiti  sono  segnati 
di  mese  io  mese,  in  modo  che  prendendo  i  mesi  per  ascisse, 
e  i  gradi  di  latitudine  per  ordinate  si  può  vedere  a  colpo 
d'occhio  per  ogni  epoca  dell'anno  qual  sia  il  limite  dei  pre- 
fati movimenti  dell'atmosfera.  La  serie  pubblicata  finora  per 
l'Atlantico  mostra  : 

1.^  che  i  venti  alisei  di  N.  E.  occupano  una  zona  esten- 
deutesi  dall'Est  all'Ovest  attraverso  quell'  Oceano  ,  e  che  ha 
una  larghezza  variabile  da  17<»  a  35^  di  latitudine  ,  la  lar- 
ghezza media  é  circa  23",  e  la  sua  oscillazione  estrema  si 
stende  da  3^  Sud  a  35^  Nord  secondo  la  stagione  dell'anno. 

2.*  Questa  zona  fa  due  vibrazioni  nell'anno.  Essa  arriva 
al  suo  estremo  di  latitudine  Nord  comunemente  in  settem- 
bre, quindi  rivolgendosi  indietro ,  e  seguendo  il  sole  arriva 
all'estremo  australe. in  marzo  ed  aprile.  Ivi  resta  stazionaria 
per  dae  o  tre  mesi  tra  i  3^  e  i  4^^  di  latitadine  Nord,  poi 
ricomincia  a  venire  verso  Nord,  e  nei  mesi  di  agosto ,  set- 
tembre ed  ottobre,  ha  luogo  il  secondo  periodo  stazionario, 
il  quale  assai  rare  volte  o  mai  non  si  trova  al  Sud  del  pa- 
rallelo di  9.^  di  latitudine  Nord.  Il  parallelo  di  9^  N.  può 
prendersi  come  il  limite  medio  dell'  orlo  equatoriale  della 
zona  degli  alisei  N.  E. 

3.<>  Gli  alisei  di  S.  E.  occupano  nna  simile  zona  nel  Sud 
dell'Atlantico  con  un  moto  di  oscillazione  somigliante*  Il  li- 
mite medio  equatoriale  di  cotesta  zona  è  circa  a  3°  Nord  , 
invece  di  essere  presso  al  parallelo  di  9"  Sud  come  richie- 
derebbe la  corrispondenza  colla  zona  dell'emisfero  Boreale. 

4.^  É  un  fenomeno  notabile,  scoperto  in  queste  ricerche. 
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che  gli  olisci  (li  S.  E.  soffiano  con  maggior  forza  che  non 
fanno  i  loro  simili  nellemisfero  Nord.  Essi  hanno  forza  suf- 
ficiente per  spingere  indietro  gli  aitimi  verso  il  Kord,  e  pe* 
nelrano  talora  sai  finire  della  state  fino  al  parallelo  di  9^ 
Nord,  mentre  da  tanle  migliaia  di  registri  esaminati  non  ai 
vede  ch6  gli  alisei  N.  E.  oltrepassino  mai  il  parallelo  di 
3."  Sad. 

5.^  Lo  dae  zone  decenti  sono  caratterizzato  da<iniilc  dif- 
ferenza di  forze  nel  Pacifico.  Gli  alisei  S.  E.  hanno  dunque 
in  generale  forza  sufiieiente  da  respingere  i  loro  limiti  equa* 
toriati  dentro  Femisfero  Nord,  e  tenerli  quivi  dentro  la  mag- 
gior parte  dell^anno,  mentre  il  rovescio  non  mai  accade  pei 
venti  Nord-Est. 

6.^  La  direzione  prevalente  degli  alisci  detti  comunemente 
di  N.  E.  per  quanto  la  danno  le  osservazioni  de'marioari  ò 
più  propriamente  di  E.  N.  E.  Apparisce  quindi  componea* 
do  le  forze  a  coi  son  dovuti  tali  venti,  cioè  del  calor  so^ 
lare,  e  della  rotazione  della  terra,  che  quest'  ultima  ha  più 
influenza  della  prima  sogli  alisei  boreali,  ma  non  altretianto 
influisce  sugli  australi.  Di  più  la  massa  d'aria  tenuta  io  molo 
dai  primi  è  minore  che  dai  secondi ,  nel  rapporto  almeno 
della  circonferenza  del  parallelo  di  9°  alla  circonferenza  del- 
l'Equatore. 

7.^  Ma  mentre  gli  alisei  Nord  fanno  i|n  angolo  ooU'oqna- 
tore  di  circa  23<'  (E.  N.  E)  gli  alisei  sud  fanno  un  angola 
di  30^  e  più  col  medesimo  (S.  E.  'I4  E)  essendo  cosi  il  loro 
arrivo  all'  Equatore  più  dirotto,  e  che  in  conaegnenza  re- 
stando lo  stesso  TeiTetto  della  rotazione  della  terra  ad  eguali 
paralleli  la  forza  del  sole  contribuisce  maggiormente  in  fis- 
sare la  direzione  degli  alisei  australi  che  dei  bollali. 

La  ragione  fisica  di  tale  disparità  non  ò  difficile  0  rinve- 
nirla, essa  deriva  evidentemente  dalla  diversa  proporsìone  dei 
continenti  nei  due  emisferi.  La  maggior  parte  di  essi  aia 
neiremisfero  nostro,  e  tra  questi  le  parli  più  aride  del  globo 
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con  immensi  dcserli  di  sabbia.  Qaesic  sapcriìcie  scaldale  ine- 
gualmente, devono  lirare  a  se  (allo  d'intorno  l'aria  per  sup*^ 
plire  alle  immense  colonne  ascendenti  cbe  si  formano  sullo 
loro  arene  infocale.  Questo  fallo  combina  colPaltro  osservato 
pure  dal  Sig.  Maury  che  in  generale  anche  sul  mare  la  li-- 
nea  isotermica  più  si  accosta  all'Equatore  oeirEmisfero  Sud 
che  nel  Nord.  Oltre  di  ciò  le  terre  influiscono  in  uo  altro 
modo  sui  venti  opponendo  ostacoli  meccanici  al  loro  corso 
colle  catene  dc'monti,  e  colia  copia  degli  alberi.  Ma  la  prima 
di  queste  due  cause  è  la  più  forte,  a  segno  di  far  talora  cam- 
biare la  direzione  dei  venti  normali. 

S,^  Le  carte  mostrano  che  i  continenti  hanno  una  immensa 
influenza  sui  venti,  o  che  frequentemente  può  essa  tracciarsi 
per  un  migliaio  di  miglia  sul  mare  aperto.  Cosi  l'azione  dei 
raggi  solari  sui  grandi  deserti^  e  pianure  dell*  Africa^  nei 
mesi  deireslalo  e  dcH'autunno,  é  tanta,  che  6  risentita  quasi 
completamente  attraverso  T atlantico  Ira  l'equatore  e  il  IS"" 
parallelo  Nord.  Tra  questo  parallelo  e  l'equatore  i  venti  so- 
no roresciati  indietro,  e  soffiano  come  mussoni  regolari  mo- 
Tidionali  per  sei  mesi.  Le  scoperta  di  tali  mussoni  è  mossa 
in  tutta  piena  luce  dalle  carte  ;  essi  soffiano  verso  la  costa 
Bell'Africa  dal  giugno  al  novembre  inciusivamentc.  Essi  por- 
tano le  piogge  che  separano  le  stagioni  in  questa  parte  della 
costa  africana.  La  regione .  abbracciata  dai  mussoni  sopra  l'o- 
ceano é  di  figura  cuneiforme,  avendo  la  sua  base  sull'Africa 
e  il  suo  vertice  stendendosi  fino  a  10<*  o  15^  dalla  bocca 
del  fiume  delle  Amazoni. 

I  venti  possono  a  questo  modo  darci  un  indizio  dciriuter- 
no  de'conlinenti,  e  il  confronto  dell'America  meridionale  col- 
l'Africa  è  assai  palpabile  j,  la  prima  non  influendo  notabil- 
mente sui  venti  può  prevedersi  dover  esser  il  suo  interno 
umido  e  ricco  di  vegetazione,  mentre  1'  ultima  deve  essere 
nuda  e  sterile.  Questa  stessa  sterilità  e  aridità  del  centro 
non  è  del  tutto  senza  vantaggio  per  l'Africa  stessa:  poiché  il 
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forte  calore  che  concepisce  facendo  ripiegare  indietro  i  venti, 
fa  che  regnino  sulle  coste  piogge  periodiche  senza  le  quali 
il  clima  sarebbe  intollerabile  all'uomo.  Senza  questo  tuttala 
zona  degli  alisei  sarebbe  forse  una  regione  di  mera  evapo- 
razione senza  pioggia  di  sorta  alcuna.  Nuovo  magnifico  esem- 
pio fra  i  tanti  che  si  incontrano  sullo  studio  de*grandi  fatti 
naturali  in  cui  la  natura  reagendo  sopra  se  stessa  ,  giunge 
ad  un  equilibrio  senza  cui  essa  sarebbe  distrutta  dalle  pro- 
prie forze.  Queste  carte  mostrano  in  fatti  che  le  regioni  del- 
r  oceano  occupate  dagli  alisei  sono  regioni  senza  pioggia , 
tranne  nelle  vicinanze  delle  terre  ,  e  che  in  generale  sotto 
l'aspetto  udografico  le  regioni  loro  sono  piuttosto  di  evapo- 
razione che  di  precipitazione  ;  mentre  accostandosi  al  polo 
avviene  il  contrario,  e  ivi  trovansi  le  regioni,  ove  la  preci- 
pitazione supera  1'  evaporazione ,  del  che  se  ne  ha  un  beli' 
esempio  nelle  grandi  masse  d'  acqua  dolce  dei  laghi  ameri- 
cani, nei  quali  il  fiume  San  Lorenzo  serve  a  scaricare  l'ec- 
cesso della  pioggia  sopra  l'evaporazione.  Similmente  nell'al- 
tro emisfero,  presso  il  Capo  Horn  si  trovano  pioggie  immense 
giunte  ad  oltre  12  piedi  in  41  giorni.  Delle  quali  coso  non 
è  difficile  intendere  la  ragione  fisica. 

Q.""  Vi  è  tra  i  due  sistemi  de'venti  una  regione  di  calme, 
conosciute  sotto  il  nome  calme  equatoriali,  essa  ha  una  lar- 
ghezza media  di  6^  di  latitudine.  È  in  questa  regione  che 
ascende  l'aria  portata  all'equatore  dai  venti  di  N.  E.  e  di 
S.  E.  sollevata  dalla  dilatazione  dovuta  al  caler  solare. 
Queste  calme  coprono  una  regione  di  costante  precipitazio- 
ne, ed  essa  va  oscillando  sulla  superficie  dell'oceano  in  con- 
sonanza coi  venti  alisei.  Nei  mesi  della  state  si  trova  tra  i 
paralleli  di  8"*  e  14""  di  lat.  N.,  e  nella  primavera  tra  y  S. 
e  4.''  N.  Mediante  queste  carte  può  il  navigatore  sapere  quali 
paesi  hanno  due  stagioni  di  pioggia  e  quali  una,  e  quali  so- 
no i  mesi  di  pioggia  per  ciascun  sito,  che  accompagnano  la 
calma. 
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'  Se  le  zone  delie  x^alme^  e  dei  venti  avessero  differenti  co- 
lori sul  globo,  an  osservatore  collocato  a  distanza  abbastanza 
grande  dal  nostro  pianeta ,  le  potrebbe  vedere  oscillare  da 
una  all'altra  parte  dell'equatore  nel  corso  di  un  annoy  ma  in 
modo  che  i  loro  limiti  di  declinazione  non  sarebbero  tanto 
distanti  quanto  i  tropici.  Vedrebbe,  come  esse  stanno  stazio* 
nario  presso  i  tropici  per  circa  3  mesi,  e  nel  corso  di  altri 
tre  mesi  compiono  il  tragitto  del  loro  corso  rapidamente 
percorrendo  l'oceano.  Per  ciò  che  risguardà  la  direzione  pre- 
cisa di  queste  due  zone^  quella  dei  venti  S.  E.  presenta  il 
suo  orlo  settentrionale  inclinato  alquanto  all'equatore;  comin- 
ciando presso  la  costa  dell'Africa  e  tracciandone  il  corso 
verso  l'America  del  Sud,  essa  si  accosta  all'  Equatore  sotto 
un  angolo  di  circa  15%  e  Torlo  equatoriale  delia  zona  di 
S.  E.  nell'atlantico  si  stende  da  O  15»  N  ad  E  \^^  S.  Guar- 
dando poi  la  zona  boreale,  un  tale  osservatore  la  vedrebbe 
simile^  ma  non  in  tutto  identica  all'altra  australe  :  presso  il 
Iato  africano  essa  dista  più  4lairEquatore  verso  cui  si  dirige 
sotto  un  angolo  di  10^  (O  'I4  S)  finché  ginnta  al  meridiano 
di  40"*  O.  (long,  di  Greenwich)  ivi  si  rivolge  al  nord,  e  se- 
gue la  direzione  O.  N.  O.  Qui  si  incomincia  a  sentire  l'in- 
fluenza del  continente  americano  sui  venti;  e  le  pianure  del 
Texas  e  le  circonvicine  sono  insufficienti  a  cambiare  nei  mesi 
estivi  nel  golfo  del  Messico  la  direzione  del  N.  E.  Le  due 
zone  sono  adunque  separate  da  uno  spazio  cuneiforme  la 
cui  base  si  rivolge  all'Africa,  e  questa  zona  é  occupata  dalle 
calme  equatoriali. 

La  zona  degli  alisei  settentrionali  confina  dalla  parte  del 
Nord  con  una  zona  di  calme,  e  con  un  altra  zona  simile 
confinano  al  sud  i  venti  S.  E.  Al  di  là  di  queste  zone  tro- 
picali, e  verso  le  regioni  polari  sono  due  altre  larghe  zone 
che  sono  le  opposte  ai  venti  alisei,  cioè  i  S.  Oi  nei  emisfe- 
ro Nord  e  i  N.  O.  nell'emisfero  Sud.  Il  limite  equatoriale 
delle  predette  calmo  è  presso-  i  tropici,  ed  ha  una  larghezza 
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di  circa  10  in  12''  :  da  en  lato  di  qaestc  zobc  li  vento  sòf- 
lia  pcrpetaamcote  verso  Tcquatore  dalTaltra  la  sua  direziono 
é  verso  i  poli.  Esse  possono  dunque  dirsi  nodi  del  sistema 
generale  della  circolazione  atmosferica.  Queste  pure  sono 
zone  di  precipitazione  e  di  piogge  periodiche  di  stagione, 
q«ali  si  osservano  nel  Chili  o  nella  California,  assai  eostanti 
e  marcate,  benché  non  quanto  quelle  delle  calmo  equatoriali. 
10.^  Dal  parallelo  di  40*"  in  su  verso  il  polo,  neiremisforo 
Nord  i  venti  dominanti  sono  i  venti  6.  O.  detti  di  passag* 
gio,  o  più  comunemente  occideniali  (Westerly),  e  questi  pre- 
valgono sugli  orienlali  (Easterly)  nel  rapporto  di  due  ad  uno. 
Quindi^  so  ammettiamo  che  in  due  giorni  i  venti  occidentali 
portino  più  aria  verso  lo  regioni  polari  che  gli  orientali,  ne 
nasco  il  bisogno  di  ammettere  una  corrente  supcriore  che 
riporti  airequatore  i'  eccesso  dell'  aria  che  i  primi  tendono 
ad  accumulare  verso  il  polo.  Combinando  tutti  i  dati  dell' 
osservazione  colPanalogia  di  ciò  che  devo  succedere  in  forza  di 
quest'ultima  corrente,  risulta  la  seguente  generale  circolaziobo 
dell'aria;  Una  corrente  ascendente  al  polo,  e  quindi  un'altra 
superiore  diretta  dal  polo  allo  regioni  delle  calme  tropicali; 
quivi  una  discesa  e  una  corrente  inferiore  rasento  la  terra 
(gli  alisei  p.  e.  N.  E)  diretta  alia  regione  dello  calme  equa- 
toriali. Ivi  una  nuova  ascensione  mediante  la  quale  la  cor- 
rente giunta  in  alto  si  versa  da  una  e  dallaltm  parte  verso 
ì  duo  poli,  e  scorrendo  superiormente  giunge  Gno  alla  re- 
gione tropicale.  Qui  nuovamente  discende,  e  giunta  in  terra 
fluisce  ad  ambi  i  lati  verso  1'  equatore ,  e  versò  i  poli.  La 
parto  che  fluisce  verso  questi  (  i  venti  S.  O.  di  passaggio)  , 
si  accosta  al  polo  in  curve  spirali  lossodromiche  ove  sale  per 
ricircolare  ancora.  Questo  é  il  risultato  che  si  ricava  dalle 
immense  ricerche  fatte  Gnora,  e  che  forse  è  men  semplice  di 
quello  che  si  sarebbe  creduto.  Ulteriori  osservazioni  fatto 
specialmente  nei  mari  circumpolari  potranno  rischiarare  la 
circolazione  dell'atmosfera  in  queste  parli  ove  essa  Gnora  ò 
poco  più  che  congetturale. 
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Arrivato  a  stabilire  questa  circolazione,  riliustre  direttore 
domanda  se  la  gran  regione  delle  calme  equatoriali  ove  re- 
gna la  corrente  atmosferica  ascendente,  sia  veramente  di  tal 
natura  da  dividere  le  arie  dei  due  emisferi  in  modo  che 
quella  che  viene  dal  nord  giunta  in  alto  si  rovesci  pure  al 
nord,  e  quella  dal  Sud  pure  al  Sud,  ovvero  non  accada  che 
le  masse  d'aria  portate  dai  venti  nordici  ascendendo  non 
passino  al  Sud/  e  quelli  del  Sud  al  Nord  producendo  una 
circdaziono  d'aria  costante  dall'uno  all'altro  emisfero.  Le  ra-^ 
gioni  di  sospettare  di  -quest'ultimo  corso  sono,  prima  di  tutto 
la  congruenza  di  un  qualche  mescolamento  delle  arie  dei  duo 
emisferi  senza  di  cui  se  esse  restassero  perpetuamente  sepa- 
rale potrebbero  finalmente  divenire  tanto  diverso  in  compo* 
slzione,  0  da  riuscire  incapaci  di  sostenere  la  vita  umana,  e 
ciò  à  cagione  della  diversissima  distribuzione  di  terra^  vege* 
tali  ed  animali  che  ha  luogo  nei  due  emisferi.  Parecchi  fatti 
vengono  all'  apoggio  di  questa  congetturata  circolazione.  In 
quella  stagione  in  cui  il  sole  più  sferza  V  emisfero  Sud  la 
quantità  di  pioggia  che  cade  nel  emisfero  Nord  é  la  massi* 
ma  :  è  dunque  probabile  che  tanto  vapore  sia  sollevato  colà 
quanto  ne  è  precipitato  di  qua.  Di  più  la  superficie  evapo- 
rante deiraccjua  é  maggiore  nell'emisfero  Sud  ,  eppure  tulti 
i  grandi  fiutili,  che  possono  considerarsi  come  i  grandi  Udo- 
metri della  natura,  sono  nell'emisfero.  Nord,  ^a  un  fatto  che 
pare  decisivo  si  ò  quello  scoperto  dal  famoso  Erhctìberg  il 
quale  ha  trovato  che  nelle  pioggie  di  ceneri  ed  altre  polveri 
straordinarie  cadute  nel  nostro  emisfero,  come  la  polvere 
delle  Isole  del  Capo  verde,  e  quelle  di  Genova  e  di  Lione» 
si  Iròva  una  grande  quantità  di  nicchi  d'infdsorìi  che  paiono 
esclusivamente  appertenere  all'America  Meridionale.  Dovrem- 
mo  adunque  ammettere  nell'atmosfera  tre  grandi  nodi  nello 
regioni  delle  calme  equatoriali  e  tropicali,  e  U  stessa  massa 
d'aria  proveniente  dal  vento  S.  E.  sollevandosi  all'equatore, 
passerebbe  nel  nostro  emisfero  come  corrente  superiore  scor- 
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rendo  6no  alle  regioni  delle  calme  del  tròpico  del  Cancro; 
quivi  discendendo  progredirebbe  (almeno  in  parte  )  verso  il 
polo,  ove  pel  moto  vertiginoso  della  terra  ascendendo  scor- 
rerebbe superiormente  e  arriverebbe  nuovamente  al  tropico 
del  Cancro  :  qui  discendendo  andrebbe  all'  equatore  per  ivi 
passare  all'emisfero  australe,  e  ivi  compiere  una  simile  cir- 
colazione. Questo  sistema  indicato  dai  fatti  potrà  essere  da 
osservazioni  posteriori  o  confermato,  o  modificato,  ma  in- 
tanto non  cessa  di  essere  interessante  nel  fisico  il  sapere  il 
problema  cbe  dovrà  mirare  di  sciogliere.  Oltre  la  .causa  del 
calore  che  certamente  è  la  più  influente  in  questa  circola- 
zione ,  domanda  esso  egualmente,  se  nulla  possa  influirvi  il 
magnetismo  terrestre  ?  Egli  osserva  che  il  Sig.  Faraday  ha 
trovato  l'ossigeno  esser  magnetico,  e  il  suo  magnetismo  Ta- 
rlare colla  temperatura^  non  esser  dunque  impossibile  che  le 
masse  di  ossigeno  circolante,  esposte  successivamente  a  varia 
temperatura,  e  che  formano  'I5  dell'atmosfera  possano  esser 
soggette  all'influenza  del  magnetismo  terrestre,  in  guisa  che 
questa  forza  possa  contribuire  a  mantenere  la  circolazione 
delle  masse  da  un  polo  all'altro.  Queste  però  non  sono  che 
congetture,  non  disprezzabili  certamente,  ma  che  abbisognano 
di  ulteriori  conferme.  Per  minimo  che  sia  il  magnetismo 
dell'ossigeno  può  crescere  la  sua  efficacia  colla  massa  ,  a 
quella  guisa  che  V  azione  della  gravità  d'  insensibile  che 
quasi  si  trova  nelle  piccole  masse,  acquista  tanta  efficacia 
nelle  grandi. 

Non  meno  delle  correnti  dell'atmosfera  interessano  ai  na- 
vigatori quelle  dell'oceano  stesso.  Sono  già  note  dai  più  an- 
tichi tempi  molte  di  queste  correnti ,  che  a  guisa  di  fiumi 
scorrono  isolate  in  mezzo  al  mare  tra  liquide  sponde  che  po- 
chissimo o  nulla  partecipano  al  loro  moto.  La  più  famosa  di 
queste  e  la  più  vasta  è  quella  detta  corrente  del  Golfo  (Gulf 
stream)  al  sito  dove  questa  esce  dagli  stretti  della  Florida  ha 
le  acque  di  cupo  color  turchino  d'indaco,  e  la  linea  di  con- 
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giuQzione  di  essa  colla  acque  verdastre  dell'oceano  paò  tì- 
sibilmente  tracciarsi  per  centinaia  di  miglia.  Anche  colà  ove 
rocchio  non  paò  più  distinguere  il  limite  delle  due  acque 
TÌisne  esso  manifestamente  tracciato  dalla  temperatura  delle 
medesime.  I  recenti  lavori  del  Sìg.  Maury  in  cui  sono  discusse 
molte  migliaia  di  osservazioni  sulla  temperatura  del  mare  , 
mostrano  che  questa  corrente  tiene  in  movimento  quasi  la 
quarta  parte  delle  acque  delFatiantico.  Uscita  essa  dagli  stretti 
della  Florida  ed  allargandosi  nell'atlantico  costeggia  per  gran 
tratto  gli  Stati  Uniti;  indi  si  getta  verso  l'Europa  per  la  via 
del  Gran  Banco  di  Terranova  e  di  là  stendendosi  alla  baia 
di  Biscaia  alle  Isole  Britanniche,  viene  a  mitigare  colle  sue 
tiepido  acque  il  rigore  del  clima  settentrionale  Europeo,  Si 
assomiglia  essa  ad  immenso  stendardo  che  fissato  sur  una 
estremità  presso  il  golfo  del  Messico,  viene  stendendosi  on- 
deggiando sulla  superficie  dell'oceano,  diramandosi  talora  in 
varie  direzioni,  ma  sempre  conservando  il  suo  carattere  fon- 
damentale dell'elevata  temperatura  equatoriale. 

Oltre  questa  corrente  di  acqua  calda  cbe  viene  dall'equa- 
tore ne  trova  il  Sig.  Maury  un  altra  di  acqua  fredda  che 
viene  dal  polo,  e  che  in  alcuni  siti  si  insinua  a  modo  di  pe- 
nisola tra  i  rami  dell'altra  più  calda,  e  la  differenza  di  tem- 
peratura che  trovasi  nelle  acque  del  mare  per  la  variazione 
dì  2  o  3  gradi  di  posizione  geografica  sale  talora  fino  a  20<> 
del  term.  di  Far.  Il  complesso  di  queste  osservazioni  ci  pre- 
senta svelato  il  mistero  delle  grandi  nebbie  che  regnano  nel- 
l'estensione del  mare  che  ricopre  il  gran  banco  di  Terranuo- 
ya.  Queste  nebbie  cbe  si  stendono  sopra  una  superficie  di 
molte  migliaia  di  miglia  quadrate,  devono  la  loro  origine  ad 
un  braccio  della  corrente  del  polo  che  si  stende  come  una 
penisola  dentro  due  altre  braccia  della  corrente  del  golfo  e 
il  miscuglio  di  due  arie  diversamente  calde,  e  sature  di  va- 
pore, non  può  a  meno  di  non  produrre  sul  mare  fenomeni 
analoghi  a  quelli  che  in  simili  circostanze  sono  prodotti  sui 
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contioenli.  Qaesle  correnti  di  acqua  calda  sodo  potenti  agen- 
ti meteorologici,  e  può  tracciarsi  Tinfluenza  della  corrente 
del  golfo  Sulla  parte  orientale  dellatlantico  nei  non  rari  tem- 
porali che  ivi  hanno  loogo  nell*  inverno  fino  alla  latitudine 
di  55^  N,  mentre  sono  affatto  inusitati  in  quella  stagione  in 
altre  parti  ove  quella  corrente  non  passa. 

L'autore  crede  insufficiente  a  spiegare  queste  correnti^  i 
soli  venti  alisei,  ed  ò  visibile  dietro  il  già  detto  che  questi 
venti  non  possono  esserne  almeno  Tunica  causa  ,  attesoché 
essi  produr  non  potrebbero  la  fredda  corrente  del  Nord,  la 
quale  é  tanto  forte  che  continua  il  suo  corso  non  interrotto 
verso  Tequalore  sotto  alle  acque  calde  di  quella  del  golfo, 
come  lo  mostrano  le  numerose  osservazioni  della  temperatura 
dell'acqua  a  varia  profondità  da  lui  discusse. 

Non  é  difficile  a  concepire  come  uua  massa  d'acqua  calda 
proveniente  dall'  equatore  possa  avere  un  corso  quasi  indi* 
pendente  dal  resto  dell'  oceano ,  se  osserveremo  che  nelle 
grandi  masse  non  cosi  facilmente  si  stabilisce  l'equilibrio  di 
temperatura  e  di  densità  come  nelle  piccole ,  e  che  la  spe- 
cifica leggerezza  dell'acqua  più  calda  può  tenerla  galleggiante 
sulla  più  fredda.  Un  esempio  ovvio  di  ciò  Io  abbiamo  nei 
nostri  fiumi  di  acqua  dolce  ,  cui  vediamo  insinuare  le  loro 
acque  molto  addentro  il  mare,  in  modo  da  lasciare  tracciata 
la  linea  di  confine  tra  le  due  acque  visibilissima  air  occhio 
per  la  diversità  del  colore.  Ma  non  cosi  facilmente  s'intende 
come  possa  fare  lo  stesso  la  corrente  più  fredda  del  Nord, 
che  parrebbe  dover  essere  più  pesante  specificamente.  Tut- 
tavia anche  questo  resterà  senza  difficoltà  se  si  avvertirà 
l'altro  fatto  scoperto  in  queste  ricerche,  che  la  linea  di  con- 
fine delle  acque  aventi  lo  stesso  grado  di  temperatura  oscilla 
sulla  superficie  dell'oceano ,  secondo  lo  varie  stagioni ,  ap- 
punto come  fanno  i  limiti  dei  venti.  La  corrente  fredda  gna<- 
dagna  sopra  la  calda  in  latitudine  all'  epoca  della  fusione 
dei  ghiacci  polari  per  l'avvipinarsi  del  sole  al  polo.    Questo 
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fallo  ci  mostra  la  connessione  della  corrente  colla  fusione  de' 
ghiacci  la  cui  acqua  essendo  specificamente  più  leggiera  dell* 
altra  perché  più  dolce  y  ossia  men  salva,  può  galleggiare  sul 
resto.  Ma  quando  le  due  correnti,  la  calda  e  la  fredda,  ven- 
gono ad  incontrarsi ,  allora  questa  passa  sotto  air  altra  co- 
me già  abbiamo  detto  esser  dato  dall' osseravzione.  Al  sol- 
levamento della  corrente  fredda  può  anche  contribuire  il 
rialzamento  del  fondo  del  mare  in  alcuni  siti,  come  appunto 
sul  banco  di  Terra  Nuova,  ed  in  altri  luoghi  ove  scontransi 
alcuni  come  immensi  laghi  d'acqua  più  fredda  di  quella  che 
li  circonda,  e  che  ivi  non  può  essersi  adunata  per  corrente 
superficiale.  Lo  scandaglio  e  la  struttura  de'vjcini  continenti 
hanno  svelato  in  effètto  essere  ivi  il  fondo  del  mare  più  ele- 
vato. La  direzione  di  queste  correnti  può  come  si  ò  detto 
molto  influire  sai  climi  dei  vicini  continenti.  Infatti  l'acqua 
dell'oceano  è  più  calda  presso  TEuropa  a  60  o  65^  di  latit. 
che  non  presso  l'America  a  40  o  Ao^. 

Parrebbe  dal  complesso  dei  fatti,  che  tutto  il  sistema  delle 
correnti  acquee  fosse  per  la  massima  parte  prodotto  e  conser- 
vato dalla  causa  stessa  che  produco  le  correnti  aeree  degli 
alisei,  macho  la  superficie  della  gran  corrente  del  golfo  non 
fosse  piana,  anzi  convessa  a  modo  di  tetto,  e  che  ad  essa  si 
debba  il  trasporlo  delle  alghe  da  questa  parte  dell'oceano  ; 
mentre  nulla  se  ne  vede   dall'altra. 

Concluderemo  questo  breve  ragguaglio  con  riportare  l'in- 
vilo che  il  Sig.  Maory  fa  ai  meteorologisti  continentali ,  di 
osservare  altcntaroente  quali  sieno  i  venti  piovosi  nelle  loro 
località,  per  potere  mediante  questo  dato  arrivare  a  scoprire 
qual  sìa  la  parte  del  mare^  donde  possa  credersi  provenire 
l'acqua  che  bagna  in  forma  di  pioggia  ciascun  continente.  E 
noi  faremo  voti  perchè  una  opera  cos)  vasta  incominciata 
con  tanto  successo  sia  promossa  e  continuata  con  lo  stesso 
zelo,  onde  fu  incominciata  ,  corona  della  quale  sarà  certa- 
mente la  risoluzione  decisiva  di  quella  parte  di  questo  gran 
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problema  dei  venti  e  delle  correoti  che  resta  ancora  congel* 
furale.  Se  i  navigatori  italiani  seguiranno  i  consigli  del  Sig. 
Gallo  potranno    ancor   essi  contribuire  a  si  gran  lavoro  ,  e 
concorrere  ad  una  impresa  sì  utile  e  si  gloriosa. 
«■ ■         '  ■■     ■■   .   ■  ■  ■  ■       ... 

LETTERA  DEL  SIG.  PROF.  G.  RELLAVITIS 

AL  COMPILATORE 


Signor  Professore 

La  Memoria  del  Dott.  Forti^  in  cui  egli  accenna  ad  una 
teoria  del  eh.  Prof.  Mossoti!,  mi  fa  ricordare  una  maniera  di 
esporre  la  teoria  degli  strumenti  ottici  data  dal  Moebius  me- 
diante le  frazioni  continue,  la  quale  può  ridursi  tanto  sem- 
plice da  dover  simpiazzare  la  teorica  delle  lenti  che  suolsi 
dare  negli  elementi  di  Fisica;  essa  non  riguarda  le  aberra- 
zioni di  sfericità  o  di  cromatismo  (al  quale  si  riferisce  la  teo- 
rica del  Professore  di  Pisa)  ma  considera  soltanto  la  parte 
elementare  del  problema. 

Sia  X  un  punto  mobile  solTasse  d'un  istromento  ottico  e 
voglia  determinarsi  la  corrispondente  posizione  del  punto  x^ 
nel  quale  convergono  i  raggi  emanati  da  X  ;  cioè  si  cerchi 
la  relazione  delle  posizioni  àeìVoggetto  X  e  della  sua  imma- 
gine X.  Adopreremo  questo  solo  principio  che  i  raggi  partenti 
da  un  punto  Y  vicinissimo  all'asse  convergano,  dopo  avere 
attraversato  l'istrumento  ottico,  in  altro  punto  y.  Supponiamo 
che  XY  sia  una  cortissima  retta  perpendicolare  all'asse  Xor, 
tale  sarà  pure  la  rry ,  a  motivo  della  simmetria  del  sistema 
intorno  all'asse.  I  raggi  paralleli  all'asse,  che  entrano  per  l'ob- 
biettivo vengano  a  convergere  dopo  usciti  per  l'oculare  nel 
puntoy,  che  diremo  il  foco  oculare}  e  diremo  foro  obbiettivo 
il  punto  F  dell'asse,  dal  quale  emanano  raggi  che  attraver- 
sando lo  strumento  divengono  paralleli. 

Per  fissare  le  idee    supponiamo   che  i  punti  X,  F  j^/*,  x 
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sieno  dislriboili  sull'asse  neHordÌDe,  con  cui  sono  nominali; 
il  che  per  esempio  avviene  quando  si  tratti  di  una  sola  lente 
convergente  :  del  resto  le  formule  si  applicheranno  ad  ogni 
altro  caso,  purché  si  tenga  conto  della  direzione  delle  rette, 
e  nella  loro  indicazione  con  due  lettere  s'intenda  sempre  che 
la  retta  sia  diretta  dalla  prima  lettera  alla  seconda;  cioè  si 
seguano  quelle  convenzioni,  che  io  adoperai  nel  metodo  delle 
equipollenze,  e  che  ora  si  vanno  generalmente  adottando. 
Tutte  le  seguenti  equazioni  sono  inoltre  vere  equipollenze* 

Sul  raggio  emanato  dal  foco  F^  e  formante  coir  asse  un 
angolo  piccolissimo,  si  segni  quel  punto  A  ,  che  é  interse- 
zione delle  prolungazioni  del  raggio  incidente,  e  del  raggio 
emergente  (cui  dicemmo  parallelo  all'asse) ,  e  sia  D  la  pro- 
jezione  del  punto  A  sull'  asse  F/*.  Così  pure  per  un  raggio 
incidente  parallelo  e  vicinissimo  all'  asse  dicasi  d  il  punto 
dove  la  sua  prolungazione  incontra  il  raggio  emergente,  che 
va  a  concorrere  nel  foco  oculare  /*  ;  e  si  abbassi  la  d  d  per- 
pendicolare all'asse  FDdy*. 

Consideriamo  adesso  due  raggi  emanati  dal  punto  Y  (vi- 
cinissimo ad  X)  l'uno  passante  pel  foco  obbiettivo  F  si  pro- 
lunghi e  si  tagli  colla  DA  in  A;  questa  DA  sarà  equipollente 
(eguale,  parallela,  e  rivolta  nello  stesso  verso)  alla  immagine 
a?y,  poiché  il  raggio  FA  esce  dall'istrumento  parallelo  all'asse 
e  discostone  di  DA  ;  cosi  la  similitudine  dei  triangoli  FXY , 
FDA  ci  darà 

(1)  FX  :  FD  =  XY  ;  xy. 

Un  secondo  raggio  emanato  da  Y  sia  parallelo  all'asse. 


A"-\.f        X    ? 
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esso  direnterà  dopo  attraversato  l*istromento  il  raggio  ify  , 

e  la  ài  sarà  equipolieote  airoggetto  XY;  perciò  i  triangoli 

simili  yHd  y/xy  daranno 

(!')  XY:xy=/d:/r. 

Combinando  queste  due  proporzioni  si  ha  la 

(2)  FX  :  FD  =/d  :fx  , 

la  quale  dà  la  desiderata  relaziono  tra  le  posizioni  dell'  og- 
getto X  e  dell'immagine  x;  mentre  le  prime  stabiliscono  il 
rapporto  delle  loro  grandezze  lineari,  indicando  inoltre  che 
l'immagine  è  capovolta  quando  le  FX,  FD  sono  di  segno  op- 
posto. 

Potremmo  notare  che  l'oggetto  e  l'immagine  (nelle  porzio- 
ni prossime  all'asse)  sono  due  figure  coUineariy  od  ùmogr^f- 
che  che  yoglian  dirsi;  i  piani  condotti  per  F  edy*  perpendi- 
colarmente all'asse  ne  sono  i  pioiit  d^nveniimt',  cioè  potrem- 
mo notare  che  l'immagine  é  un  Aassorilievo  dell'oggetto;  ma 
ciò  ci  trarrebbe  longi  dal  nostro  argomento.  I  punti  X,  x  li 
diremo  tra  loro  corrispondenti. 

La  retta  FD  considerata  in  grandezza  ed  io  direzione  la 
diremo  la  distanza  focale  obbiettiva  dell'  istromento  ^  e  layil 
ne  sarà  la  distanza  focaie  ocviare,  I  punti  D,  d  possono  dirsi 
i  punti  di  eguaglianza  obbiettivo  ed  oculare^  poiché  se  l'ogget- 
to è  in  D,  l'immagine  si  trova  in  d,  ed  è  ad  esso  equipol- 
lente. Oltre  questi  punti  possono  notarsi  i  ponti  q  ,  p  ,  nei 
quali  l'oggetto  e  l'immagine  sono  bensì  uguali,  ma  capovolti; 
in  forza  delle  (1)  essi  sono    detcrminati  da  Fq  =  —  FD  , 

/p=-/d. 

Se  ad  un  sistema  di  lenti  o  di  specchii,  il  cui  effetto  sia 
espresso  dai  due  fochi  F|  ,y*x  ,  e  dalle  due  distanze  focali 
Fi  Di  ,y*,  di  ,  susseguiti  un  altro  sistema  espresso  dai  fochi 
Fa  ,y*a  e  dalle  distanze  focali  F2D2  fj^t^zf  in  guisa  che 
rimmagino  rj  §  prodotta  dal  primo  sistema  faccia  nel  secondo 
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sistema  Tefficio  d'oggetto,  i*uDÌooe  dei  dae  sistemi  «e  costi- 
tuirà OD  allro^  che  avrà  i  fochi  F,y* determinati  dalle  equa- 
zioni 

(3)  F,F  =  F,D../A:/iF.,/3/  =  F.D,./,d,  :F,/,  . 
e  le  distanze  focali 

(4)  FD  =  F.D,  .  F,D.  :  F,/.  ,/d  =/,d,  ./,d,  :/,  F,  ; 

dopo  di  che  tra  l'oggetto  XY  e  l'ultima  immagine  xy  avran- 
no luogo  le  solite  relazioni 

(1,  2)       XY  :  xy  =  FX  :  FD  =/d  :/r. 

Infatti  il  foco  oculare  y*  del  sistema  complessivo  è  il  punto 
di  concorso  dei  raggi  paralleli  ali*  asse    incidenti  nel  primo 
sistema,  il  quale  li  fa  convergere  iny,  3  perciò  nel  secondo 
sistema  y*!  ed  f  sono  due  punti  corrispondenti  y  e  quindi  la 
(2)  dà 

F./.:F,D,=/,d,:/,/, 

che  è  la  seconda  delle  (3).  La  prima  si  dimostra  io  egual 
modo,  osservando  che  nel  primo  sistema  sono  due  puDti  cor-' 
rispondenti  F  ed  F^  ;  giacché  nel  sistema  complessivo  i  raggi 
emanati  da  F  deggiono  uscir  paralleli,  il  che  non  potrebbe 
avvenire  se  il  primo  non  li  convergesse  in  F^  foco  obbiettivo 
del  secondo  sistema. 

Rispetto  al  sistema  complessivo  sono  due  punti  corrispon- 
denti Fi  edy*2,  perchè  il  primo  sistema  rende  paralleli  i 
raggi  emanati  dal  suo  foco  obbiettivo  Fi ,  ed  il  secondo  si- 
stenia  converge  tali  raggi  paralleli  nel  suo  foco  oculare  y*,; 
dunque  sarà 

(5)  FFi  ;  FD  =/d  ifj,. 

Per  trovare  un'altra  equazione ,  che  serve  a  determinare  i 
punti  d'eguaglianza  D,  d  del  sistema  complessivo,  osserviamo 
che  se  l'oggetto  DE  dà  mediante  il  primo  sistema  Timmagi- 
ne  ^n  j  la  quale  considerata  come  oggetto  generi  mediante 
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il  secondo  sistema  rimmagine  d  e  si  hanno  le  equazioni 

DE  :?V3  =F,  D  :  F.  D,=/,d,  :/,  §  , 

?>,  :  d«  =  F,  ?  :  F,Da  =/,  d,  :/,  d  ; 

inoltre  per  la  proprietà  dei  punti  d'  eguaglianza  de?'  essere 
DE  =  de  ;  dunque 

(6)  F,D:F.  D,  =-/,d:/,  da. 

Queste  (5)  (6)  conducono  necessariamente  alle  due  (4),  perché 
la  (5)  é  una  conseguenza  delle  quattro  («^)  (4) ,  ed  inoltre 
sommando  le  due  prime^  o  le  due  seconde  tra  le  (3)  (4)  si 
hanno  le 

F.  F  H-  FD  =  F.  D  =  F.D.  (/,  d.  ^  F.  D,  )  :/.  F.   , 
/./  +/d  =/,  d  =/.  d,  (/.  d.  -  F,  D,  )  :/.  F.  , 

delle  quali  é  immediata  conseguenza  la  (6). 

Prima  di  compiere  ciò  che  riguarda  un  sistema  di  spec- 
chii o  di  lenti  consideriamone  partitamente  questi  elementi. 
I  raggi  di  luce  paralleli  cadenti  sopra  uno  specchio  concavo 
sono  riflessi  nel  punto^,  che  sta  alla  metà  del  raggio  pa- 
rallelo ad  essi;  questo^*  ò  perciò  il  foco  oculare  ^  e  ne  é 
anche  il  foco  obbieUivo  F ,  perché  i  raggi  da  esso  emanati 
sono  riflessi  parallelamente.  I  punti  di  eguaglianza  D,  d  coin- 
cidono essi  pure  sulla  superBcie  dello  specchio ,  poiché  i?i 
oggetto  ed  immagine  sono  una  stessa  cosa.  Dunque  uno  spec- 
chio ha  i  suoi  duo  fochi  coincidenti,  le  distanze  focali  FD, 
/d  sono  esse  pure  coincidenti  ed  uguali  alla  metà  del  raggio 
di  curvatura.  Il  centro  di  curvatura  q  é  dato  da  F(i=s — FD; 
e  Toggetto  posto  in  tal  punto  produce  un*immagine  a  sé  ugua- 
le ma  capovolta.  Le  stesso  cose  valgono,  ben  s'Intende,  per 
lo  specchio  convesso  col  centro  g  ,  ed  il  raggio  Q  D  ,  nel 
cui  punto  di  mezzo  coincidono  i  due  fochi  F,y.  La  relazione 
tra  Toggetto  e  l'immagine  é  sempre  data  dalle  (1)  (2;. 

Abbiasi  una  superficie  dirimente  D^M  sferica  col  centro  Ci , 
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ed  i  raggi  di  luce  entrino  parallelamente  a  D|Ci  dal  vuoto 
ad  un  mezzo  dotato  dell'  ìndice  di  refrazioae  n.  Il  raggio 
che  colpisce  la  superficie  nel  punto  M  vicinissimo  all'  asse 
D|Ci  si  rifrange  in  M/\  ,  in  guisa  che  i  lati  M/*i  ,  G/*i  del 
triangolo  C^  M/\  sono  proporzionali  ai  seni  degli  angoli  d'in- 
cidenza e  di  refrazione;  quindi  si  ha 

M,/i  =  n.  C,/i  , 

ossia,  per  la  vicinanza  di  M  a  Di  , 

perciò  la  distanza  focale  oculare  è 

n — 1 
Similmente  si  trova  la  distanza  focale  obbiettiva 

F,D,=  J-D.C.. 
n — 1 

Se  i  raggi  di  luce  dopo  essere  entrati  attraverso  la  pre- 
detta superficie  Di  nel  mezzo  più  denso ,  escano  di  nuovo 
nel  vuoto  attraversando  la  superficie  D,  col  centro  G2  >  ri- 
spetto a  que^a  seconda  superficie  avremo  le  distanze  focali 

F,Da=    AiCaDa,  /a  «a  =  .   D,  C,  , 

n — 1  n — 1 

le  quali  si  ottengono  mutando  nelle    precedenti    formule  n 

1 

in    — .  Determinato  cosi  l'effetto  di  ciascuna  refrazione,  le 
n 

formule  (3)  (4)  ci  daranno  i  fochi  e  le  distanze  focali  della 

Unte  compresa  tra  le  predette  due  superficie  sferiche  Dj ,  Da. 

1 

Trovasi  con  facile  calcolo,  posto  7  =  ^9  che  ambedue  le 

« — 1 

distanze  focali  sono 

FD  =  — /d  =  m(m  +  1)D,  C, .  C,  D^  :  F,/.  , 
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essendo 

F,/,  =  (m  -h  1)(D.  C,  -f-  C,  D,)  —  D,  Da  ; 

poscia  i  punti  di  eguaglianza  della  lente  sono  dati  da 

D|D  =  m.D.Ci .  DiDa  :  F^/i ,     dD,  =m.  C^Da  .  D,Da  :  F,/„ 

e  la  loro  distanza  è 

dD  =  Ca  Cx  .  D,  Da  :  Fa/i  . 

Queste  formolo  danno  la  oompiuta  teorica  delia  lente  lenen- 
do conto  della  sua  grossezza  D(  Da  • 

Per  esempio  se  le  due  superficie  della  lente  convesso-con- 
eava  abbiano  il  centro  comune  G ,  in  esso  si  riuniscono  i 
due  punti  D,  d^  e  le  distanze  focali  sono 

—  FC  =yi]=(m-hl)D,C.DaC:DK  Da; 

la  lente  è  perciò  divergente. 

Non  solamente  in  ogni  specchio  ed  in  ogni  lente,  ma  ezian- 
dio, in  forza  delle  (4),  in  ogni  combinazione  di  lenti  e  di 
specchii  le  due  distanze  focali  FD^y*d  sono  eguali,  e  rivolte 
nello  stesso  verso  od  in  verso  opposto  secondo  che  il  siste- 
ma contiene  un  numero  dispari,  o  pari  di  specchiL 

Dicemmo  che  in  un  sistema  ottico  V  immagine  é  general- 
mente collineare  all'oggetto,  dobbiamo  ora  considerare  quegli 
speciali  sistemi,  nei  quali  l'immagine  è  affine  all'oggetto.  Se 
si  riuniscano  due  sistemi 

F.D,       /,d.      ,  Fa  Da/a  da 

in  guisa  che  il  foco  oculare  del  primo  coincida  col  foco  ob- 
biettivo del  secondo,  cioè*  sia /i  Fa  =0,  le  formule  (3)  (4) 
non  servono  più  a  qualificare  il  sistema  complessivo.  Segnia- 
mo con  t,y  i  rapporti  delle  distanze  focali  oculare  obbiettiva, 
ed  obbiettivo  oculare  dei  due  sisteaii  parziali,  cioò  poniamo 

(7)       /x  di  :  FaDa  =• ,         F,  D,  :/,  d,  =  j. 
Fra  loggetlo  XY;  Timnagine  ^tq  prodotta  dal  primo  sistema^ 
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e  r  immagine  xy  prodotta    dal    sistema    complessivo  hanno 
luogo  le  relazioni  (l)^che  a  motivo  della  coincidenza  diy*| 
con  Fa  divengono 

XY  :|>3  =F,X  :  F.D.  =  F,d,  :  F,§  , 

?>;  :  xy  =  F^^  :  F^D^,  =fJ:,  'f^x  , 
e  danno  immediatamente 

(8)  XY  =  t.^y; 

cioè  t  é  il  costante  rapporto  delToggetto  alPìmmagine. 

In  quanto  alla  relazione  di  posizione  deli'  oggetto  e  dell* 
immagine  essa  pure  si  deduce  dal  prodotto  di  due  delle  pre- 
cedenti proporzioni)  cioè 

XY  :  xy  =  F,X  ./.d^  :  F,D,  .f^x  =  i  , 

e  mediante  la  seconda  delle  (7)  si  avrà 

(9)  F,X  =  ly  .f,x  . 
Scelto  il  punto  P  in  guisa  che 

(10)  F.P  =  ij  fjf 
si  ha  più  semplicemente 

(11)  PX  =  y  .  Px  . 

Ogni  sistema  espresso  dalle  (8)  (11)  è  an  cannoechiaU.  V 
immagine  é  affine  alfoggetto,  perchè  le  loro  dimensioni  per- 
pendicolari airasse  hanno  il  rapporto  1  :  t  9  quelle  parallele 
airasse  il  rapporto  1  :  tj .  Se  V  oggetto  è  a  distanza  infinita 
lo  è  pure  Timmagine;  il  rapporto 

^~  Vx'   pT" 

delle  loro  grandezze  angolari  dicesi  V ingrandimento  del   can- 
nocchiale. 

Se  sia  t)'  r=  1 ,  cioè 
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invece  della  (11)  la  (9)  ci  darà 

(12)  Xx  =¥jf,  , 

cioè  rimmagioe  è  più  vicina  ali*  occhio  dell*  oggetto  di  una 
lunghezza  costante. 

Il  più  semplice  dei  cannocchiali  è  an  cilindro  di  vetro 
D|Da  tagliato  in  D^  a  superficie  convessa  col  centro  Gì  y  ed 
in  Da  a  superficie  concava  col  centro  Ga ,  ed  in  Da  a  super- 
ficie concava  col  centro  Ga  ;  vedemmo  che  le  distanze  focali 
dipendenti  dalla  prima  refrazione  sono 

FxD,  =  m  .  D.G,  ,  /,  d,  =  —  (m  ^  ì)J)fi,  , 

e  che  quelle  per  la  seconda  sono 

F,Da  =  -  (m  ^  l)DaCa  ,    /aDa  =  «•  •  D,Ga  ; 

dunque  se 

Fa/.  =  (m  -+.  1)(D,G.  -  DaCa)  -  p,D,  =  0  , 

ossia  se 

n.C,Ga  =  D|Da, 

si  ha  un  cannocchiale  determinato  da 

t  =  j  =  D,G,  :  DaCa  . 

Siccome  in  ogni  combinazione  di  lenti  e  di  specchii  le  due 
distanze  focali  sono  uguali^  cosi  negli  ordinarii  cannocchiali 
èj  =t. 

Due  cannocchiali  posti  l'uno  dopo  Tallro  danno  origine  ad 
altro  cannocchiale.  Il  primo  sia  individuato  da 

ed  il  secondo  da 

§>7  =  la-  a;y ,  Pa§=  taja  •  Pa^ 

avremo  evidentemente 

XY  =  1 1  t'a  ,  try-  %  .xy  ^ 
e  si  troverà  PX  =  y  ,  Vx  ,    essendo 
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Qoaodo  i  raggi  di  luce  entrano  perpendicolarmente  ad  un 
piano  in  nn  mezzo  dotato  delfindice  di  refrazione  n;  qnest' 
unica  refrazione  costituisce   il    cannocchiale    qnaliBcalo   da 

1 

t  =  1|  j=  — .  Che  se  dopo  avere  attraversato  un  primo  pia- 
ti 

no  Pi  i  raggi  di  luce  escono  per  un  secondo  piano  P^  pa- 
rallelo al  primo»  vengono  cosi  a  riunirsi  insieme  il  cannoc- 
chiale espresso  da 

n 
ed  il  cannocchiale  espresso  da 

perciò 

XY=a?y,       Xa:  =  (l  —  ^)^i^2y 

cioè  Teffelto  di  una  lamina  a  basi  parallele  si  è  di  spostare 
r  immagine  di  una  lunghezza  proporzionale  alla  grossezza 
P1P2  della  lamina. 

Ci  resta  finalmente  da  determinare  la  combinazione  di  un 
sistema  generale  rappresentato  da 

XY:?>7  =  F.X:F,D,  =/.d,  :/,? 

col  cannocchiale 

§>7  =  f .  a:y  ,    P§  =  y  .  P^a?. 

Si  trova  con  facili  sostituzioni  che  il  foco  obbiettivo  F  del 
sistema  complessivo  coincide  con  quello  del  primo  sistema,  e 
che  i  rapporti  delle  distanze  focali  sono 

FD:FD,=l:i,   /d:/,d,=l:;  , 
nel  mentre  che  il  nuovo  foco  oculare  è  dato  da 

Padova  li  31  dicembre  1852. 


(  270  ) 
CURIOSITÀ'  E  INVESTIGAZIONI  BAROMETRICHE 

ARTICOLO 
DEL  SIG.  PROF.  «ICSEPPE  BIANCHI 


Airoccasione  di  richiamariDi  a  ordinata  disamina  la  serie 
completa  delle  osservazioni  meteorologiche  fatte  quotidiana- 
mente in  questa  R.  Specola  nel  corso  dei  ventnn*  anni  dal 
1830  al  1850  per  trarne  il  possibii  vantaggio  e  sussidio  ad 
una  miglior  cognizione  de'fenomeni  atmosferici,  ripensai  fra 
me  stesso  che  tuttora  ben  poco  sappiamo  di  deBnito  e  ac- 
certato intorno  la  precisa  espressione  e  quantità  delle  va- 
riazioni regolari  e  periodiche  delle  altezze  barometriche  in 
un  luogo  fisso  e  determinato  di  osservazioni.  Che  tali  va- 
riazioni sussistano  e  siano  grandi  abbastanza  per  non  isfog- 
gire  ai  nostri  mezzi  e  strumenti  di  misurarle^  non  è  a  mo- 
verne dubbio  chi  ponga  mente  alle  naturali  e  note  cagioni 
delle  medesime.  Sono  queste  principalmente  la  temperatura 
prodotta  dai  raggi  solari,  e  Tazion  attrattiva  esercitata  dalla 
luna  e  dal  solo  sopra  l'atmosfera  terrestre.  Dalla  prima,  con- 
siderata per  sé  sola,  deve  prodursi  la  parte  forse  più  nota- 
bile di  una  variazion  regolare  del  barometro,  si  diurna  che 
annua,  e  l'annua  più  forte  della  diurna  in  ragione  della  mag- 
giore differenza  delle  temperature  estreme  nel  periodo  ri- 
spettivo; ma  con  quella  deve  pur  combinarsi  la  seconda  ca- 
gione che  per  sé  sola  non  può  non  influire  e  ingenerar 
neir  altezza  barometrica  un'altra  parte  di  variazion  regolare, 
anch'essa  di  doppio  periodo,  di  un  giorno  rispetto  alla  rota- 
zione terrestre,  e  di  una  rivoluzione  sinodica  della  luna,  os- 
sia di  periodo  lunì-solare.  Tutta  la  difficoltà  di  raggiungere 
buoni  risultamenti  pratici  di  questo  genere  e  discoprirne  le 
leggi  della  natura  consiste  nel  modo  d'istituire  e  combinar 
in  gran  numero  le  osservazioni  al  duplice  scopo  che  nei  racdj 


I 
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delle  medesime  y  e  si  trovin  disgiunte  le  indicate  specie  di 
variazioni  regolari,  e  sian  fra  loro  verosimilmente,  in  gran 
parte  almeno^  compensate  e  distrutte  quelle  variazioni^  che 
ilipendon  da  irregolari  cagioni  e  avvolgono  d*inestricabil  in- 
treccio la  regolarità  delle  prime.  Avuto  riguardo  all'  una  e 
all'altra  condizione  riuscimmo  così  il  Sig.  Gav.  Carlini,  che 
ne  tracciò  il  metodo,  ed  io  che  ne  seguii  le  orme,  a  rap^ 
presentar  quasi  esattamente  in  conformità  colle  osservazioni 
le  variazioni  diurne  del  barometro,  si  nell'eslate  ,  che  nell' 
inverno,  mediante  una  formula  dipendente  dai  seni  dell'an- 
golo orario  (Memorie  della  Soc.  It.  delie  scienze  ,  T.  XX. 
Matematica^  parte  I,  pag.  198  e  seg.  ;  Fisica,  parte  11^  pag. 
587 ,  e  seguenti).  E  qui  vuoisi  ben  rimarcare  che  appunta 
la  formula  o  espression  generale  della  variazion  barometrica 
diurna  doveva  riuscir  libera  dalTeffetto  dei  cangiamenti  an- 
nui di  temperatura  e  dell'azion  dinamica  luni^solare;  poiché 
le  medie  orarie  osservate  che  impiegaronsi  a  ritrovarla  es- 
sendo state  raccolte  presso  ambo  i  solstizj,  non  potevan  con- 
tenere fuorché  in  minima  parte  i  detti  cangiamenti^  ed  ab- 
bracciando esse  Tintervallo  di  un  mese,  venivan  pure  a  se- 
parar ed  escludere,  come  in  questo  compiuta,  la  parte  dinamica 
mentovata.  Senza  una  tale  avvertenza  e  separazione  dei  sem- 
plici effetti  periodici  mi  sembra  che  inutil  sarebbe  di  ten« 
tarue  la  ricerca  eziandìo  da  un  numero  stragrande  di  ac- 
curatissime osservazioni.  Quindi  ancora  l'indagine,  che  rimane 
a  farsi,  della  variazion  annua  del  barometro  per  cagion  fi- 
sica e  di  temperatura,  parmi  che  dovrà  istituirsi  e  condursi 
adoperandovi  le  medie  osservate  di  parecchi  anni,  e  per  una 
stessa  ora  del  giorno,  dei  medj  mensili  del  barometro;  e  la 
opportuna  formola  di  rappresentazion  generale  ne  sarà  per 
avventura  l'analoga  di  quella  delia  variazione  diurna ,  can- 
giato e  raddoppialo  l'angolo  orario  di  questa  nella  corrispon- 
dente longitudine  media  del  sole.  Dopo  di  che  la  ricerca 
della  variazion  barometrica    luni  -  solare  potrà  esser  tentata 
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similmente,  operando  sopra  le  medie  annae  osscrvalQ  del  ba- 
rometro per  un  corso  di  anni  18  circa  sempre  alla  stessa 
ora^  e  nella  formala  empirica  dei  seni  sostituendo  alfangolo 
orario  la  rispettiva  quantità  della  differenza  di  longitudine 
media  della  luna  e  del  sole. 

Io  mi  riservo  all'opportunità  di  più  lungo  lavoro  la  trat- 
tazione di  tal  argomento ,  e  pago  di  averne  solo  qui  pre- 
messo un  cenno  di  annunzio,  mi  rivolgo  invece  a  considerar 
le  mie  determinazioni  barometriche  di  21  anni  sotto  altro 
punto  speciale  dì  veduta  ,  che  potrebbe  per  avventura  tor- 
nar molto  utile  e  suggerir  eziandio  un  novello  metodo  d'in- 
dagar e  stabilire  le  variazioni  regolari  del  barometro  pro- 
dotte dalle  indicate  cagioni.  Consiste  quest'altro  aspetto  nei 
raccogliere  ed  esaminar  le  differenze  o  relazioni  fra  le  me- 
die altezze  barometriche  osservate  e  le  seroisomme  delle 
corrispondentemente  e  immediatamente  osservate  massime,  e 
minime ,  desunte  dai  registri  originali  delle  quotidiane  an- 
notazioni. Ed  è  pur  manifesto  che  il  trasportar  cosi  le  ri- 
cerche dalle  quantità  assolute  del  barometro  alle  quantità 
relative  o  differenziali  offre  il  vantaggio  di  evitar  non  poche 
né  lievi  sorgenti  d'incertezze  e  di  errori.  Perocché  quanto 
é  arduo  e  delicato  il  riconoscere  con  precisione  un'assoluta 
altezza  barometrica  ,  donde  poi  la  difficoltà  di  esatte  com- 
parazioni di  barometri  differenti  ,  altrettanto  riesce  agevole 
e  sicuro  assegnar  le  quantità  relative  ,  o  per  differenze,  di 
uno  stesso  barometro,  cocoparabili  perciò  ancora  e  precisa- 
mente alle  analoghe  e  simultanee  di  altro  barometro ,  non 
influendo  in  queste  le  correzioni  rispettive  di  capillarità,  di 
riduzion  alla  stessa  temperatura,  e  di  altre  costanti  che  pos- 
son  quindi  trascurarsi,  almeno  sensibilmente. 

Pertanto  nella  mia  serie  di  21  anni  di  osservazioni  baro- 
metriche tratte  fuori  pec  ciascun  mese  le  singole  medie  sem- 
plicemente dedotte  o  aritmetiche  ,  e  le  massime  e  minime 
altezze  immediatamente  osservate,  io  formo  le  analoghe  tre 
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specie  di  medie  massime  e  minime  annue^  dividendo  per  12 
la  somma  delle  mensili  e  rispettive  di  ano  stesso  anno. 
Chiamando  cosi  mcusimo  annuo  la  media  delle  massime  men- 
sili e  osservate,  e  minimo  annuo  similmente  la  media  delle 
mensili  minime,  e  detta  b  ta  semisomma  di  quello  e  di  que- 
sto, prendo  a  considerare  la  differenza  a  —  i,  significato  per 
a  il  medio  annuo  corrispondente  e  similmente  formato  delle 
medie  aritmetiche  mensili.  Per  tal  modo  mi  risaltarono  i  va« 
lori  della  tabella  che  sottopongo. 


Addì 

1830 
31 
32 

33 
34 
35 

36 
37 
38 

89 

40 
41 

42 
43 
44 

45 
46 
47 

48 

49 

18S0 

Mass.  anu. 
del  bar. 

Min.  ann. 
del  bar. 

Med.  ann. 
del  bar. 

DifT.  ann. 
a  — 6  . 

Medie  diff. 
triennali 

340, 1230 
339, 7382 
340,9352 

uri' 
332, 2546 
332, 9400 
333,2593 

Un' 
336,8132 
336,5161 
337,  5275 

+  0,  6244 
-h  0,  1770 
-h  0,  4302 

4"  0,  4105 

340,0157 
341,5271 
341,0094 

331, 7695 
333,  6482 
332, 6572 

336,  7243 
338, 1295 
337, 3052 

-f-  0,  8317 
-+-  0,  5418 
H-  0,4719 

4-  0,6151 

34o,  8064 
340, 3398 
340,  0948 

331,3013 
331,8594 
331,2179 

33», 8953 
336,  8088 
336,1896 

4-  0,  8414 
4-  0,  7092 
-h  0,  5332 

4-  0,  6946 

340,  0286 
340,  9800 
340^  0590 

332,6853 
332,2842 
331,6279 

336, 5496 
336,9232 
336, 3869 

-h  0,  1926 
4-0,2911 
4-  0,  5434 

4-  0,  3424 

340,  3923 
340,1001 
339, 9220 

332,3234 
330,7266 
331,8318 

336,9730 
336,7134 
336,3346 

4-  0,  6151 
4-  1,  3000 
4-  0,  4577 

4-  0,  7909 

340, 6042 
340, 5903 
340,4575| 

330,9801 
331,8368 
331,6989 

336,  4552 
336, 6352 
336, 9729 

4-  0,  6630 
4-  0,  4216 
4-  0,  8947 

4-  0, 6598 

340, 8698 
340,7215 
340, 4456 

331,8038 
331,6875 
331,9294 

336,8223 
336,  8859 
336, 7827 

4-  0,  4855 
4-  0,  6829 
4-  0,  5952 

4-  0,  5879 

Il  barometro ,  de!  meccanico  Milanese  Grindel,  impiegato 
per  tutta  questa  serie  é  stato  sempre  lo  stesso,  e  tenuto  ben 
verticale  in  un  luogo  fisso  della  maggiore  sala  deirOsserva- 

JnnaH  di  Scienze  Mai,  eFis.  T.  IF.  Luglio  1853.  18 
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torio.  Ha  un  galleggiante  mobile  che  si  riconduce  ogni  volta 
col  livello  inferiore  allo  zero  della  scala;  e  questa,  che  leg- 
gesi  da  una  parte  in  pollici  e  linee  del  piede  di  Parigi  e 
dall'altra  in  centimetri  e  millimetri,  porge  col  movimento  su- 
periore di  un  microscopio  e  nonio  per  l'altezza  della  colonna 
i  dodicesimi  di  linea  e  i  decimi  di  millimetro.  Fin  qui  e  ai 
risultamenti  della  tabella  ho  creduto  di  non  applicare  la  cor- 
rezione di  capillarità  e  la  riduzione  a  temperatura  comune 
dal  termometro  unito,  non  trattandosi  ora  per  me  di  quan- 
tità assoluto  e  di  confronti ,  bensì  di  semplici  differenze  o 
quantità  relative»  ove  le  correzioni  comuni,  o  tali  presso  a 
poco,  si  clidon^fra  loro.  E  avverto  pure  che  le  nostre  os- 
servazioni meteorologiche  originali  essendo  fatte  ciascun  gior- 
no a  tre  o  quattro  ore  date,  e  avendo  io  potuto  convincermi 
che  nelle  massime  ,  minime  e  medie  mensili  le  differenze 
a  —  b  eguagliansi  molto  prossimamente  dall'una  all'altra  ora 
di  osservazione  dello  stesso  mese,  ho  riputato  perciò  dì  pren- 
dere e  offerir  nella  tabella  soltanto  le  medie  di  ciascun'ora 
di  osservazione  ;  laonde  queste  possono  riferirsi  ad  un'  ora 
qualunque  del  giorno,  se  non  ritenersi  piuttosto  come  otte- 
nute al  punto  del  mezzodì,  che  è  stata  sempre  ora  interme- 
dia fra  quelle  delle  osservazioni.  Biflettiam  inoltre  che  nelle 
differenze  annue  e  triennali  a  —  b  riportate  alla  quinta  e 
sesta  colonna  della  tabella ,  e  risultanti  da  interi  numeri  o 
periodi  di  giorno,  di  mese  e  di  anno,  debbon  essersi  in  gran 
parte  compensate  ed  eliminate  fra  loro  le  variazioni  regolari 
del  barometro  prodotte  dal  sole  per  diurna  e  annua  tempo* 
ratura  e  dall' azion  dinamica  luni- solare  diurna  e  mensile. 
Compiendosi  i  periodi  delle  quali  variazioni,  le  influenze  di 
queste  nelle  differenze  a  —  b  delle  corrispondenti  quantità 
barometriche  debbon  riuscire  come  a  differenziali  di  2"*  or- 
dine e  perciò  trascurabili  rispetto  alle  residue  cagioni  di  quan- 
tità di  regolari  cangiamenti. 
Ora  osserviamo  due  rimarchevoli    particolarità  che  ci  of*- 
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frono  le  colonne  5^  e  6^  del  recato  prospetto  e  cbe  sembraa 
rivelare  due  fenomeni  costanti  delia  natura.  È  la  prima  che 
le  differenze  annue  a  —  b  risultaron  costantemente  di  segno 
positivo,  trovandosi  cioè  sempre  lannuo  medio  barometrico 
maggiore  della  semi-somma  di  rispettivi  massimo  e  minimo, 
e  avvegnacché  le  quantità  di  quest*  eccesso  abbian  variato 
nella  serie  da  0,  2  a  linee  { ,  3  può  ritenersene  la  media  di 
circa  mezza  linea;  quantità  sensibile  abbastanza  per  acca- 
sare una  regolare  cagione  da  cui  derivi ,  e  combinata  colle 
accidentali  e  irregolari  cagioni,  che  ne  alteran  pure  notevol- 
mente l'effetto  di  anno  in  anno.  Ciò  in  grafica  rappresenta- 
zione vuol  dire  che,  alla  mia  stazione  la  linea  congiungente 
i  vertici  dei  medj  annui  del  barometro,  presi  per  ordinate, 
avvicinasi  a  quella  dei  vertici  di  massimo  più  che  ali*  altra 
dei  vertici  di  minimo;  e  in  fisico  linguaggio  di  clima.  Tele- 
vazion  del  barometro  indicando  la  disposizione  atmosferica 
al  bel  tempo,  ciò  vorrà  dire  che  questo  clima  é  più  tendente 
in  complesso  al  sereno  ed  asciutto  che  non  al  torbido  e  pio- 
voso. Quale  sarà  dunque  la  delta  cagion  regolare,  se,  tolte 
le  altre  precedentemente  avvertite  ,  intrinseche  od  estrinse- 
che al  barometro  ed  eliminantisi  nelle  differenze  a  —  i,  se 
dico,  non  è  questa  la  parte  di  azion  dinamica  Inni -solare 
che  non  può  compiersi  e  disparire  collo  altre  analoghe  parti 
di  essa  in  un  anno,  stante  Teccesso  del  tempo  della  rivoiu- 
zion  annua  terrestre  sopra  dodici  rivoluzioni  sinodiche  della 
luna  ?  Di  certo  ,  e  per  principio  statico ,  l'altezza  del  mer- 
curio nel  barometro  dipende  nel  dato  luogo  da  quella  della 
colonna  verticale  atmosferica  sovraincombente,  in  cui  si  con- 
sideri pure  la  legge  delle  densità  e  la  forza  elastica  del  ca- 
lorico di  temperatura.  Ma  Tazion  attrattiva  e  combinata  della 
luna  e  del  sole  sopra  lo  sferoide  atmosferico  per  le  mutato 
posizioni  relative  di  tali  astri  non  può  non  indurre  continui 
e  periodici  cangiamenti  nelT  altezza  delPaerea  colonna  indi^ 
cala,  e  quindi  la  parte  di  simili  cangiamenti,  non  compiuta 
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0  distratta  coU'intero  periodo,  deve  manifestarsi  nelle  corri- 
spondenti altezze  barometriche  ,  ayvegnacchè  ?i  sia  pure 
intrecciata  all'effetto  contemporaneo  delle  grandi  cagioni  ir- 
regolari. Questa  parte  poi  di  variazion  regolare  nelle  dif- 
ferenze a  —  b  riuscirà  generalmente  diversa  per  tre  anni 
consecutivi,  ne*quali  compiesi  poco  più  della  tredicesima  ri- 
Toluzion  sinodica  di  annuo  supplemento  della  luna,  e  ripi- 
glierà  nel  successivo  triennio  prossimamente  gli  stessi  va- 
lori. Tal  ò  di  vero  la  seconda  particolarità  e  il  fatto  che  ci 
presentan  le  medie  differenze  triennali  scritte  nell'ultima  co- 
lonna della  tabella ,  offerendoci  queste  i  più  piccioli  valori 
nei  triennj  primo  quarto  e  settimo;  cosicché  da  un  novennio 
raccogliesi  ed  apparisce  un  valore  quasi  costante  di  siffatta 
differenza.  Sarebb'egli  per  tal  modo  che  il  famoso  e  dimen- 
ticato ciclo  o  saros  lunare  degli  avvenimenti  atmosferici  real- 
mente si  adempisse  e  si  palesasse  nelle  variazioni  del  baro- 
metro più  approfondite  e  discusse  ?  Io  non  oso  affermarlo  9 
e  almeno  le  conclusioni  de'miei  risultamenti  dovrebbero  ve- 
dersi confermate  dall'analogo  esame  di  altre  serie  di  osser- 
vazioni barometriche,  istituite  pure  in  altri  luoghi,  con  mezzi 
e  da  osservatori  differenti.  Però  la  cosa  mi  sembra  degna 
di  attenzione  e  di  studio,  e  meriterebbe  altresì  di  applicarvi 
l'analisi  teorica  dei  cangiamenti  indotti  a  ciascun  istante  dal- 
l'azioiì  attrattiva  luni-solare  nella  posizione  grandezza  e  co- 
stituzion  interna  di  strati  dello  sferoide  atmosferico  per  un 
dato  luogo  qualunque  della  superficie  terrestre;  applicazione 
cui  ora  io  non  mi  sento  nò  l'attitudin  d'ingegno,  nò  il  fisico 
vigor  necessario ,  nò  la  quiete  e  libertà  delie  cure  propor- 
zionata. 

Rileviamo  qualche  altra  piccola  deduzione  emergente  dalla 
nostra  serie  barometrica.  Prendiamo  i  massimi ,  i  minimi  e 
ì  medj  valori  per  ciascuna  colonna  degli  annui  massimo  mi- 
nimo e  medio  della  tabella,  e  avremo 
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pd  massimo  (mnuo  pel  minimo  annuo  pel  medio  annuo 

Un*  Un*  un* 

iDaM.«34i,5271  nel  1834  ...—333,6482  nel  1834  ...«338,1295  nel  1834 

mio.  E=  339,7382 1831  ...=330,7266 1843  ...t=336,1896 1838 

ned.=:340y4648 1847 pros.  ...=332,0154 1850  pros.  ...«=336,8265 1848  pro8« 

L'anno  1834  intuita  la  serie  fa  per  me  quello  della  minima 
pioggia,  non  essendone  caduta  che  poco  più  di  'I3  della  me- 
dia totale;  ed  è  perciò  singoiare  che  in  detto  anno  avvenisse 
non  solo  il  massimo  del  medio  annuo  barometrico  natural- 
mente consentaneo  al  minimo  della  pioggia,  bensì  ancora  il 
massimo  tanto  de*massimi,  che  de'minimi  annui  barometrici, 
che  signiBca  il  concorso  di  tutte  le  cagioni  propizie  alla  sta- 
bilità del  bel  tempo. 

Inoltre  denotando  pei  totali  minimi,  medii  e  massimi  pre- 
cedenti con  a'  —  b\  a"  —  tì\  a'"  —  i'"  rispettivamente  le  dif- 
ferenze formate  similmente  alle  annue  a  -^  i,  troviamo 

///»•  Hit'  Un» 

a'—  b'=  —  0,1720;  a" ~  4"=  —  0,3341;  a"'— *'"=  —  0,1 6t9; 

quindi  mollo  prossimamente  ....a'  —  b'^=a'"  —  6"'=  i(a" — b") 
e,  cosa  pur  da  notarsi,  il  segno  comune  di  queste  differenze 
contrario  a  quello  delle  differenze  annue  a  —  b. 

Chiaro  è  da  ultimo  che  mal  si  assumerebbe  il  medio  ba« 
rometrico  di  pochi  anni  di  osservazioni,  corretto  eziandio  da 
capillarità  da  temperatura  e  da  qualunque  imperfezione ,  a 
fondata  e  precisa  determinazione  della  elevazione  del  luogo 
dal  livello  del  mare;  all'uopo  bastando  appena  per  avventura 
la  nostra  serie ,  nella  quale  i  medj  annui  ottenuti  oscillano 
tuttavia  fra  i  larghi  limiti  di  2  linee. 

Dairaver  discorso  fin  qui  solamente  delle  regolari  e  pe- 
riodiche variazioni  del  barometro  passiamo  ad  interlenerci 
alcun  poco  sopra  una  serie  o  catena  di  vasti  e  recenti  feno- 
meni atmosferici,  ne'quali  ha  indubitatamente  gran  parte  una 
straordinaria  e  ìrregolar  variazione  avvenuta  neiraltezza  del 
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barometro  Asso.  E  ciò  facciam  tanto  più  di  buon  grado , 
quanto  cbe>  se  la  Meteorologia  non  può  aspirare  a  vanto  di 
vera  scienza,  al  possedimento  cioè  di  principj  e  di  leggi  di- 
mostrate, fuorché  mediante  lo  studio  de*conlinui  regolari  can- 
giamenti atmosferici,  essa  non  deve  al  proprio  scopo  ncppur 
trascurare  quell'altra  classe  di  fenomeni  e  cangiamenti  che, 
sebbene  discontinui  a  primo  giudizio  e  disgiunti  di  luoghi  e 
tempi  ,  tuttavia  per  la  grandezza  loro  influiscon  assai  nella 
concatenazione  e  nello  svolgimento  delle  vicende  atmosferiche 
e  merilan  una  special  attenzione  per  discoprirne  le  ignote 
origini  e  dipendenze. 

£  generale  e  pressoché  di  tutta  Europa  il  lamento  della 
stemperata  e  diuturna  umidità  delfaria,  che  domina  già  da 
parecchi  mesi  e  ancora  non  cessa.  L'inverno  ci  trascorse  con 
pioggie  e  nebbie  frequenti  e  prolungale ,  ma  di  mitissima 
temperatura  in  guisa  che  fin  verso  la  metà  del  Febbrajo  le 
colline  e  pianure  mancaron  affatto  di  ghiacci  e  di  nevi;  men- 
tre le  valli ,  per  eccessive  acque  piovane  e  di  scolo ,  erano 
e  tuttora  sono  a  grande  altezza  allagate.  Poco  innanzi  però 
la  metà  del  Febbrajo  mutossi  repentinamente  la  disposizion 
di  temperatura  degli  alti  strati  atmosferici,  cadde  in  abbon- 
danza e  protratta  la  neve  anche  al  piano  (  però  senza  forti 
geli  per  l'avanzata  stagione);  ma  soprattutto  di  enorme  quan- 
tità ne  furon  ovunque  ricoperte  le  giogaje  de'monti,  non  ri- 
cordandosi quivi  dai  vecchi  uua^  esorbitanza  eguale,  non  che 
maggiore,  di  simile  intemperie,  ed  essendo  state  purtroppo 
molte  e  lagrimevoli  le  derivate  sventure  di  frane,  di  vallan- 
ghc,  di  furiosi  straripati  torrenti  e  di  alluvioni.  Or  ecco  in 
qual  modo  il  barometro  ha  indicato  e  poteva  somministrar 
anzi  un  pronostico  della  tardiva  intemperie  nevosa  e  delle 
sue  conseguenze.  Nel  giorno  10  di  Febbrajo  il  mio  baro- 
metro abbassò  straordinariamente,  segnando  la  mattina  un'al- 
tezza di  linee  325,  6250,  e  contemporaneamente  sollevossi  e 
infuriò,  da  noi  una  bufera  di  vento  con  pioggia  e  neve,  il 
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cui  mormorio  in  distanza  rassembrava  quello  di  una  fiumana 
che  travolge  sassi  e  gliiaje.  Da  questo  fenomeno  e  dall'ab- 
bassamento barometrico  avvertito  incominciava  T  improvviso 
regresso  delle  meteore  invernali,  come  ciò  avvenne  altre 
volle  nel  corso  della  nostra  serie.  Io  notava  di  fatti  nel  di  4 
Gennajo  del  1841  il  forte  abbassarsi  del  barometro  a  linee 
327,  7500,  e  ne  seguiva  a  tutto  Febbrajo  copia  di  neve  e 
di  pioggia  con  rare  interruzioni  di  serenità.  E  piò  distin- 
tamente ancora^  dopo  un  abbassamento  del  barometro  a  li- 
nee 327,  6250  il  21  Gennajo  del  1845,  dispiegavasi  un'osti- 
nata inclemenza  atmosferica^  di  nevi  e  pioggie  nel  Febbrajo 
e  Marzo ,  prolungatasi  con  nembi  e  grandini  al  -Giugno ,  e 
ch'io  feci  soggetto  di  speciali  considerazioni  (Memorie  della 
Soc.  It.  delle  scienze,  T.  XXIIl  parte  matematica,  pag.  330 
e  seg.).  Però  é  duopo  avvertire  che,  se  l'abbassamento  straor- 
dinario del  barometro  succeda  più  tardi  e  in  sul  terminar 
dell'inverno,  esso  proviene  allora  dai  gagliardi  venti  che  apro- 
no la  primavera  e  riconducono  anzi  il  bel  tempo  cacciando 
le  nubi  e  dissipando  i  vapori  atmosferici.  Così  nel  1838  il 
forte  abbassamento  del  mio  barometro  a  lin.  324, 1667  ac- 
caduto nel  dì  26  Febbrajo,  e  Taltro  anche  maggiore  a  lin. 
323,  7500  accaduto  il  28  Febbrajo  del  1843  non  ebbero  qui 
conseguenze  di  umide  e  lunghe  intemperie.  Quest'anno  in- 
vece di  precoce  abbassamento  del  barometro  i  venti  di  Marzo, 
almeno  a  piccola  elevazione  dal  suolo  ,  non  hanno  da  noi 
spirato ,  mantenendosi  un  alternarsi  continuo,  da  me  segna- 
lato altrove  qual  cagione  di  pioggia,  del  vento  di  N-E  che 
ci  sospinge  gli  ammassi  de' vapori  adriatici  e  delle  valli  con 
quello  di  N-0  che  li  raffredda. 

Ma  ciò  che  maggiormente  caratterizza  e  contraddistingue 
i  recenti  fenomeni  meteorologici  in  riguardo  alle  indicazioni 
del  barometro  sono  per  avventura  le  medie  barometriche 
mensili.  Prese  pertanto  le  medie  quantità  dalle  differenti  ore 
delle  quotidiane   osseryazioni  ,    come  praticai  per  la  tabella 
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superiore,  io  ne  (rovo  por  le  medie  barometriche  del  Feb- 
brajo  i  seguenti  valori. 


Anno 


1830 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


Med.  bar. 
di  Febbr. 


336, 0427 
335,9410 
338, 2147 
336, 1702 
340,  2871 
336,9318 
335,  031 3 


18371338,8013 


Anno 


1838 
9 
40 
1 
2 
3 
4 

1845 


Med.  bar. 
di  Febbr. 


Un' 

333,  6951 
337,9118 
337,  0477 
335,  4504 
339, 0800 
333, 7685 
333, 3657 
334, 1633 


Anno 


1846 
7 
8 
9 

1850 
1 
2 

1853 


Med.  bar. 
di  Febbr. 


Un' 

337, 5677 
335, 5540 
336, 1144 
337, 4881 
336, 4397 
337,  2500 
335,  8524 
331,5721 


Qui  é  manifesto  il  medio  baromeirico  del  Febbrajo  essere 
stato  nei  corrente  anno  considerabilmente  il  minimo  tra  quelli 
dei  24  anni  consecutivi  dal  1830}  e  vuol  dire  cbe  per  tatto 
il  detto  mese  di  quest*anno  il  barometro  si  è  mantenuto  sempre 
basso.  In  appresso,  e  sino  ai  presenti  primi  di  Giugno,  esso 
a  quando  a  quando  si  ò  rialzato,  ma  ogni  volta  per  breve 
tempo  e  di  non  grande  quantità,  il  cbe  mostra  chiaro  il  per- 
turbamento continuato  e  la  forte  variazione  diuturna  alla  pres- 
sion  atmosferica.  Osservando  infatti,  ed  é  questo  il  terzo  ca- 
rattere o  indizio  barometrico  di  cotal  aereo  sconvolgimento, 
le  medie  altezze  di  Marzo  Aprile  e  Maggio  ultimi ,  queste 
per  me  sono  tatte  al  disotto  dei  28  pollici  ;  ed  é  notevole 
che  avvenne  altrettanto  dopo  il  memorabile  inverno  del  1845. 
Dunqae,  a  conchiudere,  la  recente  serie  di  atmosferiche  per- 
turbazioni è  un  grande  fenomeno,  esteso  ad  ampio  tratto  di 
superficie  terrestre,  e  che  il  barometro  ba  intimamente  pa- 
lesato, nel  suo  principio  coirabbassamento  straordinario  del 
giorno  10  Febbbrajo,  nel  suo  sviluppo  col  medio  mensile  mi- 
mmo dello  stesso  Febbrajo  (medio  che  nella  tabella    prece- 
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dente  sorpassa  tanto  volte  l'altezza  di  28  pollici  e  tante  voU 
te  volte  non  la  raggiunge  nel  rapporto  circa  di  3:2),  e  nel 
suo  andamento  sin  presso  al  termine  coi  piccoli  medj  men- 
sili susseguenti.  Per  cosifatti  molivi  e  riguardi  non  sarebbe 
forse  improprio  denominare  le  vicende  atmosferiche  attuali 
una  grande  maialila  barometrica  dell'aria  ;  ma  chi  saprebbe 
poi  addurno  la  vera  e  precisa  diagnosi?  Frattanto  non  sarà 
inutile  rimarcare  che  al  vasto  fenomeno  meteorologico  questa 
volta  pure  non  é  mancata  una  specie  di  polo  contrario,  poi- 
ché, mentre  in  massima  parte  il  continente  europeo  d  stato 
avvolto  lungamente  da  nembi  di  neve  di  pioggia  e  dì  gran- 
dine, leggcvasi  poc'anzi  ne'pnbblici  fogli  che  a  MaJta  dura  da 
più  mesi  un'ostinata  siccità 

Sopra  la  causa  fisica  della  strana  meteora  procellosa  ai  suo 
dispiegarsi  con  un  forte  abbassamento  del  barometro  il  10  di 
Febbrajo  non  mi  sembran  da  azzardare  ipotesi  e  congetturo 
senza  Tappoggio  di  buone  ragioni ,  di  fatti  osservati ,  e  di 
verosimili  influenze.  Farmi  tuttavia  che  non  vi  debba  essere 
stata  estranea  l'elettricità  atmosferica^  della  quale  si  ebbero 
insolitamente  qui  nell'ultimo  inverno  e  prima  del  Febbrajo 
frequenti  segni  di  lampi,  tuoni  e  perfino  di  un  fulmine  ca- 
duto la  mattina  del  17  Gennajo.  E  questo  agente  atmosfe- 
rico di  elettricità  quanto  è  poderoso  a  produrre  amplissimi 
effetti  fisici  e  chimici ,  altrettanto  riesce  per  noi  misterioso 
ed  irregolare,  perché  finora  mal  conosciuto  nella  sua  distri- 
buzione e  ne'suoi  diseqnilibrj.  Però  qualunque  sia  stata  la 
recondita  cagione  che  addusse  in  origine  col  barometrico  ab- 
bassamento le  procellose  meteroe  susseguite,  il  progressivo 
apparire  di  queste  spiegasi  molto  naturalmente  dall'azione  o 
contrasto  di  note  cagioni  quali  sono  l'evaporazione,  la  tem- 
peratura e  somiglianti.  Ad  esempio  nella  mia  particolare  lo- 
calità questa  spaziosa  pianura  Modenese  confinando  alla  pla- 
na di  N.  E.  con  estesissimo  paese  di  valle  a  lungo  o  total- 
mente inondato  dalle  pioggie  antecedenti^  ed  essendo  situata 
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fra  l'alia  corona  degli  A  pennini  a  mezzodì  e  la  non  meno 
elevata  di  Monti  Verone^  a  SeUenlrione»  non  è  maraviglia 
che,  sopracarichi  l'una  e  Taltra  corona  monlaosa  di  una  quan* 
iità  enorme  di  neve  e  al  sopraggiungere  i  tepidi  giorni  di 
Aprile  e  i  caldi  di  Maggio  si  formassero  e  infierisser  di  so- 
vente, com*é  di  fallo  accaduto,  nembi  tempestosi  ed  elettrici 
dai  copiosi  vapori  adriatici  e  vallivi ,  sollevati  e  trabalzati 
dai  venti  a  regioni  ed  altezze  di  temperature  differentissime. 
Ripeto  nondimeno  che  tali  meteore  sono  stale  un  fenomeno 
mollo  grande,  si  parzialmente  o  per  luoghi  vicini  che  gene- 
ralmente 0  per  luoghi  assai  distanti  fra  loro.  In  realtà,  dopo 
le  nevi  anche  al  piano,  le  pioggie  sono  cadute,  o  incessanti, 
o  strabocchevoli  e  dirotte,  succedettero  le  gragnuole  fitte 
grosse  e  furiose  a  disertar  di  prodotti  e  speranza  moltissimi 
paesi ,  e  omai  ci  è  trascorsa  interamente  la  bella  stagiono 
pressocchc  del  continuo  torbida  e  trista  nell'atmosfera.  Io 
non  mi  sovvengo  del  più  lieto  e  solenne  giorno  cattolico  , 
qual  è  quello  di  Pasqua  ,  cotanto  fosco  e  rattristato  da  in- 
clemenza di  meteore,  quanto  lo  é  stalo  il  27  Marzo  di  que- 
st'anno per  lo  imperversare  del  tempo  a  scrosci  di  pioggia 
e  di  neve  turbinale. 

Dipoi  nel  secondo  giorno  festivo  della  Pentecoste  infuria- 
va qui  un  temporale  di  grandine  che,  sebben  mista  a  pioggia 
ricopriva  la  terra  e  aggelava  l'aria.  E  alla  susseguente  festi- 
vità del  Corpus  Domini  poco  mancò  che  una  simile  intempe- 
rie di  pioggia  non  impedisse  la  solenne  processione  all'aperto 
delle  vie,  come  ciò  é  avvenuto  a  Milano  e  Torino.  Tanta  é 
la  minaccia  di  pubblica  grave  calamità  che  a  ragione  se  ne 
teme  una  generale  scarsezza  di  ricolti  e  perciò  un'anno  di 
miseria  e  di  fame.  A  questo  punto  la  povera  e  breve  acien* 
za  del  Fisico  non  ha  che  a  chinare  la  fronte  e  supplicare  col 
popolo  alla  Potenza  che,  o  flagella  e  punisce,  o  solo  salutar- 
mente spaventa,  valendosi  non  più  che  delle  stesse  natura- 
li cagioni  e  leggi  da  essa  Lei  create  e  stabilite.  E  forse  che 
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Don  s'addice  quesf  umile  ossequio  del  Filosofo  alla  luce  della 
Cattolica  Verità,  mentre  fra  le  tenebre  dell'errore  perfin  la 
pagana  sapienza  ci  tramandava  scritto:  Coelo  ionanUm  credidi- 
mus  Jovem  regnare  ? 

Modena,  5  Giugno  1853. 

AG6IU?1TA  AL  PRECEDENTE  ARTICOLO  DI  CONSIDERAZIONI  BAROMETRICHE 

Giacché  le  riflessioni  che  poc'anzi  presentai  sopra  la  serio 
delle  mie  quotidiane  osservazioui  del  barometro  dall'anno  1830 
ni  1850  potrebbero  eccitar  in  taluno  la  curiosità  di  conosce- 
re la  serie  simultanea  è  corrispondente  delle  temperature 
atmosferiche  da  me  osservate,  cosi  avendo  io  pure  ordinata 
e  ristretta  qucst  ultima  serie  al  modo  medesimo  che  praticai 
in  riguardo  al  barometro  ,  penso  che  non  sia  inìitil  cosa  il 
qui  produrla,  ed  eccola,  immediatamente: 

TERMOMETRO  ESTERNO  E  OTTANTIGRADO 


.        1  Massimo 
-^■"^i     annuo 

Minimo 

Medio 

(liff.  annue 

fliti'erenze 

annuo 

annuo 

»  — < 

triennali 

1          . 
1830  +15,0833 

4-  6^8417 

-4-I1I0IO9-4-  0*0484 

i;-hl4,  6389  -+-  7,  1389 

H-ll,  1265-4-  0,  2376 

A 

2,-4-14,  1139-1-  6,3031 

-hlO,  6l47l-f.  0,  4062  -h  0;2307| 

3-1-13,  0814  -h  6,9831 

H-10,  2484-1-  0,2161 

4  -4-14,  9646  -h  7,  3229 

-4-11,  2989, -f-  0,  1551 

« 

5 -+-14,  4875 -h  5,6396 

-4-10,5146 

-h  0,  4510 

-+-  0,  2741 

6 -Hi 4,  4000 -h  5,7479 

-hlO,  5580-4-  0,  4840 

7 -+-13^  8833  -h  6,6802 

-4-10,4061  -1-  0,  1243 

8  -f-14»  6833  -f-  6,  1302 

-hi0,5715-f-  0,  1647 

-»-  0, 2577 

9-f-15»4521  -+-  6,8271 

-hi  1,5038  -4-  0,  3642 

40  -4-14»  3538  -f-  6,  7833 

-hlO,  8677,-4-  0,  2991 

1  -4-15»  4267  -H  8,  0688 

-1-11,  7073  -H  0,  0195  -h  0,2276 

2  -4-l4>  0650  -f-  6,  7083 

-4-10,6617|-4-  0,  2750. 

3'+"J4>3i04-4-  7,  0688 

-4-10,85661-4-  0,  1670' 

4  -4-14.  2718  +  7,  3902 

H-ll,  1453-4-  0,  3143  -«-  0,2521 

5-4-14,3229  -4-  7,3396 

-4-10,  8876, -h  0,0563 

6  -+-15»  3313  -+-  8,  5933 

-4-11,9870-4-  0,0247 

7  -^14,  1878  -+-  7,  2925 

-hlO,  1278'-!-  0,  3876  -4-  0, 1562 

8 -+-14,  2000  H-  7,6550 

-4-11,  0094 l-h  0,0819 

9-4-15,1567-+-  7,7400 

-Ml,4968:-4-  0,0484 

1850  -4-14,1167-4-  6,3367 

-hlO,  4694'-f-  0,  2427  -4-  0, 1243 
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Qai  ancora  il  termometro  usato  é  stato  sempre  il  medesi- 
mo e  tenuto  nello  stesso  laogo  alfaperto  verso  il  Nord  e  Tal 
a  dir  all'ombra.  Si  guardi  poi  che  i  riportati  massimi  e  mi- 
nimi annui  sono  come  feci  pel  barometroi  le  medie  delle  ri- 
spettive massime  e  minime' temperature  osservate  a  ciascun 
mese  delfanno  e  dedotte  dalle  diverse  ore  di  annotamento. 
Rappresentato  con  s  il  medio  annuo  totale  e  con  t  la  semi- 
somma dei  corrispondenti  massimo  e  minimo  annui,  forman- 
si  cosi  le  differenze  poste  nella  colonna  penultima  ,  che  rì- 
soltan  varie  di  anno  in  anno  entro  circa  mezzo  grado  Reao- 
muriano.  Ma  é  singolare  che  le  medie  di  queste  differenze 
nei  successivi  triennj  hanno  assai  prossimamente  un  valor  co- 
stante di  circa  o"",  22  e  che  le  singole  offron  sempre  il  se- 
gno positivo,  come  trovai  accadere  anche  nelle  simili  diffe- 
renze barometriche. 

Presi  ora  i  massimi  i  minimi  e  i  medj  termometrici  della 
tabella,  vediamo  essere  stato 

de'massimi  annui        de'minimi  annui        de  medj  annui 


il  mass.  -hl5,'4521  neH839 H-8/5933  nel  1846 -4-1 1/9870  nel  1846 

il  min.   +13,0814        1833 -f-i$,  6396        1835 +10,2484        1833 

ilmedìo+14^  50l5        1835  pros9.+6,  9853        1833  prosa. +10,  9586       1848  pros. 

quindi 

r^r  =  +0,2347        «'—  r=  — o,  1312         r—  r=  —  0, 1591 

E^  come  pel  barometro,  ne  viene  approssimativamente  la 
curiosa  e  semplice  relazione 

(,"'  _  i''')  ^  (/  -  t'j  =  —  (*"  —  f') 

Io  per  ora  non  mi  avanzerò  ad  altre  considerazioni.  Sol- 
tanto ricorderò  che  nella  mia  tavola  dclPannua  pioggia  per 
l'intervallo  stesso  dei  21  anni  il  1833  risultava  essere  stato 
il  secondo  fra  gli  anni  maggiormente  piovosi  e  di  poco  in- 
feriore al  1839  che  vi  appariva  il  primo.  Ora  dunque  si  de- 
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àace  che  all'anno  della  pressocchò  massima  pioggia  corrispo- 
se per  me  la  media  delle  minime  annue  temperatare  e  la 
minima  delle  medie  annue.  Vi  corrispose  pure  la  minima  del- 
le massime.  Ma  rispetto  a  quest'ultima  il  risultato  compara- 
tÌYO  è  in  opposizione  con  quello  dell'anno  1839  in  cui  s'u- 
nirono ambi  i  massimi  della  pioggia  e  dell  annuo  massimo 
della  temperatura.  Di  tal  guisa  il  termometro  per  me  un  anno 
si  piovoso  qual  fu  il  1833;  come  il  barometro  mi  contraddi- 
stìnse l'anno  più  asciatto  qual  fu  il  1834^  cioè  l'immediata- 
mente  consecutivo. 

Modena,  25  Giugno  1853. 
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I— T" 

SOLUZIONE  ALGEBRICA  DELLA 

X»  H-  y»  =  (a'  -H  b')*  , 

ESSENDO   &   UH    VALORE   HCMERICO   INTERO. 

NOTA  (*) 
»EL  PHOV.  PAfILO   VeLPICELLl 

§.  L 

É  facile  verificare  mediante  la  sostituzione^  che  la  propo- 
sta 

(1)  x'^y'=  (a'  4-  by, 

è  soddisfatta  dalle  seguenti  generalissime  formule 

L  1.2  1.2.3.4 

—  ^^*7o""g~^V«'  ì6h_  ...,d=i*  (ovvero)  d=Aa6*-'  , 

(2);  y = :t  r*a-  *  _  ^(*-;)(;-V3  ^a 

v  *  L  1. 2. 3 

H.  k{h-ì).Ak-i)  ^,.5  ^5  _    t(^-l)...(A-6)^,.,  ^^ 

-+-...  ztAai*-*  (ovvero)  db  4*. 

Ognuno  rileverà  di  leggieri  la  elegante  dipendenza^  che  passa 
fra  queste  nuove  formule  solutive,  e  lo  sviluppo  della  potenza 


(*)  Questa  nota,  gi&  presentata  Della  sua  maggior  parte  all'acca- 
demia delle  scienze  delP  Istituto  di  Francia  (  Compiei  Jìendus.  Tom. 
XXXVl,  p.  443) ,  è  r  estratto  di  una  memoria,  posteriormente  sullo 
stesso  argomento,  dall'autore  inserita  nel  Tom.  V.*  degli  alti  dell*  ac- 
cademia pontificia  de*naovi  Lincei,  p.  315;  e  contiene  qualche  utile  ad- 
dixione  non  ancora  pubblicata. 
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binomiale  (a+i)*.  Sarà  pure  facile  all'occasione^  cioè  secondo 
che  k  sia  pari  od  iroparii  scegliere  quello  dei  due  ultimi 
termini,  che  dovrà  competere  a  ciascuna  delle  (2)|  come  an- 
cora quello  dei  due  segni,  da  cui  dovrà  essere  il  termine 
stesso  preceduto. 

II  termine  generale  per  la  prima  delle  (2)  sarà 

1.  2.  3..,..  2(11— Ij  ' 

non  compreso  il  primo  di  essa;  e  per  la  seconda 

v^)      \       delle  medesime  sarà 

• 

jt(jfe_l)...[A_2(n-l)]    ^  ,       ^  , 

T  =  :±:  -i^ ' — 5 a'^'i^"^)  ó**-' 

1.2.3....  (2n— 1)  ' 

nelle  quali  due  formule  rappresenta  n  la  sede  del  termine 
che  si  vuole. 

Simboleggiando  con 

il  numero  delle  combinazioni  di  oc  cose  in  jS  luoghi,  e  sem- 
plicemente con  Ca  il  numero  delle  combinazioni  quando  ^=ccj 
potranno  le  (2)  venir  espresse  anche  a  questo  modo 

«=  =fc  C  C^  a*  —  C*.a  a*-^  b^  H-.C*^4  oM  Ó4 

±z  Ck  4*       (ovvero)    zh  C*,,  ai*-'  ; 

■ 

dr  C*,i  ai*-»      (ovvero)  dr  C*  4*  . 
Similmenle  simboleggiando  con 

il  numero  delle  permutazioni  di  a  cose  in  jS  luoghi,  e  sem- 
plicemente con  Po(  il  numero  delle  permutazioni^  quando  /3=a, 
le  formule  (3)  si  esprimeranno    rispettivamente    pure   colle 
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Pa(/i-i) 
p 

»  a/i-i 

od  anche  colle 

T  =  db  C.  ,(„.,)  a*-»(— )  *»("-') , 

§.  II. 

Dopo  ciò  coosideriamo  primieramente  il  caso  di  k  pari;  e 
facendo  per  brevità 

abbiansi  le 

che  sono  di  numero    —  .  Inoltre  sieno 

{xt  >  Vi);      (^i,  Vi)}  {xì,     y^)', 

(«»_     ,  yk_     )}    (xk^  >  y*  ) 

le  solazìoni  che  appartengono  rispettivamente  alle  (4),  e  che 
ottengonsi  dalle  (2))  facendo  saccessivamente  inesse 

i  =  2,  4,  6, 

La  proposta  (1)  sarà  soddisfatta  dalle  soluzioni  scgnenii 

k  k  k  k 

(z  ^   "'  ar^  ,  «  •   "'  yi)j     (*  ^   '""  x^,  z^  '^  y^)  j 


(5)         . 


k 


{z^  '  x^j  z^  '  ysY,  •...  }{tx  jt       ,  jy  »      );(«*> y  ii  ), 


a  -1        -r-» 
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che  saranno  tutta  quelle  che  le  apppartengano;  perchè  sono 

tutte  diverse  fra  loro,  e  di  numero    — ;  quante  cioè  ne  as- 

segnano  in  tal  caso  le  relative  formule  di  Gauss,  già  da  me 
dimostrate  (*). 
La  soluzione  che  rappresenta  una  qualunque  delle  (5)  sarà 

K^  Xn,   ^  Va)  , 

k 
nella  qnale  potrà  n  ricevere  gl'interi  tutli  da  1  sino  a  — . 

Le  molte  proprietà  che  appartengono  alle  stesse  (5),  si  tro» 
vano  già  sviluppate  nella  memoria  sullo  stesso  argomento,  ci- 
tata in  principio  di  questa  nota.  Qui  osserveremo  solamente: 

l^  che  le  (5)  si  distinguono  in  —  specie^ìe  quali  l'una  dall'ai- 
ds 

tra  diversificano  pei  fattori  x,  comuni  ai  due  numeri  compo^ 

nenti  le  soluzioni  stesse  ;  proprietà  già   osservata  da  me  in 

altre  simili  soluzioni  {**). 

2."*  che  quante  volte  a^  -+-  b*  sia  un  primo,  l'ultima  delle 
(5)  si  compone  di  due  numeri  primi  fra  loro. 

3.^  che  la  soluzione 

a?  =  a'  —  4''  ,         y  =  2a6  ,         ji  ==  a'  H-  A^  , 

data  per  la  x^  +y^  =  ji'  dal  DeFrenicle,  sul  finire  del  de- 
cimo settimo  secolo,  nel  t^.  Y  della  prima  raccolta  dell'acca- 
demia reale  delle  scienze  di  Parigi,  pubblicato  nel  1729  (^^^^)j 


(*)  Comptes  AeDdus  T^  XXXIH,  p.  324.  ~-  Atti  dell'  Accademia 
pontificia  de'Naovi  Lincei  T.  IV,  novembre  1880,  pag.  22.  —  Annali 
di  Scienze  Mat.  e  fisiche  T.  I,  dicembre  1850,  pag.  527. 

(**)  Annali  di  Scienze  fisiche  e  mat.  1850,  p.  371:  —  Idem  1852  , 
p.  i30.  —  Atti  delfAccademia  pontificia  de'naovi  lincei  T.  IV.  p.  50& 

(**•)  Comptes  Rendus  T.  XXVllI,  p.  755. 

jinnali  di  Scienze  Mat.  e  Fi$.  T.  IF.  agosto  i853  19 
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è  un  caso  particolare  delle  mie  precedenti  formule  (2),  dalle 
quali,  facendo  io  esse  k=2j  si  ottiene  la  soluzione  medesima. 

§•  III. 

Venendo  al  caso  di  k  impari,  si  abbiano  le 

ifc-4-1 
che  sono  di  numero.  Inoltre  sieno 

a  a 

le  soluzioni  che  appartengono  rispettiramente  alle  (6)^  e  che 
si  deducono  tutto  dalle  (2) ,  facendo  successivamente  in 
esse 

La  proposta  (1)  sarà,  per  questo  caso,  verificata  dalle  solu- 
zioni seguenti 


ti  tu  *I?  il?  Ìl5  *!? 

3  2  2  2 


che  saranno  tutto  quelle  che  appartengono  alla  medesima,  per- 

che  oltre  ad  essere  tutte  fra  loro  diverse,  sono  di  numero  -^y 

cioè  quante  ne  assegnano  per  questo  caso  le  corrispondenti 
formule  di  Gauss,  precedentemente  citate. 
L*cspressione  di  una  qualunqne  delle  (7)  sarà 


Z         ^  Xn   .  Z        ^  V„    / 


Xny      z  y„ 

nella  quale    potrà  la  n  ricevere  i  valori    tutti  da  11*  1  sino 

al    — r— ■  . 
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Le  molte  proprietà  che  appartengono  alle  medesioie  (7), 
furoDO  esse  pare  dimostrate  nella  memoria  sullo  stesso  argo- 
mento, citata  in  principio.  Qui  ci  limiteremo  a  rilevare  che: 

1."  le  soluzioni  della  proposta  (l),  pure  in  questo  secon- 
do caso,  vengano  distinte  in  tante  specie^  quante  sono  le  unità 

-— -  :  specie  che  diversificano  fra  loro  pei  fattori  z,  coma- 

ni  ai  due  numeri^  che   compongono  le  soluzioni  medesime: 

2.°  le  soluzioni  (T),  dall'ultima  iu  fuori,  tutte  si  compon- 
gono di  due  numeri  evidentemente  non  primi  fra  loro;  men- 
tre l'ultima  di  esse,  quante  volte  a^  +  b^  sia  un  primo,  ri- 
sulta di  due  numeri  primi  fra  loro: 

3.<>  supponendo  nella  (1)  a  =  £,  avremo  a  risolvere  la 

(8)  a:'  -4-  y"  =  {2ay  , 

la  quale  solo  può  verificarsi  per  k  impari. 

Per  tanto  le  (2),  nel  caso  attuale,  si  ridurranno  alle 


x=[ì   — 


k{h  —  1)         k(k  —  ì)(k  ^  2){k  —3  ) 


2  1.  2.  3.  4 

k(k  —  1)  ...  (k—  5) 


...  ±  k  la* , 


=[*- 


1.  2.  ...  6 

k(k  —  l)(h  —  2)        kjk  —  ì)  ...  (k-A) 
1.  2. 3  "*"  1.  3.  5 

*(*  —  1)  ...  (k  —  6) 


.  . .  =fc  ilo*; 


1.2...7 
e  poiché,  nel  caso  di  k  impari,  abbiamo 

1 ^-^— +- -—^ ....=t  *_(-!)/ 2    , 

k(k-ì)(k-2)^   k(h-ÌUk-à)  .  g 
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essendo  gli  esponenti  ]3,  7  due  interi  ,  perciò,  avendo   solo 
riguardo  al  valore  namerico,  avremo 

(9)  a;=2^a*,      y=2"a*. 

Se  pertanto  si  pongano  le 

(  x^^x^=  2a^  ,      x"  -4-  y"  =  (2a")3, 
(10) 

i  x^^i/  =  (2a')5,  ...,  x^  -f-  y-=  {2ay, 

facendo  nelle  (9)  successivamente  A  =  1,  3,  5,  7,  .  .  .  ,  si 
avranno  per  le  (10)  le  seguenti  rispettive  soluzioni 

(2^a,  2'a)}      (2'a\  2'U^);      (2V,  2^a^)  ;     ...  ;  (2~aS  2"^a*). 

Quindi  per  le  dottrine  precedenti  è  chiaro,  che  le  soluzioni 
tutte  della  proposta  (8)  saranno 

ti  *"^ 

(2a")^   (2^0,  2°a);      (2a')  ^   (2'a3  ,  2'a3); 

(2a')  "    (2'a5,  2V);     (2a')  *  (23a7  ,  23^7)  ; 


*-3  *-3  *2Z  ti 

(2a^)(2  ^a*-»  ,  2  ^a*--);     (2  "   a*  ,  2  *  a*) , 

che  tutte  sono  eguali  fra  loro,  ed  ognuna  perciò  rìducesi 
all'ultima  delle  medesime.  Dunque  la  (8)  ammette  una  sola 
soluzione,  e  questa  composta  di  numeri  non  primi  fra  loro; 
cioè  la  potenza  di  grado  impari  del  doppio  di  un  quadrato, 
potrà  una  sol  volta  spezzarsi  nella  somma  di  due  quadrati. 
Abbiamo  pertanto  risoluta  la  proposta  nel  modo  il  più  ge- 
nerale non  solo ,  ma  eziandio  il  più  elementare  ,  senza  va- 
lerci del  calcolo  delle  forme  immaginarie  ;  le  quali  però 
possono  in  questo  genere  di  ricerche  con  utilità  impiegarsi, 
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come  già  egregiamente  fece  il  chiarissimo  sig.    prof.  Bclla- 
yitis  (*). 

§.  IV. 

Molte  coQsegaenze  pare  dedaconsi  dal  considerare  le  solu- 
zioni della  (1)  senza  distingaere  il  caso  di  k  pari  da  quello 
di  A  ìmpari;  e  furono  esse  già  dedotte  nella  più  volte  citata 
memoria,  cui  rimandiamo  i  lettori.  Termineremo  questa  nota 
limitandoci  ad  esporre,  con  qualche  utile  addizione,  ciò  che 
si  trova  sul  fine  della  memoria  stessa. 

1."*  Affinchè  la  proposta 

2       •  2 

possa  risolversi,  dovrà  l'intero  e  potersi  ridurre  nella  somma 
di  due  quadrati,  ciò  vuol  dire  che  dovrà  verificarsi  la  se- 
guente condizione 

(11)  c=2/*S^A^  A^Ày3...A^, 

nella  quale  i  fattori 

Al  >  Aa  ,  A3,  .  .  .  ,  ,  A^ , 

rappresentano  primi  diversi  fra  loro,  ed  ognuno  della  forma 
4mH-  1  ,  ovvero  4n  — 3  ;  il  faUore  S  indica  un  prodotto 
di  primi,  ciascuno  della  forma  4m  ^t-  3,  ossia  4n  —  1  ;  da 
ultimo  gli  esponenti 

/x  ,    a,    ^  ,    .  .  .  .  ,  T, 

esprìmono  interi,  dei  quali  sarà  jtJi  =  0  ,  quando  sia  e  im- 
pari. Sappiamo  dalla  teorica  dei   numeri  (  Gauss  ) ,  che  ve- 
rificata la  (11),  Io  spezzamento  del  numero  e,  in  somme  ognu- 
na di  due  quadrati,  avviene  sempre. 
2.<»  Essendo  jx  pari,  od  anche  nullo,  ed  inoltre 


(*)  Annali  di  Scienze  matematiche,  e  fis.*T.  f^  an.  i850,  p.  422. 
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a  =  ^=y  =  ....=T=0  , 

la  proposta  non  avrà  soluzioni  di  sorla,  perchè  il  fattore  S^ 
non  può  mai  ridursi  nella  somma  di  due  quadrati. 

3.^  Se  il  numero  e  sia  tale,  che  gli  spezzamenti  suoi,  nella 
somma  ciascuno  di  due  quadrati,  sieno  tutti  composti  di  nu- 
meri non  primi  fra  loro,  avrà  luogo  la  condizione  (11)  in 
guisa,  che  l'uno,  o  Taltro,  od  ambedue  i  fattori  2^,  S^  do- 
vranno trovarsi  nella  stessa  (11). 

4.^  Se  il  numero  e  sia  tale,  che  gli  spezzamenti  suoi  nelle 
somme  di  due  quadrati  ognuna,  si  compongano  parte  di  due 
numeri  ^rimi  fra  loro,  e  parte  di  due  numeri  non  primi  fra 
loro,  è  chiaro,  per  la  teorica  dei  numeri,  che  dovrà  essere 


8=1,    ed  almeno    7  >  1  ; 

cioè  la  condizione  (11)  si  ridurrà  nella 

(12)  e  =  A«,  A/^a  . . .  A^*  , 

in  cui  per  lo  meno  uno  degli  esponenti,  che  sono  di  numero 
k ,  dovrà  essere  !>>  1 ,  mentre  dei  residuali  A  —  1  al  più 
k  —  2  potranno  essere  ciascuno  =  0.  Perciò  in  questo  caso 
la  più  semplice  composizione  del  numero  e  sarà 

e  =  A  I  A2  • 

Cosi,  per  esempio,  le  soluzioni  della 

a;^H^y^=5'.  13, 
sono 

X  =  (15,  17,  1  ;    y  =  (10,  6,  18, 

di  cui  la  soluzione 

(15  ,    10) 

si  Compone  di  numeri  non  primi  fra  loro;  e  le  altre  due 

(17,6);        (1,18) 
si  compongono  ciascana  di  due  numeri  primi  fra  loro. 
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Per  tanto  avremo  verificata  la 


x^  -4-  \f  =  A«,  h?^  AV3  .  ,  .  h'i,\ 

cioè  la  somma  x^  +  y^  non  sarà  divisibile  affaCto  in  tal  caso 
per  nn  primo  della  forma  4m+3,  ovvero  4n  —  1.  Dunque 
se  dne  nameri  x^  y  non  abbiano  per  fattore  comune  un  pri- 
mo della  forma  ora  indicata^  neppure  la  somma  x^  +y^  dei 
loro  quadrati  avrà  qnel  fattore. 

Questo  teorema  fu  già  dimostrato  dal  celebro  Eulero,  per 
mezzo  delFaltro  di  Format  sulle  potenze  prime  dei  numeri 
interi  (*);  ma  noi  lo  abbiamo  dedotto  a  guisa  di  corollario 
dalla  condizione  (12),  che  si  riferisce  alla  possibilità  di  spez- 
zare nn  intero  e  in  somme  ognuna  di  due  quadrati ,  questi 
essendo  in  alcune  primi  fra  loro,  e  non  in  altre. 

5.^  Potremo  ancora  concludere  dalla  (12)^  che  se  due  nu- 
meri X,  y  non  abbiano  per  fattore  comune  una  potenza  pari 
di  2,  neppure  la  somma  dei  loro  quadrati  avrà  per  fattore 
una  simile  potenza. 

6.®  I  divisori  tutti  di  e  nella  (12)  consistono  evidente- 
mente nelle  combinazioni  e  dei  fattori  Ai ,  A^  ,  .  .  .  ^  A^  ,  e 
delle  diverse  potenze  loro }  ma  ognuna  di  queste  combina- 
zioni, per  la  teorica  dei  numeri  si  riduce  in  una  somma  di 
due  quadrati  :  dunque  ogni  divisore  della  somma 

a?*  -4-  y^  =  e  , 

nel  caso  in  cui  la  condizione  (12)  si  verifichi  ,  é  un'altra 
somma  di  due  quadrati,  quand'anche  x,  ed  y  sieno  primi  fra 
loro.  Dunque  sebbene  due  numeri  Xj  y  sieno  primi  fra  loro, 
ciascun  divisore  della  somma  x^  -f^  y^  sarà  pur  esso  una 
somma  di  due  quadrati.  Questo  teorema  fu   dimostrato    in 


(*)  Nouvelles  Annate»  de  math.  par  M.  Terquem  e  M.   Gerono  T. 
12.  Paris  1853.  p.  40. 
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varie  guisa  :  una  dimostrazione  del    medesimo    fu  data  dal 
Sig.  Serret  (%  ed  un*  altra  dal  Sig.   Hermite  (^)  ;  noi  però 
abbiamo  dedotto  il  teorema  stesso  dalla  medesima  condizio- 
ne (12)  dalla  quale  deducemmo  il  precedente. 

7.<>  Dice  Legendre  nella  sua  Teorica  dei  numeri  ,  T.  I. 
p.  203  terza  edizione  (1830)  <c  Tout  diviseur  de  la  formu- 
»  le  t^  -+-  u^  composée  de  deux  carrés  primiers  entro  eux , 
»  est  également  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entro 
))  eux  ».  Osserviamo  a  questo  proposito,  che  i  due  numeri 
119  e  120  sono  primi  fra  loro^  poiché  abbiamo 

119  =  7.17,     120=23.3.5; 

dunque  saranno  tali  anche  i  quadrati  dei  numeri  stessi,  ed 

avremo 

119"  -H  120"  =  28561. 

Inoltre  i  numeri  39,  e  26  non  sono  primi  fra  loro  ,  per- 
chè hanno  il  13  per  fattore  comune^  quindi  neppure  i  loro 
quadrati  saranno  primi  fra  loro,  laonde  sarà 

39*  -i-  26"  =  2197. 
Ora  poiché 

119' -F  120" _ 
"39"-h26"  ~      ' 

perciò  concluderemo  che  la  somma  di  due    quadrati    primi 

fra  loro,  come  la 

119"  H-  120" , 

può  anche  ammettere  fra  suoi  divisori  la  somma  di  due  qua- 
drali non  primi  fra  loro,  come  la 

39"  -4-  26" 
contro  l'enunciato  sopra  espresso. 


(*)  Journal  de  mathématiques  pure»  et  appHqueé*  T.  XIII. 
(*'}  Serret.  Cours  d'Algebre  snpérìeare.  Paris  1849  p.  330. 
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Ed  in  falli  potendo  una  somma  di  due  quadrati,  fra  loro 
primi,  essere  anche  rappresentata  generalmente  dal  secondo 
membro  della  (12),  ogni  divisore  di  essa  dovrà  essere  certo 
la  somma  di  due  quadrati  ,  ma  questi  potranno  anche  non 
essere  primi  fra  loro. 

S°  Se  il  numero  e  sia  tale,  che  ognuno  de*  suoi  spezza- 
menti nella  somma  di  due  quadrati^  si  componga  di  due  nu- 
meri primi  fra  loro,  primieramente  sarà  S  =  1 ,  /x=  0;  se- 
condariamente dovrà  verificarsi  o  la  condizione 

(13)  a  =s  /3  =  ...  =  0  ,    7  =  2,    e  perciò    e  =  h^k-n  ' 
o  l'altra 

(14)  a  =s  j3  =  y  =  ...  =  1,    e  perciò    e  =  /l|  A,  ^3  •••  A*  • 

Dunque  se  due  numeri  x,  y  sieno  primi  fra  loro,  ed  inoltre 
la  somma  e  dei  loro  quadrati  sia  della  forma  prescritta,  o 
dalle  (13),  o  dalle  (14),  qualunque  divisore  della  x^-\-y^  sarà 
pure  una  somma  di  due  quadrati  primi  fra  loro. 

Questo  teorema,  che  pure,  come  i  due  precedenti,  dedu- 
cemmo dai  criteri  per  lo  spezzamento  di  un  numero  in  som- 
me ognuna  di  due  quadrati,  diversifica  da  quello  sopra  cita- 
to (7"")  di  Legendre,  per  l'aggiunta  delle  condizioni  (13),  (14), 
le  quali  però  sono  indispensabili  a  verificare  il  teorema  stesso. 
'  L'argomento  di  questa  nota  sarà  da  noi  ripreso,  per  trat- 
tare del  caso  di  k  fratto,  positivo,  e  negativo. 
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SULLA  VARIAZIONE  DELLE  COSTANTI 
ARBITRARIE  NEI  PROBLEMI 
DELLA  DINAMICA. 

MEMORIA 
DEL  PROF.  VRinrCESCO  BRIOSCHI 


Le  ricerche  di  Eulero,  di  Lagrange,  e  di  Laplace  intorno 
le  variazioni  degli  elementi  delle  orbite  dei  pianeti  furqno 
il  primo  passo  alla  teorica  della  variazione  delle  costanti  ar- 
bitrarie nei  problemi  della  Dinamica.  Le  formole  generali 
per  le  quali  si  hanno  le  variazioni  delle  costanti  vennero  tro- 
vate da  Lagrange;  esse  danno  i  valori  delle  derivate  parziali 
rispetto  alle  costanti  della  funzione  delle  forze  perturbatrici 
espressi  per  mezzo  della  somma  dei  prodotti,  delle  derivate 
rispetto  al  tempo  delle  medesime  costanti  arbitrarie,  per  al- 
cune espressioni,  la  proprietà  caratteristica  delle  quali  si  è 
di  non  contenere  esplicitamente  il  tempo.  Col  mezzo  di  que- 
ste formole  la  ricerca  della  variazione  delle  costaaii  ò  ri- 
dotta alla  risoluzione  di  molte  equazioni  di  primo  grado  ad 
altrettante  incognite.  Allo  scopo  di  evitare  questa  operazione 
Poisson  pensò  di  esprimere  le  derivate  delle  costanti  arbi^ 
trarie  per  mezzo  delle  derivate  parziali  della  funzione  delle 
forze  perturbatrici,  e  lo  formole  a  cui  giunse,  le  quali  pen- 
ne dirsi  le  reciproche  di  quelle  di  Lagrange ,  contengono 
pure  funzioni  aventi  la  proprietà  caratteristica  identica  alla 
esposta  per  quelle  di  Lagrange.  I  lavori  più  recenti  di  Cau- 
chy,  di  Binet,  ecc.  sulT  argomento  contengono  nuove  dimo- 
strazioni delle  formole  di  Lagrange  e  di  Poisson,  ed  appli- 
cazioni di  esse  a  casi  particolari.  Devesi  a  Jacobi  1*  aver  ri- 
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dotte  le  forinole  per  la  ricerca  delle  variazioni  delle  costanti 
a  seroplicissioia  forma,  od  averle  ridotte,  come  le  denomina 
qucirautore,  alla  loro  forma  canonica.  Qaelle  formolo  si  di- 
cono avere  la  forma  canonica  ,  allorquando  si  possa  espri- 
mere la  derivata  rispetto  al  tempo  di  una  qualsivoglia  co^ 
stante  arbitraria  ,  per  la  derivata  parziale ,  rispetto  ad  un 
altra  costante,  della  funzione  delle  forze  perturbatrici;  vale 
a  dire  allorquando  saranno  eguali  all'unità  alcune  di  quelle 
funzioni  dotate  della  proprietà  enunciata,  e  le  altre  saranno 
nulle.  Lagrange  aveva  già  dimostrato  alla  Sez.  Y.^  della  se- 
conda parte  della  M.  A.  come  ciò  avvenga  ogni  qualvolta  si 
assumano  a  costanti  arbitrarie  ì  valori  iniziali  delle  coordi- 
nate, ed  altre  quantità  dipendenti  dai  valori  iniziali  delle  ve- 
locità componenti;  questa  osservazione  non  era  sfuggita  al 
Poisson;  ma  Jacobi.in  un  teorema  enunciato  nel  T.  Y.°  dei 
Comptes  Bendus,  e  dimostrato  in  seguito  dal  Sig.  Desboves 
ha  dato  un*altra  sistema  di  costanti  per  le  quali  verificasi 
quella  proprietà.  Queste  costanti  arbitrarie  sono  quelle  cbe 
si  incontrano  allorquando  si  determinano  gli  integrali  di  un  pro- 
blema di  Dinamica  col  mezzo  di  una  equazione  alle  derivale 
parziali  del  primo  ordine  come  insegnarono  Hamilton  e  Jacobi. 
É  noto  che  indicando  con  jfx  9  jf2  9  •  •  •  9/i  9  't  variabili  indi- 
pendenti, in  funzione  delle  quali  sieno  date  le  coordinate 
dei  punti  di  nn  sistema;  con  T  la  semisomma  delle  forze  vive, 
con  U  la  funzione  delle  forze,  e  con  pi  ,  p.2  pn  ordina- 

dT  dT  dT 

tamente  le  espressioni  -—7-  ,  -r-p-  , —7-7-  ,  e  de- 

dq\        dq\  àq'n 

nominando  9  una  soluzione   completa    della    equazione  alle 
derivate  parziali  del  primo  ordine  : 

(1)  T~U-h^=0 

le  equazioni  : 
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Pi  —  1 —  >    jP»  —  j —  »  •   •   •    Pn  —  j 

(2)  < 

^         dy  dp  Q    dp 

^•"^d^/  P'  =  d"^'  •  •  •  ^""d^T  ' 

sono  le  equazioni  integrali  del  movimento  ;  nelle  quali  oci , 
«a  ....  a/1  sono  le  n  costanti  introdotte  dall'integrazione 
della  equazione  alle  derivate  parziali,  ed  insieme  alle  ^i, 
/3a  . .  .  ^/i  sono  le  ^n  costanti  arbiti'arie  delle  equazioni  in- 
tegrali  del  movimento. 

Ora  indicando  con   \^\  la  derivata  totale  della  funzio- 
ne <f  rispetto  ad  ol,  si  ha  : 

Vd^/~d^,"*"2^d^  d^  '       XA^s'ZuÀqr   d^s 

r  r 

le  quali  equazioni  osservando  alle  superiori  si  mutano  nelle: 

r  r 

Si  derivi  la  prima  di  qaeste  eqaazioni  rispetto  a  ^, ,  la  se- 
conda rispetto  ad  a,,  e  sottraendo  i  risaltamenti  si  ottiene 
la 

V/^  djv_dp^  Mr\_, 

2J\A«,  d/3,     d/3,  d«,/~ 

r 

Affatto  analogamente  si  dimostrerebbero  le  altre  tre  equa- 
zioni seguenti  : 
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2m  '  <•«/  da,        d«,  da,/         ' 

r 

(3)     /     VA'  ^  _   ^  ^\=0 
)     2LtWi  d/3,        diS,  d/3,/ 

r 

^'d«,  dp,        d^,  da,/ 

r 

I  primi  membri  di  qaestc  equazioni  sono  i  tipi  di  tutte 
quelle  funzioni  che  entrano  nelle  formole  generali  date  da 
Lagrange  per  la  ricerca  delle  variazioni  delle  costanti  arbi*. 
Irarie. 

La  proprietà  or  ora  dimostrata  per  le  funzioni  di  Lagran- 
ge, sussiste  anche  per  quelle  che  entrano  a  comporre  le  for- 
mole di  Poisson;  vale  a  dice  alcune  di  esse  si  annullano  iden- 
ticamente, ed  altre  eguagliano  1'  unità.  Dal  confronto  delle 
formole  di  perturbazione  ridotte  alla  forma  canonica  con 
quelle  trovate  da  Poisson^  nasce  spontanea  l'esposta  osserva- 
zione; ma  per  distinguere  quelle  funzioni  che  annullansi  da 
quelle  che  sono  eguali  alPunità ,  faremo  uso  di  alcune  for- 
molo dovute  al  Sig.  Cauchy,  le  quali  contengono  le  relazioni 
generali  fra  le  funzioni  di  Lagrange  ,  e  quelle  di  Poisson. 
Denominiamo  ax  ,  a^  .  .  .  .  a^^ ,  2n  costanti  arbitrarie  di  un 
problema  di  Dinamica,  e  poniamo  per  brevità  : 

(«Ma,)_2^(---   __  —    — j 

r 

^^  /do/   do,  ^     da/  do,\ 
^yàpr  dqr        àqr  àpj 


la  seconda  delle  quali  espressioni  è  il  tipo  delle  funzioni  di 
Poisson.  Le  formole  dovute  al  Sig.  Gauchy  si  ponno  ridurre 
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alle  due  segacnti  : 

r  r 

Quindi  osservando  alle  equazioni  (3)  dedurremo  facilmente , 
che  supposte  le  costanti  del  problema  essere  le  a.,  a^  .  .  .  . 
/3| ,  ^2  •  -  •  •  9  sussisteranno  le  equazioni  : 

(4)    Lccr ,  Pr]=l,  [«. ,  /3J=0,  iccs  ,  «^=0,  U/3, ,  j3 J=0. 

Ciò  posto  se  si  ritengono  le  formolo  del  moto  non  perturbato 
rappresentate  dalle  equazioni  : 

(^]-  ^IL-z^         (^^\=  _  ^<^  -  ^) 

\dt/  dp^        '  \dtl  dqr 

nelle  quali  facciasi  r===l9  2....n;ele formole del  moto 
perturbato  rappresentate  dalle  : 

ig^  _  d(T— U— P)  ^  __  d(T— U— P) 

di  dpr  '         de  ~  dqr 

nelle  quali  P  rappresenta  la  funzione  perturbatrice  ;  sussiste- 
ranno le  equazioni 

Vf— /^W  — /^\1=0     \^(—  ^-4-.^  ^\—^ 
JjLdqAdt)      dpr\dt)j       '    2j\dqr    dt  '^dp^    dtì       dt 

r  r 

e  per  conseguenza  : 

^_V^—  —  —  — '   — \ 

r 

Ora  si  osservi  essere 

^      V/—   —      —   ^)      ^— —  V/—  —      —   ^\ 
djr;*^,Zi/\d«/  dq^      d/9,  dy,/  '  dp^       ^\da,  dp^      d/3/  dp^' 
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per  cai  sostituendo  ,  ed  avendo  rìgaardo  alle  equazioni  (4) 
si  ha  : 

da,_  dP_ 

d*"  dj8,    ' 

Le  formole  per  la  variazione  delle  costanti  ridotte  alla  loro 
forma  canonica  sono  quindi  le  : 

d«,       dP        io^:,       dP  da,,        dP 


d*        d/3,   '    At~~  d^, d*""  d/S„ 

(5)  ; 

d/3,  dP        d/3,  dP  A^n  dP 


At  A(Xi        At  da^  d^  A(x.n 

Osserviamo  cho  -alIorquaDdo  U  non  contenga  esplicitamente 
il  tempo,  e  quindi  abbia  luogo  il  princìpio  delle  forze  vive 
si  ba: 

T  —  U  =  a,  , 

e  che  supponendo  essere  la  funzione  ^  una  soluzione  com- 
pleta di  quest*  ultima  equazione  gli  integrali  del  problema 
sono  dati  dalle  : 

àif  A^  dcp 

(6)     ■ 

^•-d«.'  ••••''''^*    d«/-  •^''-  d«„* 

ma  le  equazioni  (4)  sussisteranno  ancora,  e  lo  (5)  daranno 
ancora  la  variazione  delle  costanti.  La  proprietà  caratteristi- 
ca delle  funzioni  [a/ ,  a^l  di  rimanere  costanti  per  tutta  la 
durata  del  movimento  venne  da  Jacobi  considerata  come  utile 
mezzo  nella  ricerca  degli  integrali  dei  problemi  di  Dinamica. 
Infatti  in  una  lettera,  diretta  da  quel  celebre  autore  alFAc- 
cademia  delle  Scienze  di  Parigi  poco  tempo  dopo  la  morte 
di  Poisson  ,   a  proposito  della  proprietà  di  quelle'  funzioni 
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efiQDcia  il  seguente  teorema  :  sapponcndo  che  in  un  proble- 
ma di  dinamica  abbia  luogo  il  principio  delle  forze  vive,  se 
si  conoscono  due  altri  integrali,  oltre  V  integrale  fornito  da 
questo  principio,  se  ne  può  dedurre  un  terzo  in  un  modo 
diretto,  e  senza  neppure  fare  uso  di  quadrature.  Continuan- 
do il  medesimo  processo  si  otterrà  un  quarto,  un  quinto  in- 
tegrali e  così  via. 

Il  processo  a  cui  allude  Jacobi  si  é  di  approfittare  della 
proprietà  della  funzione  [a^  ,  a^l  «  formata  mediante  le  due 
costanti  dei  due  integrali  conosciuti,  coU'eguagliarla  ad  una 
terza  costante  arbitraria,  ed  ottenere  così  in  generale  un  al- 
tro integrale.  Poisson  aveva  già  osservato  come  questa  terza 
costante  arbitraria  potrà  in  alcuni  casi  ridursi  ad  una  co- 
stante determinata,  e  Jacobi  nella  lettera  citata  fa  riflettere  co- 
me quel  terzo,  quarto  ...integrali  ottenuti  in  quel  modo  po« 
tranno  in  questioni  particolari  risultare  da  combinazioni  dei 
già  trovati.  Bertrand  (*)  in  un  recente  lavoro  sulla  integra- 
zione delle  equazioni  della  dinamica  ,  giunse  a  dimostrare 
come  questi  due  casi  rientrino  Tuno  nell'altro,  e  come  pos- 
sano esistere  per  un  problema  qualunque  di  Dinamica^  inte- 
grali che  soddisfano  alTuna  od  all'altra  delle  equazioni  : 

(7)  [«r  j  «J  =  1  ^  C«r  »  «J  =  0. 

Poggiando  sulla  dimostrata  possibilità  di  ridursi  identiche 
queste  due  ultime  equazioni  il  Sig.  Bertrand  deduce  un  me- 
todo per  la  ricerca  degli  integrali  di  un  problema,  allorquan- 
do uno,  o  più  di  essi  siano  conosciuti,  e  lo  applica  vantag- 
giosamente in  varj  casi  particolari.  Infatti  supponendo  che  a, 
fosse  costante  arbitraria  di  un  integrale  conosciuto,  le  equa- 
zioni (7)  sono  equazioni  alle  derivate  parziali  del  primo  or- 
dine e  lineari,  le  quali  in  molti  casi  particolari,  saranno  in- 
tegrabili, e  forniranno  altri  integrali  del  problema.    Se  con- 

fj  Journal  de  Liouville.  Octobre  1852. 
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«demmo  ora  che  sapposte  le  costanti  ai  ,  a,  ...  .  a^n  ri- 
spettivamente eguali  alle  «i  ,  a^  •  *•  ./Si  9  j3a  •  •  •  •  sussisto- 
DO  identicamente  le  equazioni  (4);  è  chiaro  che  per  tatti 
gli  integrali  di  un  problema  di  dinamica  potranno  yerificarsi 
eqaasioni  analoghe  alle  (7);  e  che  in  questo  caso  grintegrali 
medesimi  saranno  qaelli  che  si  ottengono  col  metodo  di  Ha- 
milton. In  questo  modo  viene  a  generalizzarsi  T importante 
processo  dovuto  al  Sig.  Bertrand  ,  e  viene  determinato  un 
sistema  di  costanti  arbitrarie  pel  quale  esso  ha  luogo. 

Per  rendere  più  chiaro  il  nesso  fra  gli  integrali  ottenuti 
eoi  metodo  di  Hamilton,  e  quelli  che  si  hanno  dal  metodo 
di  Bertrand^  incominceremo  dal  considerare  il  movimento  di 
un  punto  materiale  attratto  da  un  centro  fisso ,  supponendo 
la  grandezza  dell'azione  essere  una  funzione  del  raggio  vet- 
tore. Le  equazioni  alle  derivate  rappresentanti  questo  movi- 
mento sono: 

-^o:,    -_y  ,   _=  _,(r)_,-=_f(r)- 

Il  principio  delle  forze  vive  da 

a:'»  +  y'>  =  (U  +  «0 


essendo  U=: — /7(^)dr ,  ed  «i  una  costante.   Pel  noto  me- 
todo di  Hamilton  fatto 

dx  '    ^  ~  dy 
la  equazione  alle  derivate  parziali  sarà  : 


(^t)"-0=^"'--'- 


Un  integrale  di  questa  equazione  essendo  : 

♦  =  ..  Arc.u.g.  ^  +f '^^2(0  -^  .■)--.%]  ^^ 
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nella  quale  a,  è  una  naova  costante  ;  gli  ietcgrali  del  pro- 
blema saranno  : 

d^Jl/[2(U  -4-  «y  -  a*J  <'•'  —  P,  -+-  < , 

Gl'integrali  inltrmedj  sarebbero  dati  dalle  equazioni 

y  ^    l/'[2  (U  H- «,)r*  —  «M     x 


r  r  r 

,  X    .     1^12  (U -t- «.)r' -  «%]     y 

y=«3--H ^ -. 

Dalle  quali  si  ha  il  qaarto  integrale  : 

ocy^  —  d^y  =  «a. 

Ora  osserviamo,  che,  per  quanto  si  è  dimostrato,  le  funzioni 
di  Poisson  per  questo  caso  particolare  devono  avere  i  valori: 

(8) 

f     Cai,  «a3  =  Cai,  /3j  =  [a,,  fi,2=l§iy  ^a]  =  0. 

Il  Prof.  Bertrand  applicando  il  suo  metodo  a  questo  caso 
ammette  l'integrale  del  principio  delie  aree,  e  quindi  le  equa^ 
zioni  alle  derivate  parziali  di  primo  ordine  e  lineari  sono 
le  due  : 

(9)        [a,  ,a]=0,        [a,,4]=l 

essendo  a,  b  costanti  arbitrarie.  L*  integrazione  della  prima 
di  queste  equazioni  conduce  quelfautore  a  due  nuovi  inte- 
grali, di  cui  l'uno  é  una  combinazione  degli  integrali  del 
principio  delle  aree^  e  di  quello  delle  forze  vive ,  e  l'altro 
dà  il  valore  del  tempo;  e  l'integrazione  della  seconda  dà  la 
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equazione  della  irajettorìa.*  Ora  vedesi  facilmente  come  i  me- 
desimi tre  integrali  corrispondono  alle  tre  equazioni  : 

(10)        fa, ,  aO  =0,    [a,  ,  p,]  =  0  ,    ta^  ,  jSj  =  1 

le  quali  sono  fra  le  sei  equazioni  (S),  le  sole  tre  in  cui  en- 
tri la  costante  a,  .  Dunque  la  integrazione  delle  dae  equa- 
zioni (9)  alle  derirate  parziali  lineari  dà  risultamenti  iden- 
tici a  quelli  ottenuti  coirintegrare  la  equazione  di  Hamilton. 
Consideriamo  ora  il  movimento  di  un  punto  materiale  in 
un  piano,  essendo  : 

U  =  ^  ?(tang  0)) 

la  funzione  delle  forze.  È  il  seconde  esempio    discusso  dal 
Sig.  Bertrand.  Si  ayrà 


*2 

r 


r'  6)'*  =  2^-5-  9(tang.(V))  -+-  a,^ 


e  quindi  Tequazione.  di  Hamilton  sarà 

una  soluzione  completa  della  quale  è  la  : 
^  =  /V(2«.  rj  —  ce,)  ^^  ^n^^2f  (lang.o))  -+-  a J  d» 

essendo  a^  una  nuova  costante.  Gli  integrali    del   problema 
saranno  : 

à^r — ^. — -'+/S., 

*L=  _L  A„g.  t.ng.r  l^2«.  -  ^(2«.  r'  -  a,) 
da,     pA«,      »       »  ^^a^ 
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Gl'integrali  intcrmedj  Terranno  dtfU  dalle  equazioni  : 

_ _ ,  _  =  ^^[29  (laDg.«)  -f.  a J 

Ad, 

ed   essendo  -r^  =:r^  q'  ,  la  costante  arbitraria  a,  appartie- 

do) 

ne  all'integrale  del  principio  delle  aree.  Le  (9)  sono  le  equa- 
zioni da  cui  parte  il  Sig.  Bertrand  nella  trattazione  di  que- 
sto esempio,  e  le  (10)  si  verificheranno  per  esso. 

Applicheremo  ora  il  metodo  del  Sig.  Bertrand  alla  ricer- 
ca delle  circostanze  del  moto  di  nn  panto  sopra  una  super- 
ficie. Immaginando  sulla  superficie  due  sistemi  di  linee  orto- 
gonali rappresentati  dalle  equazioni  u  =  cost'  ,  v  =  cost'  ; 
e  supponendo  che  le  linee  del  secondo  sistema  sieno  geode- 
tiche^ si  avrà  : 

T  =  i  (tt'-"  H-  Gv'^). 

Supporremo  essere  G  funzione  della  sola  variabile  u^  e  ciò 
aver  anche  luogo  per  la  funzione  delle  'forze  che  denomi- 
neremo U.  Posto 

_dT         _  dT 
^  ~  du'  '     ^  ~  dt)' 

le  equazioni  del  moto  saranno  : 

ed  il  principio  delle  forze  vive  dà  : 

Dall'ultima  delle  equazioni  superiori  si  ha  un  secondo  inte- 
grale del  problema;  cioè  : 

q  =  Go'  =  «a. 
Sia  : 
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a  =  9(tt  ,  v, /?,  y,  I) 
un  altro  integrale;  formata  la  equazione  [a,  ocj]  =  0,  si  ot- 
tiene    —  =  0,  quindi  si  avranno  per  a  Tana  o  l'altra  delle 
due  forme 


C     (i—^(u,p  q) 
(11)      } 

(     a  =  t4-^(«,p,  j) 


e  formata  la  equazione  [i,  ota]  =  1  si  hanno  le  : 

(     6  =  V -{-/{uj  py  q) 
(12)      ] 

(     b  ^  t -^  v^Jlu,  Pj  q)  . 

La  prima  delle  (11)  derivata    rispetto  a  t  ,  avuto    riguardo     . 
alle  equazioni  del  movimento  dà  : 

da  da/dU        1   dG      \  _ 

dii^'-^d^lST-TST^  ;-"' 

la  quale  integrata  dà 

a  =  F[|>*  -2(U  -  1  Gt)'"  )]  =F(2a,) 


cioè  la  costante  a  è  una    funzione  della  costante  delle  forze 
vive.  La  seconda  delle  (11)  dà  : 

da  da/dC         1    dG 

dp\du 
e  quindi 


.         da  da/dD         1    dG    ,,v        ^ 

*-*-d;i^"^d;(d;r~2  dT^)  =  ^^ 


«  =  *  +     J- 3-  àu, 

y  (2(u  -^  «.)  -  ^') 

trascurando  una  funzione  arbitraria  della  costante  ai .  Quer 
sta  equazione  dà  il  valore  del  tempo  ,  ed  é  un  terzo  inte- 
grale del  problema.  La  prima  delle  (12)  dà  : 
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quindi 

ehe  è  il  quarto  integrale  del  problema.  La  seconda  delle  e- 
qaazioni  (12)  darebbe  evidentemente  una  combinazione  di 
questi  due  ultimi  integrali. 

Queste  formolo  sono  applicabili  allorquando  la  superficie 
sia  di  rotazione,  e  la  forza  acceleratrice  si  supponga  diretta 
ad  ogni  istante  del  tempo  nel  piano  del  meridiano  corrispon- 
dente al  punto  della  superficie  in  cui  trovasi  il  mobile  ;  e 
si  giunge  così  ai  risultati  ottenuti  dal  sig.  Jacobi. 

A  riscontro  dei  metodi  osserviamo  che  in  questo  esempio 
la  equazione  di  Hamilton  avrebbe  la  forma  : 

la  quale  nelle  poste  condizioni  è  soddisfatta  dalla  : 
e  quindi  gli  integrali  del  problema  saranno  : 

—  =  C = —  dtt  =  i3,  •+-  ^ , 

-i.   =  t)  —  I  TZi * 3—  dtt  =  j3a  , 

^«»  -^  G  J/^(2(UH-  «.)-  ^') 

i  quali  appunto  corrispondono  ai  trovati  più  sopra. 


d(p 
du 
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La  dimostrata  proprietà  per  le  espressioni  iotr  9  ^rì  f  <^n- 
dace  alla  geoeralizzazioDe  di  un  teorema  dimostrato  da  Ja- 
cobi  (t)  pel  movimento  elittico  dei  pianeti,  e  dal  medesimo 
antere  enunciato  come  generale  per  un  movimento  qualun- 
que, supposte  però  le  costanti  arbitrarie  essere  i  valori  ini- 
ziali delle  quantità  variabili  che  entrano  nel  problema.  In- 
fatti sussistendo  identicamente  la  : 


s 


saranno  anco  soddbfatte  le  : 

dalle  quali  si  hanno  le  : 

dccr       djf,      ^  dflf^  dps 

Queste  ultime  equazioni  contengono  il  teorema  di  Jacobi  (^); 
per  cui  quel  teorema  ha  luogo  anche  allorquando  le  costanti 
arbitrarie  sieno  quelle  date  dal  metodo  di  Hamilton. 

Le  relazioni  trovate  fra  la  equazione  (1),  e  le  equazioni 
(4),  si  ponno  estendere  in  generale  alle  equazioni  a  derivate 
parziali,  considerando  le  relazioni  stabilite  dal  Sig.  Jacobi  , 
fra  una  equazione  qualsivoglia  a  derivate  parziali,  e  le  equa- 
Eioni  analoghe  alle  (2)  ottenute^  mediante  una  soluzione  com- 
pleta di  essa. 

Pavia  il  27  Giugno  1853. 


(*)  Jacobi,   Malhematische  Werke.  Band.  1.  Neoes  Theorem  der 
analytischen  Mechanik. 


.••  •  • 
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SULL*  INTEGRALE  COMPLETO 
DELL'  EQUAZIONE 

NOTA 
DELL*  AB.  REMMie  DEL  «DOSSO 

Sì  sa  che  Mooge  cercando  l'integrale  completo  di  qaesta 
equazione,  trovò  che  sapponendo 

(2)     {     y  =  9(ti)  4- cp(«) 

la  proposta  equazione  (1)  é  soddisfatta.  Siccome  dunque  il 
sistema  di  equazioni  (2)  contiene  le  due  funzioni  arbitrarie 
f  (u)  y  fp{v)  di  due  variabili  ausiliarie  Uy  Vj  l'illustre  geometra 
ne  conchiuse  esser  questo  sistema  di  equazioni  l'integrale  ri- 
chiesto. 

Non  ha  guari  ripigliando  io  a  fare  la  ricerca  dell'integrale 
completo  della  (1),  mi  avvidi  che  al  sistema  dell*  equazioni 
(2)  poteva  sostituirsi  un  sistema  più  semplice  di  equazioni , 
le  quali  contenendo  a  lor  volta  due  funzioni  arbitrarie,  sod- 
disfacevano alla  suddetta  equazione  differenziale.  Ne  conclusi 
perciò  che  questo  nuovo  sistema  di  equazioni  costituisce  pur 
esso  l'integrai  completo  della  (1).  Siccome  questa  equazione 
differenziale  ha  grande  estensione  nell'alta  Geometria,  mi  è 
parso  che  questo  mio  ritrovato  possa  essere  di  qualche  utile, 
e  però  mi  sono  ardito  di  richiamarvi  sopra  l'attenzione  de' 
Geometri. 
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Poniamo  per  brerità 

^=  —  =  s        —=i 

dx*  '     dardy  '      dy^ 

e  sostituendo  nella  (1)  a?renio 

.  (3)  0  =  (1  -4-  j>  ~  2pq8  -H  (1  H-  |i")#. 

Ma  si  ha  pure 

òp  =  rda?  -H  <dy  , 

d jf  =  8Ìx  -4-  ^dy  ; 

onde  sostituendo  nella  (3)  ì  valori  di  r,  t  che    risultano  da 
queste  equazioni,  si  ottiene 

0  =  (1  H-  q^)àpdy  4-  (1  -H  p')dy  do: 

—  '((1  -H  r'idy'  -fr-  %  d^dy  H-  (1  -H  F')da:")  , 

equazione  che  si  risolve  nelle  altre  due  simultanee. 
0  =  (1  -+-  q^)àpiy  +  (1  ^p^)dqdx 

(4): 

0  =  (1  -+■  j*)dy*  +  2pqAxdy  —  (1  -f-  p'jda;'  . 


Ora  si  tratta  di  ricavare  dal  sistema    di    equazioni  (4)  una 
equazione  in  p,  q^  la  quale  soddisfaccia  alla  (3);  e  se  que- 
sta equazione  contiene  una  funzione  arbitraria ,  sarà  un  in- 
tegrale primo  completo  della  equazione  suddetta. 
Dalla  prima  deirequazioni  (4)  si  deduce 

dy  1-H>*  dq 

dx  l-hjT*  dp   ' 

onde  ponendo  la  seconda  delle  suddette  equazioni    sotto  la 
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forma 

dy 
ed  eliminandone  -p  col  soccorso  della  equazione  precedente 

si  ottiene  agevolmente 

o=(i+,-)|:_ììp,|m-ih.,=. 

Risolvendo  qaesta  equazione  rispetto  a  djr,  si  ha 

Per  separare  le  variabili  in  questa  equazione^  suppongo 

rappresentando  /3  una  nuova  variabile^  ed  ottengo  successi- 
vamente 

*  2/3 

^-*- 2^ 

(i3'  -  /)'  -  l)d/3  -  %dj» 
dj= — . 

Sostituendo  qaesti  valori  nella  (5)  sì  ha 

(^'  -)-  p'-f.l)d^  —  2j3pdp^  j>(^'  —p'—i) 

(/3»H-p»-f-l)i/-_l 


dp 


-  2(1  ^p')^ 

equazione  che  agerolmente  si  traduce  in 


d/>, 
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(^'  •*-  p'-t-DdjS  _  (j3'  -4-p'  -t-  l)(p  =±:  i^-Ddj) 

ed  alla  qoale  si  soddisfa  ponendo 
(6)  p»4_p«-Hl=0, 

Dall'equazione  (6)  si  deduce 

e  consegaentemenie 

(8)  jr  =  i3==t:l/-(H-p')l/--l. 

Questa  equazione  soddisfa  alla  (3).  Difatti  si  ha 

da?  ~  '  ~  l/(l-*i^^)  "da?  ~l^(l-i-p*) 

djf =±y|/*— ^1  dp  jp^t/* —  1 --^p^r 

dy  ~'"~  7(^+7)  d^''  -  i^(H-p')  -T^ 

onde  sostituendo  nella  (3)  si  ottiene 

0  =  [1  ~  (1  -hp»)]r +  2/)V— pV  =  —  2pr-+.  2pV^ 

onde  l'equazione  (8)  deve  riguardarsi,  o  come  integrale  par- 
tiedare,  o  come  soluzione  particolare  della  (3).    Vedremo  da 
qui  a  poco  come  sia  una  soluzione  particolare.  Quindi  gVin- 
tegrali  primi  della  (3)  dipendono  dall'equazione  (7). 
Integrando  l'equazione  (7),  troveremo 

Iog./3  =  log.C  -*-^  log(l  +p^)  =b  arc(tg  =p)l/'-l, 
/3  =  CV(l+p')e       ^''^  ' 
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rappresentando  C  una  costante  arbitraria  ^  ed  e  la   base  de* 
logaritmi  iperbolici.  Ma  si  ha 

e         =  cosfii)  =±:  sentoj/ — 1  ; 

onde  posto 

0)  =  arc(tg  =  /?) 

si  trova 

1  p 

tffO)  =  P  ,      COS  fi)  =— -7= j.    ,      seno)  =  -775^ rr    j 


e  quindi 

e 


=^arc(/f=p;i/-i  __  1  ==fcpl/^  —  1 


Sostituendo  nella  espressione  di  j3  si  ottiene 

^  =  C'(l  dr  f  1/--1) , 
e  quindi 

y  -  1/^(1 -H /)»  +  ?')  =  Cd  ±  pl^  -  1). 

Bìcavando  da  questa  equazione  il  valore  di  q,  vieae 

Questa  equazione  é  un  integrale  particolare  della  (3).  Di  fatti 
si  ha 

dx 2C'.      d**^ ^C^^ 

dy  2C'     dy*^  2C'     ^ 

C"  4-l\ 


^  2C'    >'  ' 


onde  sostituendo  si  ottiene 
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0=  (1  -H  ,>  =1=  2p,  (^)ri/--i-{^p)  (lH^«)r 


la  qaarequazione  si  traduce  in 


Ma  dalla  (9)  si  deduce 

Se  dunque  si  sostituisce  questo  valore  nella  precedente  equa- 
zione, verrà 

equazione  identica^  com'è  evidente. 

Prima  di  passare  oltre  è  bene  mostrare  come  la  (8)  sia 
una  soluzione  particolare  della  (9).  A  tale  oggetto  basterà 
sapporre 

e  sostituire  nella  (9)  questo  valore  di  C  Di  fatti  risultando 
2C'    ~2\  C'y*^     2    \  |/(lH-p')7 

iA-i/i^jnA-i\       !/■— 1 


2     V  1^(1 -+-p"»   / 


1^(1-+-/)  y    1^(1-1-1»') 


2C'    "~  2  V     "*"  e  r~     2     l  |/-(l-j-/>')   / 
2     Vl^d-t-p'^^ 


v(i-^py  i/^(n-p') 
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si  avrà  in  seguilo  della  sostituzione  di  questi  valori  nella  (9) 

Se  neireqaazione  (9)  si  pone  G'=l ,  si  ha 

jr  =  d=jn/^— 1, 
e  consegaentemente 

ax        dy 

L'integrale  di  questa  equazione,  siccome  si  sa,  è  dato  dalla 
forinola 

(10)  z  =  F(y  d=  a:l/--l). 

Questa  equazione  soddisfa  alia  (3)  completamente.   Di    fatti 
si  ha 

i!l  =  r  =  -  F"  ;      i^  =  F"  =  ^  • 
^'^   =  ,  =  ±  F  V— 1  . 


da?dy 
Sostituendo  nella  (3)  si  ottiene 

0  =  —(1  H-  F'*)F"  -I-  2F'*  F"  -*-  (1  —  F'^)F" 


la  quarequazione  ò  identica,  come  ognun  vede.  Ma  siccome 
la  (10)  contiene  una  sola  funzione  arbitraria,  cosi  sarà  sem- 
pre un  integrale  particolare  della  (3).  Se  poi  la  (9)  s' inte- 
gra nella  sua  generalità,  si  ottiene 

(G^-\)x±:(G^  ^  \)z[r—  1  =  F(2C'a?  d=  {G^^\)y\/'—\), 
e  questa  equazione  soddisfa  parimenti  la  (3).    Or  vi  soddi- 
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sfera  anche  l'equazione 

0=  (C*— l)a:  d=  (C"h-1)^K— 1— F(2C'xd=(C''-4-l)yl/'— 1) 

-*-  2T(C') (10), 

rappresentando  T(G')  una  funzione  arbitraria  di  G'  diversa  da 
F,  tanto  se  G'  si  considera  costante  ,  tanto  se  si  considera 
variabile,  purché  però  sia  in  questo  secondo  caso 


0=Cx±:C'zi/^—l—(x±:Gy[^—i)r(2ax±:{C'-h\)yl/'—ì) 

H-  r(G)  ....  (11) 


Se  dunque  si  fa  Teliminazione  di  G'  fra  Tequazioni  (10)  ed 
(11),  Tequazione  risultante  in  x,  y,  z  dovrà  soddisfare  alla 
(3).  Ma  questa  equazione  risultante  contiene  due  funzioni 
arbitrarie  ;  onde  sarà  V  integrale  completo  della  proposta 
equazione  (3)  (*), 

(*)  Non  sarà  inutile  verificare  come  la  equazione 

(G"—  1)*  rfc  (G"  -4-  ì)z  [/-—  1 

=  F{2Gx  ±:  (G^  -f-  l)y  l^— 1) 

soddisfi  alla  equazione  (3).  Differenziando  questa  equazione 
si  Ottiene 

^  d^_  2Gr^{G'—l)  _  ^  _  pf 

'  ~  da?~d=(G"-f-l)|/^— 1  '    ^  ~  dy  ~       ^ 

^  ""   dx^  ~=b(G'^-Hl)l/^-l  '    *  —  ^^  '    —  dxdy  ' 

I  =  i^  -  zt:  (C'^  -^  1)F"  1/--1  . 

Di  qui  risulta 

(1  -4-  F'*l 


%»  =  tt 
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4C'F'F"t2C'F'— (C"— 1)] 
(C*  -1-1)1/^—1 

r2C'F'— (C— Di' 


e  conseguentemente 

0  =  [4C»  +  4C'^F'"]  —  [8C""r"  —  4CT(C'"  - 1  )] 

+  [(4C'"F'  —  4CT'(C"—  1)  -H  (C*  —  1)"]  —  (C''-4-  1)" 
la  qaarequazione  è  identica,  essendo 

(C*  —  !)»_  (C*  -i-  1)»  =  —  4C^ 


PICCOLI  RECLAMI 

cAe  />ur  sembrati  giusti. 

DEL  PROV.   GIUSEPPE  BIANCHI 


1.  11  celebre  Humboldt  nella  III  parte  del  Cosmos  (dispen- 
sa 2,  (ediz.  del  Turati  a  Milano  1853 ,  traduzione  francese 
del  Galusky  ) ,  ove  al  capitolo  I  della  sezione  2  tratta  del 
sole  considerato  come  corpo  centrale  nel  nostro  sistema  pla- 
netario, dice  alla  pag.  339  <c  Dietro  le  osservazioni  esattis- 
sime di  Laugier  (Conti  Resi  dell'  Accademia  delle  scienze, 
T.  XY,  1842,  pag.  941)  la  durata  della  rotazione  (solare)  é 
di  25.^'  8/  9.'»  ,  e  Tinclinazione  deirequatore  di  7^  9'.  »  E 
più  innanzi  alla  pag.  348  egli  soggiunge:  «  Il  solo  procedi- 
mento atto  a  far  conoscere  la  durata  della  rotazìon  solare  é 
dunque  di  prendere  una  media  fra  un  grande  numero  di  mac- 
chie, le  quali  per  la  permanenza  di  loro  forma  e  per  la  di- 
stanza che  le  separa  da  altre  macchie  visibili  al  tempo  stesso, 
garantiscono  contro  le  eventualità  degli  errori.  >i 

Tutto  ciò  è  verissimo,  ed  era  noto  a  me  pure  il  bel  la- 
voro del  Laugier,  che  riusci  ad  accertare   con   osservazioni 
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di  macchie  i  precisi  elementi  della  rotazioQ  del  sole  ;  nella 
quale  occasione  il  cel.  Arago  dichiarava  innanzi  airAccademia 
delle  scienze  di  Parigi  tale  determinazione  delPastronomo  suo 
collega  essere  la  più  esatta  e  ben  sicura  di  quante  finora  se 
ne  produssero  circa  il  tempo  della  rotazion  solare.  Per  al- 
tro io  avrei  unicamente  a  riflettere  che  forse  non  è  neces- 
sario a  ben  conoscere  il  tempo  della  rotazione  il  dedurlo 
per  una  media  da  un  grande  numero  di  macchie  solari,  per- 
manenti, bastando  per  avventura  una  di  queste,  mantenutasi 
lungamente  invariata  di  grandezza  ,  figura  e  prossima  appa- 
renza nel  disco  solare  ,  per  inferirne  assai  verosimilmente  la 
propria  sua  immobilità  ,  e  quindi  averne  dalle  osservazioni 
più  disgiunte  la  meno  dubbiosa  misura  della  rotazion  comu- 
ne. Questo  caso,  che  per  verità  è  raro  a  presentarsi,  offeri- 
vasi  da  poc'oltrc  il  mezzo  novembre  1816  al  mezzo  febbra* 
jo  1817  in  una  macchia  piuttosto  grande  isolata  circolare,  e 
costante  altresì  di  penombra  che,  osservata  da  me  in  Milano 
all'equatoriale  di  Sìsson  ,  mi  porse  alcuni  risultamcnti  assai 
concordi  circa  il  tempo  della  rotazione,  sì  che  ne  feci  sog- 
getto di  una  mia  Memoria  inserita  e  pubblicata  nel  1821 
dal  Barone  di  Zach  nel  T.  Y  della  sua  Correspondance  Astro^ 
nomique  (Lettere  XXI  e  XXVI).  Il  valor  medio  ch*io  ne  ot- 
te ni  del  tempo  della  rotazion  assoluta  (  pag.  534.  T.  cit.  ) 
fu  di  25',  340 ,  ossia  precisamente  quello  confermato  veni' 
anni  dopo  da  Laugier;  sebbene  poi  io  ne  reputassi  più  pros- 
simo al  vero  quello  alquanto  minore  di  25' ,  325 ,  e  vai  a 
dire  di  25'.  7^.  48*".  E  rincliuazion  pure  delPequator  solare 
fu  da  me  trovata,  dopo  lunghi  calcoli  e  correzioni,  di  7^.14' 
e  perciò  ben  poco  diversa  da  quella  che  fissava  il  Laugier. 
Trattandosi  dunque  che  quella  pubblicazione^  ond'io  esordiva 
nella  carriera  scientifica,  precedette  di  vent'anni  all'analoga, 
comechè  più  profonda  e  pregevole  determinazione  di  Lau- 
gier; né  avendo  io  mancato  di  soddisfare  ad  alcun  criterio  di 
fiducia  negli  ottenuti  valori,  crederei  che  a  me  si  appartcn- 
Jttmali  di  Scienze  Mai,  e  Fis.  T.IF.  agosto  181(3.  21 
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gano  di  diritto  i  valori  stessi  che  attualmente  si  ritengono 
per  gli  etementi  della  rotazion  solare.  Di  che  io  non  tenni 
▼eraittente  parola  come  avrei  potato  far  di  leggieri  a  Parigi 
nel  1850,  coi  signori  Arago  e  Langier  che,  quanto  dotti  al- 
trettanto ebbi  a  sperimentare  verso  me  cortesissimi  di  aoco- 
glictoze,  e  che  al  certo  non  mi  avrebbero  negata  piena  ra- 
gione giustificando  sé  medesimi  di  non  aver  vedato  o  ricor- 
dato il  giornale  di  Zach  e  l'inseritovi  mio  scritto  ?  E  avrei 
pare  continuato'  di  buon' grado  ad  obblìare  il  mio  qualunque 
diritto  in  proposito,  se  non  lo  vedeva  del  pari  dimenticato 
dall'eruditissimo  autore  del  Cosmos  ,  al  quale  non  potevan 
essere  sfoggiti  gli  argomenti  esposti  nel  citato  giornale  di 
Zàch  ^  avvegncrché  più  spesso  egli  ricordi  e  citi  V  anteriore 
Ma9Miliehe  Correfpandez  del  medesimo  suo  Connazionale  ed 
amico. 

ììéiV Ànnuaire  del  Burò  delle  longitudini  per  Tanno  1852 
il  prelodato  Arago,  alloccasione  di  un  rapporto  da  lui  letto 
all'assemblea  legislativa  di  Francia  sopra  1*  assegnamen  to  di 
90  mila  franchi  per  la  nuova  macchina  equatoriale  dell*  os- 
servatorio di  Parigi,  discorrendo  con  un  rapido  cenno  sopra 
le  principali  specole  di  Europa,  e  fra  quelle  d'Italia  non  om- 
ìnéssa  di  nominare  neppur  la  privata  e  Granducale  di  Bo- 
boli  a  Firenze  (pag.  508  e  509),  passa  poi  in  un  silenzio  to- 
tale questa  pubblica  in  Modena.  E  già  in  altra  di  lui  noti- 
zia e  descrizione  dell'  Osservatorio  di  Parigi,  toccando  egli 
delle  Specole  italiane,  aveva  parimente  lasciato  di  compren- 
derti la  modenese  (Annuaire  pour  l'an  1844^  pag.  377).  La 
quale,  comechè  sorta  invero  da  pochi  anni  e  affidata  per  av- 
ventura alla  direzione  più  inetta  e  meschina,  tuttavia  non  è 
rimsista  cost  inoperosa  da  non  meritare  di  esser  annoverata 
fra  i  principali  Osservatorj  d'  Europa  nel  Catalogo  che  ne 
porgon  ogni  anno  l'Effemeridi  astronomiche  più  riputate^  quel- 
le di  Berlino  (per  l'anno  corr.  a  pag.  287),  e  il  NauHeal  Al- 
nutnw  di  Londra  (pel  corr.  1853  a  pag.  593),  da  queste  ul- 


J 
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lÌDìe  citandosi  anche  la  fonte,  da  coi  si  atlinse  Ilai  recata  po- 
siziono della  Specola  modenese,  che  é  reffemeride  di  Milano 
pel  1829  a  pagine  90  e  60  dell'  Appendice  (%  Né  di  dò 
poro  io  volli  mover  lamento  verbale  in  Parigi  al  Sig.  Ara- 
go,  rispettando  e  deplorando  lo  stato  fin  d'allora  infermiccio 
della  soa  Salute  ch'egli  mi  accusava,  e  tacitamente  limitan- 
domi ad  oQerir^li  per  l'Accademia  delle  scienze,  di  cui  egK 
è  si  degno  ed  eloquente  segretario,  un  esemplare  del  T«  I, 
in  foglio  degli  Atti  della  mia  Specola  ,  e  un  volume  in  4.'* 
di  parecchie  mie  Memorie  di  vario  argomento  astronomico. 
Della  qual  presentazione  egli  gentilmente  onoravami  ,  e  ne 
faceva  pubblica  menzione  nel  rapporto  alla  tornata  susse- 
guente di  quel  primàrio  consesso  scientifico.  Ma  frattanto 
nel  catalogo  delle  posizioni  geografiche  dei  luoghi  compila- 
lo dal  Daussj,  e  pubblicato  ogni  anno ,  ampliato  e  corretto 
nella  Conoscenza  dei  tempi  di  Parigi  si  prosegue  a  dare  per 
Modena  la  posizione  della  torre  Ghirìandina ,  come  se  qui 
specola  non  vi  fosse,  o  in  questa  non  fossero  stati  ricono- 
sciuti gli  elementi  di  latitudine  e  longitudin  terrestre  (Con- 
naissanee  dee  temps  pour  I  an.  1853,  pag.  374). 

3.  Una  delle  moderne  più  importanti  scoperte  nell'Astro- 
nomia siderale  è  senza  dubbio  quella  dei  pìccoli  movimenti 
proprj  dello  stelle;  e  lo  stesso  Humboldt  chiaramente  Iodi- 
co nel  Cosmos  (Parte  III.  Dispensa  1.^  traduz.  di  Faye,  Mi- 
lano 1851  a  pag.  164)  colle  parole  «  Cctte  dècouverte  des 
mouvements  propres  des  étoiles  est  de  la  plus  haute  impor- 
tanco  pour  l'astronomie  physique  »  e  ne  attribuisce  princi- 
palmente il  merito  ai  lavori  ammirabili  di    Bcssel  e  di  Ar- 


(*)  Si  Doti  ancora  che  il  Naulieal  Jlemanae  (pel  corrente  anno 
a  pag.  591)  non  ammel tendo  fra  gii  Osservatori  che  quelli  di  po- 
sizione ben  deteroiinata,  per  Firenze  non  riporta  se  non  quello  dei 
PP.  delle  Scuole  Pìe^  detto  cU  S.  Giovannino,  e  tanto  ìllnitrato  dal 
P.  Inghirami. 
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gclandcr  cho  hanno  paragonato  i  loro  propri  cataloghi  (  di 
stelle)  colle  posizioni  osservate  da  Bradlej ,  verso  il  1755. 
Ben  Inngi  dal  negare;  sminuire  o  invidiar  menomamente  que- 
sto altrui  titolo  di  giustissima  gloria,  io  anzi  pienamente  ne 
convengo  e  l'applaudo;  ma  parmi  a  un  tempo  eh  era  di  eguale 
giustizia  nell'Autore  del  Cosmos  (Opera)  il  ricordare,  se  pur 
ne  aveva  conoscenza,  il  piccolo  passo  che  io  aggiunsi,  il  pri- 
mo se  non  m'inganno,  in  questa  delicata  e  ardua  ricerca  dei 
moti  propri  delle  stelle,  avendo  io  dimostrato  che  il  moto 
proprio  di  non  poche  stelle,  non  di  tutte,  oltr*essere  conside- 
rabile, e  ben  riconosciuto  di  quantità,  è  anche  variabile  sen- 
sibilmente neirintervallo  da  mezzo  a  mezzo  secolo  circa  fra 
l'epoche  delle  posizioni  medie  paragonate;  siccome  io  potei 
rilevare  al  confronto  delle  posizioni  di  Bradley ,  ridotte  da 
Bessel  al  princìpio  del  1755^  con  quelle  di  Piazzi  al  prin- 
cipio del  1800,  e  di  queste  colle  mie  determinate  e  ridotte 
parte  alla  metà  del  1840  e  parte  al  principio  del  1845.  So- 
pra il  qnal  argomento  delle  notabili  variazioni  secolari  dei 
moti  propri  delle  stelle,  dall'Humboldt  neppur  accennato,  io 
mi  trattenni  ragionando  lungamente  in  nn  mio  scritto  (Vedi 
Memorie  della  Società  italiana,  T.  XXIII,  parte  matematica, 
Modena  1846,  dalla  pag.  104  alla  131.),  e  poco  appreso  in 
un  mio  articolo  pubblicato  nella  Raccolta  Scientifica  del  Pa- 
lomba (T.  II.  Boma,  1846  a  pagine  97  e  153)  mi  azzardai 
fino  a  dire  (pag.  156):  (c  Vi  ha  qui^  mi  sembra  chiari  ar- 
gomenti e  indizj  di  un'ampia  e  intentata  miniera  di  scopri- 
menti celesti^  e  sotto  queste  prime  investigazioni  celasi  un 
grande  fenomeno  generale,  che  ne  sarà,  per  cosi  dire,  il  fi- 
lone, e  che  servir  forse  potrà  di  guida  e  fondamento  ai  pro- 
gressi dell'Astronomia  siderale.  » 

Me  parimente  mi  onorava  pure  l'Humboldt  di  una  semplice 
menzione  là  ov'egli  discorre  sopra  i  fenomeni  e  la  periodi- 
cità luminosa  della  stella  Jlfira,  ossia  variabile  della  Balena 
(Cosmos  parte  3^,  dispensa  1^,  traduz.  di  Faye,  Milano  1851, 


(  325  ) 
pag.  144  e  270)  ;  al  qual  proposito  egli  non  poteva  di  certo 
ignorare  quanto  io  ne  aveva  ragionato  in  quattro  mie  lettere 
che  videro  la  luce  nel  giornale  di  Schumacher  intitolato  A^ 
stronomùche  NackrichUm  ai  numeri  345,  378, 383  e  429,  col-* 
la  prima  di  esse  avendo  io  richiamalo  l'attenzione  degli  A- 
stronomi  sopra  tale  argomento  e  suscitatone  Tintcresse  e  la 
curiosità  nel  dotto  e  segace  Argelander  che  poscia  illustra- 
valo,  e  ne  ha  meritato  l'esclusiva,  e  più  commendevole  cita^ 
2Ìone  deirHumboldt.  E  sì  che  questi  non  é  avverso  a  ricor- 
dar fatti  e  nomi  ,  anche  trattandosi  di  singole  o  imperfette 
osservazioni,  bastandogli  per  avventura  di  saperle  rammemo- 
rate dall'Arago;  come  ad  esempio  per  l'apparizione  singolare 
presso  il  sole  in  meriggio  della  famosa  Cometa  il  28  Feb- 
brajo  del  1843  (Gosmos.  parte  3<',  disp.  2^  pag.  446)  de- 
scritta da  Arago  che  però  saviamente  soggiungeva  (Anouaire 
pour  lan.  1844,  pag.  401)  :  <r  II  est  vraiemont  très-fàcheux 
qu*  ancun  des  observatenrs  qui  vireni  la  Comète  de  1843 
dans  la  journée  du  28  fèvrier,  n'ait  été  en  mcsnre  d'en  dò- 
terminer  la  position  exacte.  » 

4^.  Se  è  lecito  infine  alcuna  volta  il  rallegrare  di  lieve  scher- 
zo e  amenità  i  gravi  studi,  io  lamenterò  sorridendo  che  Hum- 
boldt all'insaputa  e  per  fortuita  combinazione,  ricercatone  da 
Luther  discopritore  del  vigesimo  sesto  Asteroide  ,  abbia  a 
questo  imposto  il  nome  di  Proserpina.  Qualche  anno  innanzi 
io  aveva  espresso  il  voto  che  tal  nome  venisse  applicato  dal 
cel.  nostro  Gasparis  ad  una  delle  sue  si  frequenti  e  fortu- 
nate scoperte^  adducendone  a  motivo  i  riguardi  e  le  conve- 
nienze a  Piazzi  e  a  Cerere  che  inauguravano  col  principio 
del  secolo  la  zona  celeste  de'piccoli  pianeti.  E  nelFannunziar- 
mi  il  vigesimo  quarto  Asteroide  da  sé  rinvenuto  Io  scopri- 
tore di  Napoli  gentilmente  dolevasi  di  non  poter  usare  lap- 
pellazìone  da  me  bramata,  per  aver  egli  dovuto  presceglier 
quella  di  Temide,  Or  conviene  dire  che  Plutone  concedendo 
finalmente  alla  moglie  di  raggiungere  e  rivedere    la  madre 
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abbiale  dischiasa  per  maggior  sollievo   la  porla  delParia  pia 
fresca,  e  insieme  la  più  remota  dai  trinacrj  giardini,  a  farle 
dimenticar  per  avventura  gl'indegni  e  brutali  modi  onde  an- 
ticamente la  trasse  airiiifernale  suo  talamo. 

Del  rimanente  io  non  ho  mosso  i  precedenti  reclami  per 
alcan  desiderio  di  fama  che  me  ne  venga;  né  avrei  per  mo 
solo  invocato  ne*tiloli  esposti  Vuniemque  suum,  né  curato  por 
Teccitamento  non  men  giusto  ieìVhonorem  tneum  nemini  daho^ 
se  non  mi  determinava  a  rompere  ogni  ritegno  e  sileniio  V 
onore  della  mia  Specola  e  del  suo  augusto  fondatore. 

Modena,  3  Agosto  1853. 


LA  COMETA  DI  KLINKERFUES 

NOTA  CAMPESTRE 

DEL  PRDff£990HE  «IIJ9EPPE  BIANCHI 

In  questo  basso  mondo  tutte  le  cose  pare  che  reciproca* 
mente  si  compensino  fra  loro,  il  caldo  e  il  freddo,  rascintto 
e  Tamido,  il  giorno  e  la  notte,  i  mali  e  i  beni,  seguendone 
tatte  e  quasi  generalizzandone  il  principio  meccanico  della 
reazione  uguale  e  contraria  all'aziono.  Così  alle  diuturne  in- 
temperie piovose  e  frigide,  intorno  alle  quali  io  mi  tratteneva 
dianzi  nell'articolo  delle  investigazioni  barometriche,  da  poi 
oltre  il  mezzo  Giugno  è  succeduta  in  questi  nostri  climi  una 
state  di  calore  e  siccità  eccessivi  che  duran  tuttora  con  uà 
ciclo  sempre  puro  e  con  un  sole  vivissimo  che  dardeggia  da 
mane  a  sera  e  penetra  ogni  fibra  ,  distruggendo  fino  all'ul- 
tim'ombra  e  vestigio  le  tracce  dell'opposta  precedente  stagione. 
E  quel  che  è  singolare ,  il  vento ,  che  dianzi  spirando  la 
tutte  le  direzioni  era  il  foriero  e  compagno  inseparabile  delle 
meteore  acquose  e  di  nembi,  ora  sofliando  non  meno  da  ogni 
parte  cospira  col  Sollionea  disperdere  fino  alla  più  lieve  n«^ 
voletta,  e  sembra  toglier  fede  all'adagio  che,  miete  procella 
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chi  semioa  vento.  Ma  non  è  a  stupire  di  colai  fisici  uuta- 
inenii  ,  non  avendovi  del  vento  iilieato  più  incostante  e  in* 
fedele.  Cosi  ancora  gir  Astronomi^  che  non  ha  guari  vede* 
vansi  lungamente  interdetto  e  chiuso  il  campo  delle  loro  os- 
servazioni, ora  possono  a  tutto  loro  agio  percorrerlo  e  ricercarlo 
per  ogni  verso;  e  di  più,  quasi  a  indennizzarli  deiringralo 
riposo  dalle  loro  veglie  e  speculazioni,  è  venuta  una  Cometa 
di  tali  elementi  di  moto  è  di  forma  da  eccitar  vivamente  la 
loro  attenzione  e  appagare  con  particolar  interesse  la  loro 
curiosità.  È  questa  la  Cometa  scoperta  nello  scorso  Giogpo 
da  Klinkerfues  a  Gottinga^  che  ora  fa  bella  mostra  di  si  pocQ 
dopo  il  tramonto  del  Sole ,  e  visibilissima  ad  occhio  nudo 
tnttocché  avvolta  nella,  luce  del  crepuscolo,  come  avev9  pre- 
sagito dalla  sua  epoca  e  distanza  perielia  calcolato  l'Astronomo 
di  Berlino  Sig.  Bruhns,  cui  dobbiamo  l'orbita  parabolica  di 
essa  determinata  e  successivamente  corretta ,  e  una  buona 
effemeride  de'suoi  movimenti  (V.  il  giornale  Notizie  asèrono- 
miche  al  Num.  869.  pag.  86 ,  e  al  Num.  864.  pag.  39^2.  ). 
Se  non  che  tale  Cometa  in  breve  ci  sarà  tolta,  immergendosi 
essa  nei  raggi  solari  e  rapidamente  trasportandosi  verso  le 
regioni  australi,  ove  potrà  continuarsi  a  vederla  nelle  prime 
ore  mattutine. 

Io  cominciai  ad  osservarla  regolarmente  la  sera  del  13  Lu* 
glio  e  ne  ho  raccolto  una  piccola  serie  di  posizioni  che  tra- 
lascio di  far  conoscere,  da  poi  che  altri  ne  avrà  potuto  fornir 
alla  scienza  un  maggior  numero  e  di  esattezza  maggiore.  Nd 
avran  pure  tardato  i  calcolatori  a  profittare  del  più  lungo  inter- 
vallo delle  osservazioni  estreme  ed  intermedia  per  tentare  )^ 
determinazione  di  un'orbita  ellittica  soddisfacente,  e  quindi 
assegnarne  colla  rivoluzion  periodica  il  ritorno  del  novelle 
astro.  Se  non  che  l'arco  parabolico  dell'effemeride  di  Bruhns 
avendo  ben  corrisposto  fio  qui  alla  realtà  delle  osservazioni, 
si  può  quasi  prevederne  che  l'ellisse  osculatrice  di  quello 
avrà  una  grande  eccentricità,  si  che  il  periodo  della  Cometa 
ne  risulti  assai  lungo. 
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'  Limitandomi  in  questo  cenno  a  dire  soltanto  delle  appa- 
renze di  forma  e  di  splendore  della  Cometa,  noterò  che  sin 
dai  primi  giorni  in  cui  la  vidi,  essa  mi  offeriva  nel  cannoc- 
chiale non  molto  forte  della  mia  paraiattica  la  testa  o  il  na- 
eleo  centrale  ,  ben  distinto  eziandio  nel  plenilunio ,  però  a 
campo  non  illuminato,  circolare  di  Ggura,  di  grandezza  circa 
eguale  al  disco  di  Urano,  e  di  un  bel  colore  giallo  d*oro  che 
si  è  sempre  conservato  e  scorgesi  ancora.  Cingevasi  questo 
di  una  debole  e  breve  nebulosità  biancastra,  esternamente 
sfumata  e  con  piccola  appendice  o  coda  in  direzione  opposta 
al  sole  e  alquanto  sparpagliata  ,  cui  ricopriva  dapprincipio 
insieme  al  nucleo  ,  e  con  preciso  combaciamento ,  la  barra 
metallica  di  declinazione  percorsa  dall'astro  occultato  in  12% 
5  di  tempo.  Imbrunita  Taria  col  ritardato  nascere  della  Luna 
crebbero  alcun  poco  e  successivamente  le  apparenze  della 
chioma  e  del  nucleo ,  non  tanto  però  da  potersi  discernere 
ad  occhio  disarmato  e  neppur  a  debole  illuminazione  del 
cannocchiale  fino  alla  sera  inclusive  del  4  corrente.  Dopo  la 
quale  ,  assentatomi  per  alquanti  giorni  alla  campagna,  e  ri- 
condottomi a  raggiunger  la  Cometa  soltanto  la  sera  del  17, 
in  questa  ebbi  il  piacere  di  trovar  quella  molto  ampliata  e 
risplendente  in  guisa  che  Tavrei  forse  riconosciuta  a  semplice 
vista  e  malgrado  il  chiaror  della  piena  luna,  se  vagando  alcune 
nebbie  atmosferiche  non  me  l'avesser  velata  o  adombrata  po- 
scia, interamente.  La  sua  chioma  distendevasi  allora  in  una 
lunga  striscia,  non  molto  larga,  trasparente  e  rettilinea,  ras- 
somigliante ad  un  bianco  pennacchio  di  airone ,  e  il  nucleo 
avea  forma  e  colore  di  un  piccolo  arancio. 

Avanzandosi  l'astro  e  penetrando  entro  la  sfera  solare  di 
Mercurio,  io  quasi  mi  lusingava  di  vederlo  al  suo  passaggio 
meridiano,  col  favore  di  un  limpidissimo  cielo  e  nel  grande 
cannocchiale  di  Fraunhofer  al  mio  circolo.  Ma  nei  giorni  22 
e  23,  benché  fossi  certo  di  averlo  nel  campo  ottico,  e  presso 
al  filo  orizzontale,  non  riuscii  a  discernerlo  menomamente; 
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sì  che  la  Cometa  in  questo  rapporto  non  sostiene  il  confronto 
colla  famosa  del  Marzo  1843  che  nel  suo  perielio  il  28  Feb- 
brajo  precedente  videsi  ad  occhio  nado  vicinissima  al  Sole, 
cui  essa  realmente  si  approssimò  tanto  più  deirattuale.  Ora 
dirò  invece  come  la  sera  del  23  corrente  osservai  la  Cometa 
progressivamente  apparire  nel  cannocchiale  della  mia  paralatti- 
ca  a  piena  illaminazione  crepuscolare  dapprincipio  del  campo 
ottico  e  poscia  l'aria  serena  più  e  più  oscurandosi.  Cominciai 
pertanto  a  distinguerla  un  quarto  d'ora  circa  dopo  le  sette 
pomeridiane,  presentandomi  essa  l'aspetto  di  una  piccola  ne- 
bulosa circolare,  di  una  parte  centrale  cioè  più  luminosa  e 
confusamente  ravvolta  da  una  tenue  e  breve  atmosfera,  come 
lume  lontano  e  veduto  attraverso  fitta  nebbia.  Non  iscorgen- 
dosi  ancora  traccia  di  coda,  ciò  vuol  dir  l'atmosfera  che  span* 
desi  ed  avvolge  il  nucleo  essere  più  densa  e  riflettente  la 
luce  che  non  la  chioma  o  coda,  la  quale  difatti  va  illangui* 
dandosi  e  sfumando  all'estrema  distanza  dal  corpo  centrale. 
Poco  a  poco  mi  apparve  anche  la  coda  stessa  e  ,  mezz'ora 
circa  dopo  l'apparizione  del  nucleo,  essa  mi  A  dispiegava  in 
tutta  la  sua  lunghezza  e  magnificenza.  Nel  senso  della  lar- 
ghezza vedovasi  in  essa  una  specie  di  ventre  o  rigonfiamento, 
simile  a  quello  dal  vento  prodotto  in  una  vela,  e  nel  campo 
del  cannocchiale  avresti  pur  detto  ch'essa  maestosamente  on- 
deggiasse or  da  un  lato  or  dall'altro.  Bianca  sempre  è  unifor- 
me di  colore  ,  essa  mi  sembrò  eziandio  risplendere  di  una 
parte  di  luce  propria,  o  almeno^  se  tutta  riflessa,  qual  si  of- 
fre quella  di  un  corpo  a  superficie  piana  e  ben  levigata.  E 
già  non  è  inverosimile,  e  altri  per  avventura  ne  promossero 
il  dubbio ,  che  al  perielio  la  materia  delle  code  cometiche , 
svoltasi  per  infiammazione,  sia  incandescente,  ossia  luminosa 
per  se  medesima.  Frattanto  io  non  ebbi  maggiori  mezzi  per 
esplorar  più  oltre  gli  accidenti  e  le  mutazioni  d'aspetto  di 
questa  bella  Cometa ,  la  quale  essendo  stata  osservata  gran 
pezza  innanzi  e  fino  al  suo  perielio,  devo  aver  somministrato 
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interressaDti  parlicolarilà  e  avvertenze  a  chi  abbia  potato 
progressivamente  ispezionarla  e  seguirla  coi  grandi  refrattori 
o  telescopj,  e  coi  polariscopj  d'Arago.  Attendiamone  dunque 
le  altrui  relazioni,  che  non  mancheranno  di  singolare  fisica 
importanza;  e  speriam  pure  che  ce  ne  vengan  dipoi,  altre  cu- 
riose novelle  dagli  osservatori  nelle  Specole  australi  che  Te- 
dran  la  Cometa  di  seguito  al  suo  passaggio  perielio  e  al  suo 
ricomparir  il  mattino  fuori  dei  raggi  solari. 

Piacemi  qui  da  ultimo  richiamar  a  confronto  colla  presenta 
la  Cometa  che  si  mostrò  nel  Perseo  il  Giugno  deiranno  1845, 
e  di  cui  scrissi  poche  parole,  pubblicate  nel  Voi.  I  della  RaC' 
coUa  scientìfica  del  Palomba  alla  pagina  216.  luna-e  l'altra 
Cometa  comparve  in  egual  tempo  delfanno  a  rallegrar  e  con- 
pensare gli  astronomi  europei  di  una  lunga  e  dirotta  incle- 
menza di  cielo  preceduta.  Entrambe  dispiegarono  grandi  e 
leggiadre  forme  di  nucleo  e  di  chioma;  se  non  che  la  prima 
di  apparizione  fu  riconosciuta  d'improvviso  che  vagamente  bril- 
lava nel  crepuscolo  dcU'aurora  e  si  perdette  pochi  giorni  ap- 
presso immersa  neVaggi  del  Sole  a  oriente  ;  laddove  la  se- 
conda o  attuale,  trovata  buon  tratto  innanzi  e  quand'era  le- 
lescopica,  é  venuta  crescendo  fino  a  decorar,  visibilmente  ad 
ognuno,  il  sereno  crepuscolo  della  aera,  ed  ora  sta  per  ab- 
bandonare a  occidente.  Con  poetica  immagin  ed  espressione 
parevami  quella  somigliar  alla  più  bella  delle  Dive  nascente 
dalla  candida  spuma  del  mare;  nella  ricca  pompa  e  nelle  più 
dignitose  grazie  di  questa  io  invece  ravviserai  la  somiglianza 
più  reale  con  avvenente  giovine  Principessa  e  sposa  abbigliata 
il  di  delle  nozze,  come  sarebbe  a  dire  la  Duchessa  del  Bra- 
bante.  Ma,  dal  luogo  in  cui  scrivo  prendendo  concetti  e  pa- 
parole  più  semplici  e  naturali,  se  io  appellava  quella  del 
Giugno  1845  la  Cometa  delle  messi  biondeggianti,  amerò  io- 
vece  di  appellar  questa  dell'Agosto  1853  la  Coquet^  della 
pesche  mature  e  Intendami  chi  può,  che  m'iotend'ip  » 
Di  Villa,  24  Agosto  1853. 
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^      -■"---  -  1111  .  j  I  - 

INTORNO  AD  UNA  EQUAZIONE 

DI  POISSON 

NOTA 

DEL  PROl.  G.   MAINARDI 

Adduco  una  piccola  prova  delia  uliiità  delle  formolo  (ro* 
Tale  dagli  illustri  Geometri  Abel  e  Plana  ,  per  trasformare 
in  integrali  definiti  gli  integrali  a  differenze  finite,  e  che  i 
cbiar.  Prof.  Tortolini  e  Genocchi  hanno  migliorate,  ed  util' 
mente  applicate  in  questi  Annali  (*).  Poisson  nella  Classica 
Memoria  su  la  distribuzione  delfelettrico  ne*  corpi  condut- 
tori (**)  risolve  la  equazione 

b        ^  tC — ax\  g 


(1)      y^^)_^_/(l=:^)  =  A- 

^  '         ^^  ^  k  —  C£       \k~cx/ 


ax 


oyeJ\x)  è  funzione  ignota  delia  variabile  Xj  e  le  altre  let- 
tere esprimono  date  costanti  fra  le  quali  sussiste  la  sola 
equazione 

ak=zc^  —  b\ 

L'illustre  Geometra  impiega  ben  molte  pagine^  e  molti  inge- 
gnosi artifizii  per  conseguirne  la  risoluzione ,  la  quale ,  col 
mezzo  della  formola  del  Sig.  Plana,  riduco  a  poche  righe  di 
un  facilissimo  calcolo. 
Suppongo 

c^ax 

k — ex 
da  cui,  eliminala  la  x,  ottengo 

(*)  Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche  del  prof.  Tortolini. 
Anni  1852—53. 

n  Utituto  I.  di  Francia.  Anno  1811. 
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(2)  cut  .Ui^i  —  hui^^  _  aw^  -f-  e  =0. 

Per  cavare  u^  faccio  ti|  = m 

(3)  cm''  -i-  (a  •+•  A)m  -4-  e  =  0 

per  cui 

(a  -4"  cm)vt+^  •+-(*•+•  cm)t?^  —  e  ^  0  , 

ed  indicate  con  m^  w!  le  radici  della  (3),  siccome 

a  -^  cm:=^  —  (A  -+-  cm!) 
avremo 

Supposti  poi 


^/+i 1.    .    ^^t  ^t  =  I,    .    „/   • 


troviamo 

1  ,  1 

^        „i  _  m'  m  —  m 


w, 


m'  +  m(m  —  fn!)ae^^ 


1  -+-  a(m  —  m'jc'' 

ed  abbisognandoci  soltanto  un  integrale  particolare  della  (2); 
fatto  per  semplicità 

fna{m  —  m')  =  —  m' 

abbiamo  per  ultimo 

e''  —  1  .        1-4-  fnx 


m  —  m'e^^  1  4-  m'a? 


formola  ideata  da  Poisson. 
Si  faccia 

J\x)=J\u,)=y,, 


H- 
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e  siccome 

k-cx=(k^cm)    ^         ,,,    , 


m  — me 

e^'+>)  —1 
e  —  ajc  =  (fc  -h-  cm  ) rr,  > 

supposti 

»'        --  ^  -7        ^    =/3, 


JSi 


wi  — .mV        ""     A  -f-  cm'         '  '      k  -^^  etri 
per  cui 

la  (1)  si  trasforma  nella  seguente 

L 


m  —  m'e'^         e';'-^')  —  1 

dove  G  è  generalmente  una  funzione  arbitraria   di    sen277^9 
cos27r^ 

Trasformato  Tìntegralc  finito  in  continuo  ,    colla    formola 
del  Sig.  Plana  superiormente  ricordata^  caviamo 


.  r/_j ^—V" 

J  \e'.e"  —  1        m  —  mV  / 


d/ 


fUuV-ì  g-\luV-i 


é.  e".  é"V-^  —  1  ""  e',  e",  «-'"l^-'  —  1 J  /  ah 


\       />"  ì        L**.*  "•«""     — 1        e*,  e",  e '"•'-•  —  *Jf  «i'<.d« 

eseguita  la  prima  integrazione,  tolti  gli  immaginarii  dal  se- 
condo integrale  si  ha 
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,e!"  -  C  +  -^  lo»  '^'""'^  -  ^         *  .._«'Vm--t/^m 
,.e     -  C  +  ^,    log  ^njj^:ij^:pj  -  -log_:-j-p^ 

2V«'.e"— 1       m  — mV'i 


(*) 


Se  e  =  a  +  i  ,  la  equazione  (1)  corrisponde  al  problema 
di  dae  sfero  in  contatto  (  Poisson,  pag.  52  ) ,  e  sebbene  in 
questo  caso  Tantccedente  analisi  non  regga,  pure  la  formo- 
ia  (4)y  debitamente  ridotta,  porge  il  giusto  risultato  (Poisson 
pag.  234):  per  trovarlo  direttamente  supposti  a=l,  c=l+6 
la  equazione  (1)  diviene 

/  A     ^/       1-f-A— X         \ 

^    l    Jl^ì—  1^2*—  (l^A)«^\l-+-26— (1-hA) J 
(1) 

1  H-  0 — X 

e  la 

e  fatto 

a,  =  1  H ,        w,^,  ~  w,  H -^  =  0  , 

yft  b 

la  quale  è  soddisfatta  da 

w,  = —  l , 
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per  cai 

*  * 

(l-f-«)<  (l-l-AHl— af) 

ed  essendo  consegaentemento 

1 -I- 2i  —  (1 -t-i)x=  6  — '  , 

la  eqaaiione  (1),  falto 

J\x)  =J\u,)  =  ty, 
si  ridaco  ai|a 


(3)  y<  —  y<+,  =  r  — 


r       l-i-(l-hA)<   ' 

ossia 

dalla  quale,  col  mezzo*della  forinola  del  Sig.  Plana»  ricaTiamo 

I 

2  r~      wdtf      r k g[\  -I-  b) 1 

^,   e  ILI    H"  u         ^i^(i^4)^j  ^(l+i)V'^ 

Da  qaesta  equazione  Poisson  (  pag.  234  )  desume  altra  più 
semplice  da  lui  trovata  a  pag.  54  »  la  quale    vien  data  con 
metodo  facile  e  diretto  dalla  stessa  (3). 
Scriviamo  quella  equazione  nel  seguente  modo 

b 
(4)     Ay,  -hj^*  (  AH'-"  -  j.  u  '  '"')dti  =  0 
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poi,  scgaendo  Laplace,  (Tbeor.  des  probabililes  pag.  Ili)  po- 
niamo 


y^  =   j     y(u).tt'.dtt 

per  cui 

e  dalla  (4) 

jy  ((Il  -  ì)f(u)  -H  -^  -  gu"  ^)dii  =  0 


dunqae 


gu^-^^  —  h 


e  finalmente 


C'au^-^^  —  h     ,,    , 
y,  =  C-4-|    ^ -. —  tt'-^dtl. 

Jo         tt   —   1 


Colgo  questa  occasione  per  rettificare  una  formola  che  ho 
data  a  pag.  596  (Form.  9.)  Tomo  4.''  degli  atti  della  Pontif. 
Accademia  de'Nuovi  Lincei.  La  formola  esatta  ò  la  seguente 

—  =  A  (d„d„F  -  l  d„F.  d„F  )-  Ì-Fd,E.d„G 

•  — F —  M,71s)-^-(ì7g) — r^^l[nn  Mi^ì] 

da  cui  si  desume  l'analoga  modificazione  della  formola  (8), 
e  le  conseguenze  dedotte  non  subiscono  variazione.  Ma  ri- 
prenderò quanto  prima  1*  argomento  di  quella  Memoria  per 
svilupparlo  ed  ampliarlo. 
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SULLE  FORMOLE  FONDAMENTALI 

RIS6UARDANTI  LA  CURVATURA  BELLE   SUPERFICIE  E  DELLE  LINEE 

MEMORIA 
H^U  D.  CHELimi  D.  S.   P. 

Professore  dì  Meccanica  e  Idraulica 
nella  Pontificia  Università  dì  Bologna. 


Non  ostante  i  numerosi  ed  importanti  lavori  de*  più  illu^ 
stri  Geometri,  io  son  d'avviso  che  resti  ancora  molto  da  de- 
siderare nella  teorìa  analitica  delie  superficie  e  delle  linee^ 
principalmente  in  ciò  che  ne  risguarda  i  principii  fondamen- 
tali. É  o  no  erronea  la  mia  opinione  ?  Prima  di  portarne 
sentenza,  chiederei  in  grazia  che  si  esaminasse  il  lavoro  che 
or  metto  in  luce,  e  che  fa  parte  di  una  Memoria  inedita 
$ui  principii  fondamentali  della  teoria  analitica  delle  superficie 
e  delle  linee^  già  annunziata  in  questo  giornale  nel  giugno 
del  1851.  Vi  si  vedrà  risoluto  con  assai  facilità  e  comple- 
tamente un  problema,  la  cui  soluzione  promessa,  ed  ancora 
non  data,  pare  che  in  qualche  parte  (^)  siasi  giudicata  non 
facile. 

,      §.    L   DEFIMZIONI   E  NOTAZIONI. 

Tre  assi  indefiniti  (x),  (t/),  (z)  traggano  Torigine  dal  punto 
O,  sotto  un'inclinazione  qualunque  tra  loro.  Intorno  al  punto 
O  come  centro  immaginiamo  una  sfera  del  raggio  =  1  ,  e 
sulla  superficie  di  essa  indichiamo  per  x  ,  y,  jr  i  punti  per 
ove  passano  gli  assi  positivi  Ox,  Oy,  Oz,  e  lo  stesso  facciasi 
per  gli  altri  punti.  Per  questa  convenzione  intenderemo  qual 


(*)  Journal  de  Mathémaliqiies^  par  M.  J.  Liou ville,  toni.  XV!!,  dè- 
ce mbre  1852. 

ninnali  di  Scienze  Mai,  e  Fis.  T.  IF,  settembre  1853.  22 
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sia  il  significato  deirequazioai  : 

H  =  sen(x^)  sen[yz)  seD(^)  , 

H*  =1 — cos*(a?y) — cos*(yjz)  — cos*(za:)-f-2cos(xy)cos(y«)cos(2a:), 

cos(a:y)  =  cos(yz)  cos(zx)  -4-  sen(j/j5)  sen(jKr)  cos(2)  , 

(*)  scii(rr')seD(yjK)cos(fT',  yz)  =5  cos(ry)cos(r'jc)  —  cos(r'y)cos(r:s). 

Sia  y  una  funzione  delle  coordinate  Xj  y,  z  di  un  punto 
mobile  H,  cioè  sia 

V  =  \(x,  y,  z). 

A  partire  dal  punto  (xj  y,  z)  della  superficie  V  =  0 ,  si  con- 
duca una  retta  t  che  sugli  assi  coordinati  abbia  le  proje- 
zioni  ortogonali 

dV  dV  dV 

Qx  dy  Qz 

la  retta  i  sarà  normale  alla  superficie  V  s=sO  ^  nel  ponto 
{xj  y,  z)j  e  si  avrà 


-^  Y^sen^(zj;)— 2 
-H  Z^sen*(a?y) 


YZ  sen(z:r)  sen(j'y)  cos(x) 
ZX  sen^^ory)  sen(yz)  cos(y) 
XY  sen(yjs)  seìi(jsx)  cos(z)9 


dove  le  quantità  situate  dopo  la  linea  verticale  si  suppon- 
gono tutte  precedute  dal  segno  e  dal  coefficiente  cbe  sta  in- 
nanzi a  detta  linea,  e  quando  il  segno  manca  ,  si  sottinten- 
da il  segno  (+1). 

(*)  Si  veda  la  Memoria  $uU'  u$o  mtfimalieo  de*  frincipii  relativi 
al  metodo  delle  coordinate  (Raccolta  scientifica,  an.  1849).  La  Memo- 
ria attuale,  se  contiene  alcun  cbe  d^im portante,  dovrebbe  richiamare  V 
attenzione  de^geometri  sulla  precedente  ,  che  a  me  pare  potersi  rite- 
nere, seppur  r  opinion  non  mMnganna,  qual  fondamento  naturale  di 
una  miglior  costruzione  della  geometria  analitica. 


(  339  ) 
Per  abbreviare,  poniamo  : 

A  —  — =  —         A'  —  *'^ 


dx'       de  '  ày  àx  * 

d'V        dY  „,      d'V 


ày^        Ay  dzdx 

dz*        dz     '  dxiy 

Denotiamo  per  R  Tincognita  di  un*  equazione  le  cui  radici 
siano  i  raggi  di  carvalura  principali  éella  saper6cie  V==0, 
nel  punto  (x,  y,  z)^  e  si  faccia 


A,=A' — |>cos(yz)  ,  B,  =:  B'— pcos(«;) ,  C|  =sC' —pcoa{xy) , 


{p)=i{p-B)(p~C)-A\n' 
Up-C){p-A.)-B\-]Y'-h2 
Up.-A){p-B)~C\-]Z^ 


[B.C.  -t-  (p  —  A)A,]YZ 
[C.A,  -+-(/)  —  B)B,]ZX 
[A.B.  ■+-  {p  —  C)C,]XY 


§.   n.    RAGOI   DI  CURTATURA  PRINCIPALI 
DELLA  SUPERFICIE   7=0. 

I  valori  de'dae  raggi  principali  di  curvatura  si  deducono 
da 'due  valori  che  prende  l'incognita  p  nell'equazione  di  se- 
condo grado 

•   (p)=o. 

II  polinomio  (p),  ordinato  rispetto  a  /?,  prende  la  forma 

(;>)  =  H"  r>"  —  D/» -4.  12  5 
dove 
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•  2A'cos(yz)]X* 

•  2B'cos(sx)]Y' 
-  2C'  cos(a!y)]Z* 

CAcos(y2)  -f-  A'  —  B'cos(a;y)  —  C'co«(*a;)]YZ 


n=cB-f-c 

[C-+-A 
[A-t-B 


—2  { [Bcos(z«)  •+-  B'  —  C'co8(y«)  —  A'cos(xy)]ZX 

[Ccos(«y)  H-  C  —  X'cos(zx)  —  B'cos(yx)]XY  i 
a  =  (BC  —  A'")X*  (B'C  —  AA')yZ 


(CA  —  B")y*-h2 


I2\n2 


-h  (AB  —  C")Z 


(C'A'  —  BB')ZX  ' 
(A'B'  —  CC')XY . 


Qaando  gli  assi  coordinati  sono  ortogonali,  si  avrà 

(p)  =  ty  —  n/>  -+-  Q  , 


n 


(B  H-  C)X' 

(C  -+-  A)Y''  —  2 


A'YZ 
B'ZX 
C'XY  . 


-4-  (A  •+■  B)Z' 

Nella  stessa  ipotesi  degli  assi  ortogonali,  per  V^(x,y) — xrO, 
ossia  per  »  ~f(x,  y),  donde 

— dx  -+-  —  dv  —  dz  ^  0. 
dx  dy  ^  ' 

le  quantità  X,  Y,  Z,  A,  B,  G,  A',  B',  C,  diventano 

X  =  ^,    Y=?^,    Z  =  — 1,  t'  =  l-t-X'-+-Y' 

d«  dy 


A  = 


dx^  dy**  dxdy 

ed  il  poliDomio  (p)  si  mata  in 

(/>)  s  rV-[A(l4.Y')  -+-  B(l  -+.  X*)  —  2C'XY]p^.AB— C  , 
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1 

da  cui ,  poncDdo  t?  =  ~-  ,  e  però  p-tv,    si  avrà,  per  de- 

A 

termiDare  i  valori  inversi  deVaggi  di  caryatura^  la  nota  equa- 
zione 

^  A  "D  pia 


§.   m.   GONYBNZIONS  NOTABILE  K  IDENTITÀ*. 

Si  consideri  il  polinomio  (p),  preso  nella  sua  generalità , 
come  funzione  delle  quantità  : 

p,  X,  Y,  Z,    A9  B,  C,  Ai  9  Bi  ^  Ci  . 

Ne  nasceranno  più  sistemi  di  formolo,  o  a  dir  meglio  di  no* 
fazioni  utili,  di  cui  il  primo  è 

M  =  _  [(p  _  B)Z*  4.  (p  -  C)Y^  ^  2A.YZ], 

Y    ^=(p~A)YZ-X(AiX-BiY-C.Z), 
i  -^  =  C(P  -  B)(p  -  C)  -  Ai^lX 


[AiBi-h(p^C)C.]Y 
^  [CiAi  H-  (p-B)Bi3Z> 

gli  altri  due  sistemi  analoghi  si  deducono  da  questo^  facen^ 
do  subire  simultaneamente  alle  quantità  di  ciascuno  de*  tre 
gruppi 

(X,  Y,  Z) ,     (A,  B,  C)  ,    (Ai  ,  B,  ,  Ci)  , 
la  permutazione  circolare 

(X,  Y,  Z) ,    (Y,  Z,  X) ,    (Z,  X,  Y). 

E  si  produce  l'ìdcDUtà  notabile 
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_  Hp)  ^  i(p)      à{p)      d(p) 

àp         dA         dB         dC 


_  cos(y.)+  _  cos(z^)  +  _  cos(^) 


DOD  che 


d(p)_  ^  d(p)_     d(p)_      ijf)_      d(p)    ^A(p) 
dA,         dA'    '   dB,    '   dB'    '    dC.        àlCf  ' 

Si  trora  assai  facilmente  che  l'equazione 

O')=0, 

combinata  con  quella  della  saperficie,   trae  seco  resistenza 
delle  seguenti 


*"    dA  \  dA,  y'    ' 

dB  V  dB,  /      " 

■  dC  VdC, 

d(p)      d(p)      df;.) 
dAi       dBf       dCi 

^m  d{p) 

"^dA    '"dB  • 

d(p)    . 
dC    ' 

d(p)  d(p)    à(p) 

d(p)   _  d(p) 

à{p)    . 

dX   '  dA.        dY 

'  dB,         dZ 

-dC,     ' 

e  che  fatto 

P  =  (p  —  A)A,  -+-  B,C,  , 
P,  =  (p  —  B)B,  -»-  C,A,  , 

P:.  =  0»  — C)C,  H-A,B,  , 
si  ha  pure 

A,B.C.(|-+|;4-)" 
U  ^  B,C,      C.A,      A.Ba/A.X»     B.Y'      CZ'v 

=  (*"*"  ^r"*-pr"^"prA"r*^"pr"^x"/  • 
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§.   ly.   OMBELIGI  DBLLB  SCPERflCIB. 

Negli  ombelici  delle  superfìcie  {ombelic8)j  cioè  ne'punti  do- 
ve i  raggi  principali  di  curvatura  sono  eguali ,  «ussistono  , 
colfequazione  della  superficie,  i  quattro  sistemi  di  relazioni: 

n         [/^Q 


(1)  P  = 


a  j2  "*      ¥1*      ' 


2H»  t'     m 


^^'     dlT"  '  tfBT-^'dcT"   * 

^^       dX        '    dY       '    «a         ' 

e  tre  qaalanqae  di  qaesti  sistemi  sono  consegaenze  nece»< 
sarie  del  quiarto.  Per  mezzo  di  qaeste  relazioni  si  determi* 
nano  le  coordinate  degli  ombelici  delle  saperfieie. 
Per  esempio,  sia  la  superficie    ' 

V  =  ^(Ax"  -4-  By'  H-  Cx'  —  1)  =0 , 

Q 
riferita  ad  assi  ortogonali,  e  sia  A^  B>»C.  La  p'  =  , 


(HO 
si  converte  in 

,    ABC 

e  i  tre  sislemi  (2),  (3),  (4)  sotto  verificati  dalle 

Y  =  0,    j»  — B=0, 

le  quali,  combinate  con  V  =  0 ,  damo  : 

TA 

y  =  0,    AV  +  CV  =  *^,    Ax*^Cz*=ti 

e  da  queste  si  traggono  le  coordinate  degli  ombcKci: 


y=0,i'  = 
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A     B— C  ,       C      A— B 


«;=-=. 


BG*  A— C  '         "  AB    A— C  ' 

Nella  superficie 

V  =  -^(Ax*  -+-  By*  ~2ez)  =  0. 


si  trova 


,     ABc* 


e  supposto  A  ^  B,  le  coordioate  degli  ombelici  sodo  : 


e     ..      _  .       e' 


Dairesame  di  queste  forinole  risulta  che  «  Le  superficie  di 
second'ordiue  dotate  di  ombelici  sono  tre  :  i*ellissoide,  l'iper- 
boloide a  due  falde»  ed  il  paraboloide  ellittico  ,  e  che  cia- 
scuna delle  prime  due  superficie  ha  quattro  ombelici,  e  due 
soli  la  terza.  Il  quale  teorema  si  ottiene  egualmente  dalla 
considerazioue  delle  sezioni  circolari. 


§.   y.   BIREZIONI  DELLE   LINEE   DI   CURYATURA. 

Nel  punto  ìll{x,  y,  z)  della  superficie  ¥=0,  denotiamo 
per  (2|  fii,  n)  la  direzione  di  una  qualunque  delle  due  linee 
di  curvatura;  le  quantità  Z,  m,  n  si  devono  considerare  co- 
me le  componenti,  secondo  gli  assi  coordinati  (x),  (y) ,  (2) , 
di  una  rettaci  ed  avente  l'accennata  direzione.  Si  avrà 
per  questa  supposizione  : 

l*-H  m*  -4-  n*  -4-  2\jnn  cos(yz)  -f-  ni  cos(zx)  h-  Im  cos(a?y)]  =  l 


Per  determinare  la  direzione  (l,  m,  n),  corrispondente  ad 
una  radice  dell'equazione  (p)  =  0  ,  si  può  impiegare  uno  qua- 
lunque de'cinque  seguenti  sistemi  di  formole,  essendoché  da 
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UDO  di  essi,  combinato  coll'equazione  della  superficie,  si  pos- 
sono derivare  tutti  i  rimanenti;  tuttavia  quando  si  adopera 
il  primo  (1)  9   per  fissare  i  segni  di  l ,  m  ^  n  convien  con- 
sultare qualcuno  degli  altri  quattro. 

/5\      I  =         g—  gXAi  V  —  gYB, 

V'  (p  -  A)A, -t- B.C,  '    ""^    (j.  -  B)B,  H- C.A.  ' 

V  -  qZC, 

ti  = 


(P  —  C)  C.  -H  A,B, 

In  quest'ultimo  sistema  le  due  quantità  ausiliarie  v  ^  q  si 
possono  render  note  combinando  le  (5)  con  due  delle  se- 
guenti 

1  =  i*  H-  m*  H-  w*  H-  2  {mn  cos(yz)  -+-  n?cos(zjr)-|-  Im  cos(a?y)], 

d.log./ 


Xi-hYm4-Zn=0,    y  = 


ds 


essendo  ds  TelementOy  nel  punto  M,  di  una  delle  due  linee 
di  curvatura. 

Giova  molto  conoscere  tutti  questi  sistemi  di  formole  pe* 
quali  si  determina  la  direzione  (/,  m,  n),  giacché  non  rade 
volte  accade  che  alcuni  di  essi  la  lascino  indeterminata  sotto 

la  forma  di    ttj  mentre  altri  la  determinano  completamente. 
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Siano  àt  u,  le  radici  dell'equazione  (p)  =  0,  talché  rìsaiU 

ip)  =  HV(p  -  à){p  -  «.). 
sarà 

dp 
e  per  conseguente  : 

Qaindi^  ove  le  direzioni  delle  linee  di  curvatura  corrispon- 
denti alle  radici  ùj  ài  si  designino  per  (X,  [ly  v)j  (ki ,  /Xi  9  V|), 
avremo  : 

d(a))   .  d(di)  d(ó)  ,»,,.. 

dA  dB    ^         dC  ^  "'' 

d(GÌ,)     -a      cl((i),)      .a      d(w,)      -, 


§.   VI.   FORMOLE  RELATIVE  ALLA  TRASPORMAZIONE  DI   TRE  TARLABILI , 

FUNZIONI  DI  TRE  ALTRE    YARIABILI. 

Siano  tre  quantità  p,  pi  »  p,  funzioni  delle   tre   variabili 
Xj  y,  Zy  cioò  sia  : 

(A)     p  =/?(a:,  y,  z)  ,    p,  =  />i(j?,  y,  z) ,     /?,  =  p,(2r,  y,  z)  ; 

ciascuna  delle  seconde  quantijtà  si  potrà  pur  considerare,  ge- 
neralmente parlando ,  come  funzione  delle  tre  prime ,  cioè 
potrà  porsi  : 

a:=x(p,p,  ,pa),      y  =y(p,  >i,pa),      X=z{pipi7  Pa)» 

e  dalia  diflerenzazione  si  avrà 
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io  =  ^àx  -h  -rf  dy  -4-  -/dz, 
*       do?  dy  dz 

.         dar  ,         da:  -  da?  , 


d« ,         àx  iz    . 

Si  rappresentino  per  D,  A  i  deUrminanii  formati  rispettivamente 
dai  coefficienti  differenziali  di  dxj  dy  ,  dz  nelle  (a)  j  e  dai 
coefficienti  didp,  d/9t,  dj^s  nelle  (a).  Fra  i  due  determinanti 
D,  A  sussiste  la  relazione  nota  : 

DA=1. 

Se  dalle  (a)  si  ricavino  i  valori  di  dx,  dy,  dz,  e  si  parago- 
nino con  quelli  delle  (a);  e  se  poscia  dalle  (oc)  si  ricavino  i 
calori  di  dp ,  dpi  ,  dp^  ,  e  si  paragonino  con  quelli  delle  (a); 
si  otterranno  due  gruppi  composti  ciascuno  di  tre  sistemi  di 
equazioni,  de* quali  sono  tipo  rispettivo  i  seguenti  : 

/       r^àx      dpi     dp^        d/),     dpa 
dp      dy      àz  dz  '  ày 

^  '     ^  dp'  dz   '  Ax         dx   •  d«    ' 

jj  dz  ^  d£,     dp,  _  d£.     d^,  , 
dp     dx     dy         dy  '  dx    ' 
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dp  _  dy      iz  dy       dz 

dx      dpi  '  dpa        dpa  '  dj9,  ' 

^'^^     "^  dx   '  dp^'  dp        dp  '  dp^  ' 

dp^  _  dy     dz         dy      dz 
da?       dp  *  dpi        dpi  '  dp 

Da  ciascuno  di  questi  sistemi  si  generano  gli  altri  due  ana- 
loghi, facendo  subire  la  permutazione  circolare  alle  sole  let- 
tere (pj  p,  j  pa)  nel  primo  {b)j  ed  alle  sole  lettere  (xy  y,  z) 
nel  secondo  (jS). 

Si  notino  i  due  sistemi  d'identità  del  tipo  : 

le  quali  si  verificano  intuitivamente  sostituendo  alle  quantità 
tra  parentesi  i  binomii  delle  (6),  (jS),  e  poi  osservando,  nel- 
l'atto della  differenzazione,  che  ad  ogni  termine  ne  corrispon- 
de sempre  un'eguale  e  contrario. 


§.   yn.   SUPERFICIE  C0NJU6ATE  IN  SISTEMA  TRIPLO,   E  FORKOLE 
PER  LA  TRASFORMAZIONE  DELLE  COORDINATE  RETTILINEE 

IN  COORDINATE  CURVILINEE. 

Supponiamo  ora  che  le  variabili  Xj  y,  z  rappresentino  le 
coordinate  rettilinee  di  un  punto  M  mobile  nello  spazio ,  e 
cerchiamo  le  principali  conseguenze  di  questa  supposizione. 

Dati  i  valori  delle  coordinate  Xj  y,  z,  relative  ad  una  po- 
sizione qualunque  del  punto  M,  l'equazioni  (A),  che  indicherò 
per  (p)y  (pi)y  (p^)»  faranno  conoscere  i  valori  corrispondenti 
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delle  quantità  p,  pi  y  p^^  chiamate  parametri  dal  sig.  Lamé; 
e  se,  rimanendo  fissi  i  yalori  di  qaesli  parametri,  sapponia- 
mo  variabili  le  coordinale  or,  y,  z^  V  equazioni    (A)  rappre- 
senteranno tre  superficie  che  si  segheranno  nel  punto  M. 

Le  tre  superficie  (/}),  (pi)^  (p^)  si  diranno  conjugate  in  si- 
stema obliqtto  od  in  sistema  ortogonale  y  sccondoché  si  seghe- 
ranno in  ogni  punto  dello  spazio ,  o  sotto  angoli  qualunque 
che  possono  variare  da  un  punto  all'altro,  o  sotto  angoli  co- 
stantemente retti.  Cominciamo  dal  supporlo  conjugate  in  si- 
stema obliquo. 

A  partire  dal  punto  M  le  tre  linee  dlntersezione  di  que« 
ste  superficie  formano  in  qualche  modo  tre  assi  coordinati 
curvi  di  cui  il  punto  considerato  M  è  Vorigine.  Per  fissare 
le  idee,  denotiamo  questi  assi  curvi  colle  lettere  or,  ^i ,  Ja» 
e  per  guisa  che  Tasse  a  sia  la  intersezione  delle  superficie 
{pi)  e  (pa)  ;  Tasse  di  sia  Tintersezione  delle  {p^)  e  (p)  ;  e  T 
asse  9a  sia  Tintersezione  delle  (p)  e  (pi).  Per  questa  conven- 
zione le  tre  superficie  conjugate  (p),  (pi),  (pa)  si  potranno  pure 
rappresentare,  a  partire  da  un  punto  dato  M,  coi  simboli  ^i  or^  , 
^a(j/  or  0*1  . 

Passando  da  un  punto  alTaltro  degli  assi  curvi  a,  0*1,^29 
è  evidente  che  il  parametro  di  ciascuna  delle  tre  superficie 
non  varia  che  sulTasse  curvo  rappresentante  la  linea  d'inter- 
sezione delle  altre  due,  rimanendo  costante  allorché  si  cam- 
mina sopra  ciascuno  degli  altri  due  assi  curvi.  Cosi  quando 
a  partire  da  M  si  passa  da  un  punto  alTallro  dell'  asse  7  , 
la  sola  superficie  {p)  varia  di  posizione  e  di  forma,  variando 
il  valore  del  suo  parametro  p ,  mentre  rimangono  costanti  , 
insieme  coi  loro  parametri,  le  altre  due  superficie  (p,),  (p^). 

Si  noti  che  per  la  trasformazione  delle  coordinate  x,  y,  Zj 
in  altre  coordinate  rettilinee,  non  subiscono  alterazione  ve- 
runa né  i  valori  de*  parametri  p,  pi  ,  p,  relativi  a  un  dato 
punto,  né  per  conseguenza  tutte  le  quantità  che  siano  fun- 
zioni di  essi  parametri. 
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Supposti  rettangolari  gli  assi  primitivi  Ox^  Oyi  Ojt,  imiM- 
giniamo  tre  nuovi  assi  rettilinei  Mx\  ììy',  ìiz'  Ungenti  nel 
punto  M  agli  assi  curvi  a»  9i  9  a^ ,  ed  esca  da  M,  sotto  una 
direzione  qualunque,  una  linea  infinitesima  ds^  la  quale  ab- 
bia secondo  gli  assi  Ox,  Oy,  Oz  le  componenti  dx^  dy,  djc, 
e  secondo  gli  assi  Mx'j  My',  Mz'  le  componenti  dx\  dy',  Ax\ 
Si  avrà 


d*"  =  dj;'' 


ày 


n 


iz 


n 


dy'd-5'cos(yV) 


t^'} 


dz  da'co8(z\r  ) 


di;'dy'cos(óc'y  )  j 


ed  insieme  ds^  =  dx*  -H  dy'  -i-  dz*  ,  la  quale    per   le  (a)  si 
muta  in 

ds^  =  adp^ 

H-  cdp^2 
ponendo  per  abbreviare 

f  /dx\^ 


c'dp  dp, , 


(1) 


6=r?^y 


Vdp, 


/da 
Vd^ 


)". 


(dp.)    ' 


c  = 


("^"^'hI) 


dz 


^V-t-   — 

\dp2f      '     VdjQa/  \d/93 


)  . 


a'= 


dx      dx       dy       dy       dz      d;; 

^?t  '  àp^      Àpi  '  dp^      dp/  df^' 


(2) 
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Quando  à$  prende  la  direzione  dell'asse  Mx\  si  avrà  da  nna 
parte  ày'  ^0 y  iz'=0 ,  e  dairaltra  dp,  =0  ,  dp,  =  0 ,  e  per 
consegaenza  àx'  =  dp[/^a.  Se  adunque  concepiamo  che  d$ 
prenda  successivamente  la  direzione  deUre  assi  Mx'^  My',  ìdz'f 
concbiuderemo  primieramente 

dx'  =  dj9j/^a ,         dy'  =  dpil/^b  ,       dz'  =  dpil/'c  , 

(3)  i     j         d^'  .         dy  j  dz' 

ed  iq  secondo  luogo  : 

(4)  a'=l/*c.cos(^V),  6'=l/"ca.cos(aV) ,  e'  =  l/"a4.cos(a:y)  ; 
donde 

(5)  6c— a'*=ic  sen'(y'z'),  ca— 6'*=ca  sen'(«V),  ai— c''=a4  sen"(T'y'); 
4V  —  aa  =  al/'4c.  [cos(j?V)cos(x'y')  — cos(y'z')  ]  , 

(6)  {  c'a'  —  bb'=  b[/'ca.  [cos(a?'y')  cos(y'«')  —  ccsfjs'x')]  , 

ab'  —  cc'=  c[/^ab.  [cosfy'js')  cos(z'x')  —  cos(j:'y')] ; 

(7)  A"  =  aie  ^  2a'b'e'  —  aa'^  —  bb""  —  cc'^ , 

Quest'ultima  relazione  si  dimostra  osservando  che  il  deter- 

dx     dy      dz  .  ^ 

minante  A  =  Sdz  t-  .  t^  .  -r— ,  essendo  eguale  a  (*) 

dp     dp,     dp^ 

[/^ (abc). 6en{x'y^  sen(y'j5')sen(y') , 


f }  SuWuso  nstematico  dé*prineipii  etc.   Convien  però   avvertire 
che  la  retta  ^=s[/  a  ,  avente  secondo  gli  assi  Od? ,  Oy  ,  Ox   le  compo- 

dxr      dy       di? 
Denti  T~  >  T"  »  T~.  ha  la  direzione  positiva  dell*  asse  Ma:'  •    come 
dp       dp       dp  ' 

apparisce  dalle  (17)  e  (17/*  E  lo  stesso  dee  dirsi  delle  rette  V^h^  |/^Cy 
parallele  agli  assi  My'^  Mi ^ 
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sarà 

à'  =  abc  [1  —  cos'(i'y')  —  cos'iy'z')  —  cos'(3V) 

•+■  2co8(a;'y')  cosfyV)  co8(x'a!')  ] , 

la  quale,  sostiluili  i  valori  de'coseni ,  è  identica   alla  prccc- 
denle.  Intanto,  fatto  qui 

H  =  sen(a:'y')  sen(j^'z')  sen(y') , 

si  avverta  la  formola  : 

(8)  A'  =  abcir  . 

Consideriamo  le  proprietà  delle  sei  quantità  ' 

oc,  jS,  7,  a',/3',7' 

determinate  dall'equazioni  : 

«A»  =  bc  —  a'%     [     «A^"  =  b'c'  —  <ul  , 

(9)  I     /SA'  =  c«  —  tì\  /3'A'  =  cV  —  W  , 

y^'  =  ab  —  c'S     (     v'A^*  =  a'b'  —  ce'  . 
Da  queste  si  ricavano,  siccome  equivalenti  ad  identità,  le  .* 

o  =  (/Sy  —  «")A* ,  r   a'=  (/SY  —  a«')A' , 

(10)  j    b  =  (ya  —  /5'*)A' ,       A'  =  (yV  —  /3^')A» , 

l     e  =  («^  —  y»)A*  ;   {    c'=  {oi§l  —  'fi')ti^  ; 

per  le  quali  si  determinano  le  quantità  a,  6,  e,  a',  6',  e'  io 
funzione  delle  a,  j3,  y,  a',  /3',  y'. 
E  ne  sorgono  le  relazioni  : 

i\\\     ^  sen'(yV)  sen^V)  sen'<38'y') 


et' 
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a«a{i^x')sealx'y')cos(xi\  _.         ... 


(12)  ^  i3'  = H Vca  ""  ~  l/^7«.cos(y')  , 

,  sen{y'z')  8en(«V)  cos(zO  ^  ^       ,  ,, 

Se  neirespressione 

si  sostilmscono  i  valori  di  a»  /S',  y>  essa  si  muta  in 

e  se  si  sostituiscono  i  valori  di  a,  b\  c\  si  mata  in 

(afiy-h  2«'iSY  —  ««'*  —  fiP'^  —  77") A*  j 
dtinqae 

(13)    afiy  H-  2«'/3Y  —  ««'"  —  /3/3'*  —  77''  =  A-»  =  D\ 
Si  notino  pare  le  identità  : 

Le  (a)  ed  (a)  del  §.  VI,  a  caasa  delle  (3)\  si  possono  met- 
tere sotto  la  forma  : 

Jnnaìi  di  Scienxe  Mai.  e  FU.  r.  IV.  SetUmbre  1853  23 


(«') 
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-     _  dx    dx'        ix        il/  dx  iz^ 

^^  d/j •  ÌT^"*" d^,  'ITT'^d^, '177  ' 

,         dy      do?^       dy       dy^  dy^  d«' 

^  ~  dp  '  j/^a      d^i  *  '|/A'  dp,  '  |/"c    * 

^   dz      dx'        dar        dy'  dz  dx' 

dp     [/^a       dpt      \/^h  dp,  ^e 


Ora  siano 


(/,  m,  n)i  (l\  m',  »'),  (I",  m",  n") 

le  direiioDi  positive  degK  assi  primitivi  Owj.  Oy»  Ox  rispeiio 
ai  nuovi  assi  ÌILc\  My'^  Bis',  e  siano 

(X,  fx,  V) ,    (X'.  fx',  v') ,    (X",  /x",  y") 

le  dir  azioni  positive  di  questi  rispetto  a  quelli.  Ove  si  abbia 
riguardo  al  significato  geometrico  de'coefficienli  nelle  formo- 
le  relative  -alla  trasformazione  delle  coordinate  rettilinee»  ai* 
gnificato  da  me  posto  in  chiaro  nella  Memoria  più  volte  ci* 
tata  {Dfiiruso  sùiematico  etc),  avremo  dalle  (a')  : 

(14)        ,=%,,.,    „.'±^é,    ,.'£l^c. 

(ed  (f  y  n^',  n')f  {V\  m"f  n'*)  saranno  ciò  che  diventano  le  /  » 
nif  n  quando  alla  x  si  sostituisce  la  y  e  la  x. 

Essendo  /,  m,  n  le  componenti,  secondo  i  nuovi  assi  Mjc'i 
My'  f  M^  y  di  una  retta  =  1  ed  avente  la  direzione  posi- 
Mva  dell'asse  Oj?|8Ì  b^  dalla  teorìa  delle  projezioni  (]tfein.cU') 

ìm  i\»         sen(y V,  x)  senfiV,  x)  sen(x'y\  x) 


sen(y';8',  a?')  '      "^  sen(j5V,  y')  *      "  s^ii{.i:'y',  z') 
^  giova  notare  che  nelle  e 

^  senfyV,  x)       ^,  ^  9cn(y'z\  y)      ^„_^   sen(yU',  x) 
""  sep(y'^',  x')  *  àien(yV,  x')  '        sen(y'>j',  x') 


j 
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i  numeratori  equivalgono  ai  coseni  degli  angoli  che  nna  retta 
perpendicolare  al  piano  {y'z^)  forma  co'  tre  assi  rettangolari 
Ox^  Oì/y  Ozj  e  che  però  abbiamo: 

'  sen  (y'js ,  x) 

donde,  essendo 

g 

sen{y'z\  x')  =3 — -r-  , 

scn(yV) 

concbiadéremo  la  prima  delle  tre  segaenti,  e  dalla  prima  le 
altre  dne,  sostituendo  alle  (l,  l\  V%  le  (m,  m\  m")^  j[n,  n\  n\ 
ossia  sostitnendo  alla  /9  la  p^  e  la  p^ . 

al  significato  di  qne'nameratori,  si  trova  pure 

H 

e  quindi 

dp,     òp^      àp,     óp^      dp,     Ap^       ^ 
Ax     Ax      dy      dy       dz      dz 

^^'*'(     dx  'dar^dy    'dy       dT-di"-^' 

V     dx  '  dx       dy  '  dy         dx    '  dz        '    ' 
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In  secondo  luogo,  dal  significato  geometrico  de*coefficienti 
nelle  (a!)  raccoglieremo  : 

iMMK     ^     dj:        1  dv       1  dx       1 

e  le  (X',  |X^  y') ,  (X"y  {i!^ ,  v'')  saranno  ciò  che  diventano  le 
X  y  /x  ,  V  quando  alfe  (p  y  a)  si  sostituiscono  le  (p, ,  &)  e  le 

Essendo  X,  jx,  v  le  componenti  secondo  i  primi  assi  Ox  , 
Oy  ,  Oxj  di  una  retta  =  1  ed  avente  la  direzione  positiva 
dell  asse  M^r',  si  ha 

(17)'  X  =  cos(a;a/),  jx  =  co8(ya?') ,  v=  cos(za?'). 

Qui  cade  in  acconcio  di  fare  un*osservazione ,  leggera  in 
apparenza  ma  non  senza  importanza  per  le  sue  conseguenze, 
ed  ò  che,  essendo 

X  =  cos(a;a?'),       X'  =  cos{a?y') ,       X"  =  cos(xz') , 

cioò  essendo  X,  X',  X''  i  coseni  degli  angoli  che  1'  asse  po- 
sitivo Ox  fa  cogli  assi  Mr' ,  My'  ,  Mz' ,  una  retta  =1  ed 
avente  la  direzione  poiitiva  deWasse  Ox ,  avrà  secondo  i  nuovi 
assi  ìlx'f  My'y  Mz'  e  le  componenti  l  ^  m^  n  j  e  le  proiezioni 
ortogonali  X,  X^  X".  E  la  stessa  osservazione  si  può  ripetere 
rispetto  agli  assi  Oy  ed  Oz. 

Posto  siffatto  principio,  dalle  formolo  per  le  quali ,  date 
le  componenti  di  una  retta  ,  si  determinano  le  projezioni  e 
viceversa,  avremo  (Mem.  cit*)  rispetto  alfasse  Mx'  : 

X  =Z  +  m  cos(a?'y')  -4-  n  cos(-8'j;')  , 

H'fc:sen(y'«')[Xsenfy'2')— X'sen(zy)cos(ji')  —  X"sen({ry)cos(y')]. 

Da  queste  e  dal  principio  di  simmetria  nascono  due  gruppi 
d'  equazioni  composti  ciascuno  dì  tre  sistemi,  de*quali  sono 
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tipo  rispettavo  i  seguenti  : 


)     do  dx  dx  dx 


dp 


(18) 


(19) 


àp. 

dx            dx            dx 

dx 

=  ,leÌH.A''/  +a'^'j 
dr     dx            dx 

le 

dx 

dx           .  dx       ^.  dx 
dp     dp,   '^  dp. 

dp, 
dx 

àx        ,  dx         ,  dx 
-  S       -ha    -+-y    , 
•^  dp.     dpa    dp 

dp^ 
dx 

dx       „,  àx        ,  dx 
dpa  '^  dp           dp, 

Da  ciascuno  di  qaesti  sistemi  si  generano  gli  altri  dna  ana* 
Ioghi,  facendo  subire  la  permutazione  circolare  alle  sole  let- 
tere {Xy  y,  z), 
1  sistemi  (18)  e  (19)  si  possono  scriver  cosi  : 
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i^a 


=  <x.ll^a  -»-  i.XYb  -4-  j3'.XVc  , 


(21)  }     -^  =  j9.X'KA  H-  «'.XVc  +  iM^a . 

£  palese  che  in  questi  dae  sistemi  di  formolo  le  quantità 
({,  m,  n),  (X>  V9  V)  si  possono,  se  vogliasi,  riguardare  come 
le  componenti  e  le  projezioni,  secondo  gli  assi  Ma/,  Hjf^  ìlkz, 
di  una  retta  di  grandezza  e  direzione  arbitraria,  e  che  per- 
ciò trovasi  così  risolato  il  problema  :  Dat$y  rispeHo  ai  nuovi 
assi  ìlx\  M]^',  Mx'j  le  componenti  0  le  proiezioni  di  una  reUa, 
determinarne  le  projtzioni  0  le  componenti. 

Se  si  richiama  la  forinola  per  la  quale,  date  le  projezioni 
ortogonali  di  due  rette  e,  y*  sopra  tre  assi  coordinati,  si  de- 
termina il  coseno  dell'  angolo  di  queste  due  rette  ,  e  se  in 
essa  si  suppone  che  i  tre  assi  coordinati  siano  Mv\  Hy',  ed 
ed  un  terzo  asse  perpendicolare  a  questi  due,  si  troverà  : 

scn^(a:y)  CQs{ef)  =  8en*(a:'y')  sen(a?y ,c)  sen(j/y',y) 


cos(x'e)  cos(j?y) 

—  cos(ar  y') 
co8(y'f)  cos{yf) 


cos(a/e)  cos(5(y) 
C08(xy)  cos(y'«) 


donde 


(22)     sen'(x'y')  sen(j/y',  e)  sen(x'j',/)  =  sen^(jx:*y')  cos(ef) 

(  cos(iv'e)cos  (a//)  C  cos(x'e)cos(yy) 

-J  -hcos(a?'y'X 

(cos(y'e)cos(yy)  (  cos(a;y)cos(y'«) 
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fornida  che  ci  offrirà  ia  appresso  uq  mezzo  facile  e  rapida 
di  trasformazioBe. 


§.  YHI.  ÌU.TBS  rOBXOLB  IH  TaASFOilfAZIONI  BBUTITB 
ÀI  COEFFICIENTI  DIFFERENZIALI  DELLE  COORDINATE  X,  y,   Z, 
DI  ORDINE  SUPERIORE  AL  PRIMO. 

Siano  e,  f,  g  tre  rette,  la  prima  delle  quali  abbia,  secoD- 
de  gli  assi  Ox,  Oy,  Oz,  le  componenti  : 

d'x       d'y        d'« 


dp*     '  ùf  '    Af^     ' 

e  le  altre  daey  e  g  siano  ciò  che  diviene  la  e  qaando  a  p 
si  sostituisce  pi  e  p,  . 

Similmente^  siano  t^,f\  ^  tre  naare  rettela  prima  delle 
qnali  abbia,  secondo  gli  assi  Oj?,  Oy,  0;s>le  componenti: 

d*«         d*y         et 

«^^^^^^p^^i^nO»  ^^^^^M^H^M^^MH  ^^i^^^B^>^Mi^«aW  ^ 

dp.dpa  '  dp.dpa  '  dp,dpa 

e  le  altre  dae/^  e  ^  siano  ci4  che  diviene  la  e'  qaaado 
alle  lettere  p,  pi  ,  p,  si  fa  subire  la  permatacione  circolare. 
Dal  prender  le  derivate  deirequazioni  (1)  e  (2)  del  §.  pre- 
cedente VII,  si  deducono  rispetto*  alle  e,y*,  y,  tre  sistemi  di 
equazioni,  il  primo  de'qnali  é 

1    da      dar    ò^x     dy      d'y     dz      d*« 
Y  dp"^  dp  '  dp^"^  dp"  '  dp^ '^"d^  "d^  ' 

dc^_^    l_d^     d^    d^      dy^    dTy     d*^     d^ 
dp  2  dpi  '  dpi  *  dp"      dp,  '  dp*      dpi  '  dp* 

d*|  _    \Jia^     d^     dV     d^    d^      ^    ^  . 
dp  2  dp;,  "^  dpa  '  dp*      dpa  '  dp^     dp^  "  dp*  ' 


a  jp    V 
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e  9i  ottengono  git  altri  due  sistemi^  facendo  subire  sioiaU 
taneamente  a  ciascuno  de*tre  grappi  (a,  b^  e),  {a! ,  b* ,  e') , 
[Pì  Pi  ì  P2)  I^  solita  permutazione  circolare. 

Rispetto  alle  e',/'fg\  sì  deducono  egualmente  dalle  (1)  e 
(2)  del  §.  VII»  tre  sistemi  di  equazioni,  il  primo  de*qaali  è? 

^       dc[_  da[    ft/d^      d'x         òy^      d'y         d*^       à^x    v 
dp,      djU,        dp  *  \dp  '  dpidp>      dp   '  dp,dpa      dp    '  dpidp»/ 

di        /(fe       d*«         dy       d*y         dx        d*s   \ 
dp,  "  \dpi  '  dp.dpa      dp,  *  dp,dp,      dpt  '  dp^dp,/ 

^-a/li      d'^       ^y       d'y         ds        d'jp 
dp,  "  Idp,  '  dp.dp,      dp,  '  dp.dpi      dp 

Qui  si  osservi  che  la  retta  ssl/a»  ayente  secondo   gli  assi 

ix      dy      dx 
rettangolari  Ox,  Oy,  Ox  le    componenti  j**  ^  j*  t  i~  #  °' 

la  direzione  positivai  come  apparisco  dalle  (17),  dell'asse  Mj/. 
In  egual  modo  si  dimostra  che  le  rette  rappresentate  da  (/'A, 
l/^Cj  hanno  la  direzione  positiva  degli  assi  iAy\  M«^  Ciò  po- 
sto, richiamando  il  noto  significato  geometrico  de*  secondi 
membri  deirequazioni  precedenti ,  raccoglieremo  primiera- 
mente il  sistema  : 

«t^a.cos(»'«)  i—  —  , 

de'       1    da 
(1)    \      n^6.co.(y'.).---.   ~. 

el^*.co,(,'.)  .  5^  -  ~   ~  , 

cogli  altri  doe  analoghi  che  si  generano  facendo  subire  st- 
muUaneanunte  la  permutazione  circolare  alle  quantità  di  cia- 
scuno de*cinque  gruppi  (9^/^$)^  (a^  b^  e)^  {x'  ^  y'f  «')  » 
{«',  *',  e') ,    (p,  p,  ,  p^). 
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Raccoglieremo  io  secondo  luogo  il  sistema  : 

« 

dò'      de'        da' 
*^  ^      '      dp,      dfx        dft 

(2)  '       2eV*«:os(yV)  =  ^  , 

de 

2e'l/^c.cos(«V)  =  -r-   , 

cogli  altri  due  analoghi  che  si  generano   come   precedente- 
mente. 

E  finalmente  raccoglieremo  il  sistema  : 

j/,cos(/,)-e  ..—  -  -^^'^^)  , 

(3)  l  ,.cos(,*)  -/'  =  5^  -  -2(l^.-^d7)  ' 

Si  avverta  che  conosceodo  dalle  (l)  e  (2),  ia  fanzìone  di 
a,  i»  e,  a',  h\  e'  e  delle  loro  derivate  prime,  le  projezioni 
ortogonali  di  ciascnna  delle  sei  rette  (e,y,  g)  ,  {t\f\  g') 
sopra  i  tre  assi  Mx',  My',  ìlz',  potremo  determinare,  quan- 
do ci  aggradi, .  mediante  le  note  regole  (Y.  SulV  uso  ec.)  il 
valore  di  ciascuna  delle  medesime  rette  ,  ed  i  coseni  degli 
angoli  che  esse  formano  sia  cogli  assi  Mx',  ìly' ,  Mx' ,  sia 
Ira  loro. 

É  poi  facile  a  vedere  che.  lo  stesso  metodo  si  potrebbe 
estendere  alle  rette  che  sugli  assi  Or,  Oy,  Oz.  hanno  per 
projezioni  le  derivate  analoghe  delle  op,  y,  z ,  di.  un  ordine 
superiore  al  secondo  e  prese  rispetto  a  p,  pi  ,  p^.  Ed  ui  quo- 


\ 
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ste  formolo  si  possono  disceraere  gli  eleittenti  per  la  doler- 
mioazione  di  ciò  che  si  riferisce  alla  carvatara  sia  delle  li- 
nee d' intersezione  delle  tre  saporficle  conjugate  (p),  (pi),  (pa)y 
sia  di  ana  linea  qualsiroglia . 


§.  IX.   FORMOLE  DI  TaASFORMAZIONE  RELATIVE  AI  COEFFICIENTI 
DIFFERENZIALI  DI  UNA  FUNZIONE  DI  TRE  VARIABILI. 

Biprendiamo  presentemente  la 

V  =  V(a?,  y,  z)  =  V(p,  p, ,  p^), 
che  differenziata  produce  : 

Air      ^V.    ^dV.    _dV. 
d V  =  -T—da?  -f-  -r— dy  -i-  -T—  dz 
ax  dy  dz 

dV       da/        dV       dy'         dV       d^' 


~  dp  '    l^a        ópi  '    l/^b        dj?a  *    i^c 

Da  qaesi*eqaaziooe  e  dalle  note  proprietà  delle  proiezioni  si 
deduce  che  la  retta  t,  che  sugli  assi  Ox,  Oy,  Oz  ha  le  pro- 
jezioni 

dV      dV     dV 

dx    '  dy    *  dz    ' 

e  cbe,  come  fu  avvertito,  é  normale  nel  punto  M  alla  su- 
perficie V  =  0  9  avrà  sui  nuovi  assi  Mx',  My V  M«' ,  le  pro- 
jezioni 


dV     dV 

1 

dV     dV 

1 

dV     dV 

1 

da/  ~  ip  ' 

ira 

'  dy*  "  d-  • 

I/o 

'  àx'  -  dp,  • 

l/c 

Quindi  la  formola  per  la  quale ,  date  le  projezsoni  4i  mn 
retta  sopra  tre  assi,  si  determina  la  retta  ,  darà  subito  I*, 
ossia  : 
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dVv*       /dV.* 


<MS-(d7) 


0 


\dp/ 


« 


dp,  ■  dp, 
dV    dV 


<)'-^^'?.-S 


dp  •  dp,  • 


Inoltre,  se  sì  rappreseDlaoo  per 


le  oompooeati  secondo  gli  assi  ìlUf,  ìly',  Ms'  della  retta  t, 
avremo  dalle  (21)  del  §.  VII 

dV        ,  dV       -,  dV 
dp  dp,      '^  d|9i 


(2) 


•^  dp,  d/»,       '  óp 


ày       «,  dV 
dp,     «^  d/> 


dV 
dp.  ' 


e  se  la  retta  t  si  projetta  insieme  alle  soe  componenti  Lj/'a, 
M[/'b  t  N^/'c ,  sogli  assi  primitivi  Ox ,  Oy  ,  Oz  ,  e  sì  badi 
alle  (17)  e  (17/,  si  avrà  ; 


(3) 


dY 
dx  ' 

dx           de            dx 
dp           dj9,           dp. 

dV 

dp           d/j,           dpa 

dV 
dz 

dz            dz            dz 
dp            dp,           dp. 

(  364  ) 
La  derivata  della  prima  di  quest'equazioni,  presa  rispedo 
ad  Xj  ove  si  ricordi  essere  DA  =  1 ,  si  pad  scrivere  eviden- 
temeote  così  : 

d*V         ^    d     ,._dar  _     d/_dx\ 


dx 


a 


da:         ''dp^  dx\      dpj 

_   d  dx  d  /      dx  \ 

dx^         dpt  dx\      dpj 

d'V       d^V 


Formando  in  simil  guisa  le  altre  due  derivate  -r-j  ,        ^   , 

dy  ds 

col  cangiare  la  a;  in  y,  ed  in  jr,  e  poi  sommandole  colla  pri- 
ma, ove  si  abbia  riguardo  al  principio  espresso  dalla  formola 

dV      dV      do:      dV      dy       dV      dz 

non  che  alle  (e)  del  §  VI  e  delle  sue  analoghe,  si  ottiene  : 
/*v      /^'^     <*'V     d'V\^     d,.,,      d   ,.„.         d..„, 

<*)    (di^  d^-*-  d?-)^=  d^<^^>-%  f^^  -*-  d7J^^^  ' 

formola  importante  che  Jacobi  ha  dimostrato  per  mezzo  del 
calcolo  delle  variazioni  ,  e  che  è  una  generalizzazione  di 
quella  già  data  dal  Sig.  Lamé  nella  supposizione  di  un  si- 
stema di  superficie  conjugale  ortogonali.  Nel  qual  caso,  aven- 
dosi : 


ASI  1  ^  n        ^  «* 


risulta 


(5). 


(  365  ) 
/  d'V         d"V         d'V  \  ^  , 


d/dV|X'i<;\       d  /dV|/'ca\       d  /dV|  /~a5  v 


%.  X.  POBMOLB  DI  TRASPOUfAZIORK  BBLATITK 
ALLA  GCKTATOBA  DELLE  SUPEIFIGIB. 

Differenziando  di  naoro  la  dV  =  0,  cioè  la 


— da?  ^-  — dv  -I-  —  dx  r  U  • 
da;       ^dy^^dx  ' 


% 


nasce 


^Vja       «JV.,       dV.,  r_,     /dV\     ,   ./dV.      .  ./dVn 

dove  il  primo  membro  si  può  scrivere  sotto  la  forma  : 
3  /<IV  ^dx     dV  _,d«      dV  ,d«\ 

(^>      *''(di-^T-^di^''d7-*-d-;-'*d7)- 

Ora  86  nella  superficie  V  =  0  consideriamo  ana  cnr^a  qua- 
lunque (e)  che  nel  punto  M(a?,  y,  z)  passi  per  l'elemento  df, 
e  di  cui  R  sia  il  raggio  di  curvatura,  si  dimostra  facilmen- 
te (*)  che  le 

d^^,  d^,  d- 

di  d$  ds 

rappresentano,  secondo  gli  assi  Ox,  Oy^  Oz ,  le  componenti 

di  una  linea  =  —  »  misura  delfangolo  di  contingenza,  e  la 


O  Vedi  la  Menorìa  «alla  carratura  delle  linee  e  delle  soperficie 
nella  Raccolta  scientifica,  an.  1845. 


(  366  ) 


(  365  ) 

cni  direzione  è  parallela  a  quella  del  raggio  B  contalo  dal 
pnnto  M  verso  il  centro  di  curvatura. 

Ciò  posto,  dal  signiGcato  geometrico  del    trinòmio  (T)  si 
conchiude 

e  poiché  in  quest'equazione  quando  il  piano  osculatore  della 
curva  (e)  gira  intorno  airelemento  ds^  l'ultimo  trinomio  non 
cangia  di  valore^  cosi  non  cangerà  di  valore  neppure  il  pri- 
mo membro  :  ciò  che  costituisce  il  teorema  di  Measnier.  Po- 
tremo dunque  supporre  che  il  piano  osculatore  della  curva 
(e)  sia  normale,  nel  punto  M>  alla  superficie  (V) ,  nel  qual 
caso  si  ha 

cos(/R)_       1 

prendendo  il  secondo  membro  col  segno  positivo  o  col  ne- 
gativo y  secondoché  la  normale  i  della  superficie  nel  punto 
M  è  o  no  diretta  ,  come  il  raggio  B,  verso  il  centro  di  cur- 
vatura. 

Adottiamo  l'ipotesi  che  I  sia  diretta  in  senso  contrario  di 
fi  contato  dal  punto  di  contatto  verso  il  centro  ,  o  ciò  che 
torna  lo  stesso,  nel  medesimo  senso  di  R  contato  dal  centro 
di  curvatura  verso  il  punto  di  contatto,  e  cerchiamo  di  tra- 
sformar l'equazione 

dV,,         dV.,       dV  ,,  d*" 

in  un'altra  che  dipenda  solamente  dalle  nove  quantità 


(  367  ) 


ùf  by  c^  a  f  b  j  c , 


dV 


dV 


dV 


d^     '    dp,     '    ip,    ' 


e  loro.  differeDziali,  presi  rispetlo  i  p,  pi ,  p^. 

Osserviamo  dapprima  che  quando  sulla  superficie  (V)  si 
passa  da  un  ponto  ad  un  altro  di  una  data  curva  (e),  con- 
▼ien  riguardare  le  quantità  p,  p, ,  p,  come  funzioni  ciascuna 
di  una  stessa  variabile  indipendente,  e  che  per  conseguenza  dal 
differenziare  la 


d«,         djc  - 
d«  =  -^dp  H-  3— dp, 

dp  "^       dp,  '^ 


dr 
dp, 


^f. 


Viene 


Pi)    j-«^v 


^'^  dV, 


dp. 


d'x 
—  op 


dp- 


d'x 

d'ar 

dp\ 


dp\ 


àp*.. 


d'x 


dp.dp, 
d'x 


dp,dp 
d'* 


dpdp, 


dp.dp; 


dp,dp 


dpdp, 


Mutiamo  qui  la  j;  in  y  e  in  x ,  e  poi  sostituiamo  i  valori  di 

ò'x ,  d'y  ,  à'x  nella  (1).  Ove   si  facciano  le  riduzioni   del 
tipo  i 

dV     d'x     dV     d'y     dV  d'z              ,  , 

ib  •  d^' "*-dir  •  d^" -^dT  •  d?  =  '"^'^*')' 

dV      da;       dV      dy^      dV  i^  _àV 

dx  *  dp       dy    *  dp       dz  *  dp   ~  dp  ' 

la  (1)  si  convertirà  nella 


^ 


{  368  ) 
le  cos(le).d^' 


fcot{tf).ép*i  -+-  2t 


e'co»{te').ip,  ép^ 


fcm{tf)Ap^àp 


jt  cos(«;).dp',  \ti'coi(tg').àpàfi  , 


e  siccome  dalla 


dV^        dV .         dV  .        _ 
^d^H.-dp..+^-dp,  =  0 


si  trae  differenziando  , 


dV 
àp 

dV 
dp, 


dV 


d^. 


^dV 

dp.    f^' 


3-dp 


d/, 


d'V 


dp, 


-d/»*.  -  2 


d'V 


dpidp. 

d'Y 

dp^d/) 

d"V 


dp,dp. 


d/>,dp 


d/9dp, 


dpdp 


19 


COSÌ  avremo  fiDalmenie 


(3) 


à^_ 


(-— et  cos(le))dp* 


(-^-/!cos(j0jdp\-»-2 

(-^-i-  — J<C08(l^))dp% 


(d^  '-rt^^)y?^  ip 


( 


d'V 
dpdp, 


'icos{tg')  )dpdp 


1- 


Si  osservi  che  ciascano  de'sei  prodotti  analoghi  ad  elcos(te) 


(  369  ) 
si  può  esprimere  immediatamente  in  faDzione  di  quelle  nove 
quantità.  Infatti  rispetto  ai  nuovi  assi  Mx  ,  My* ,  M2' ,  noi 
conosciamo  le  componenti  di  $y  espresse  da 

(Vedi  le  {2)  del  ^.  IX)  e  le  projezioni  di  e  j  espresse  da 

e  cos(a?'<f ),    e  eos(y'e) ,    e  cos{z^e) 

(Vedi  le  (1)  e  (2)  del  §.  YIII).  Or  dal  principio  che  «  una 
retta  moUq^ìkata  per  la  projezione  che  riceve  da  un^altra  sulla 
propria  direzione  j  é  uguale  aUa  somma  delle  componenti  deW 
una  moltiplicate  rispettivamente  per  la  projezione  che  ricevon 
dalVaitra  suUa  propria  direzione  d  dedurremo  sci  equazioni 
analoghe  alla  : 

(4)     et  cos(^c)=L«l/"a  cos{Je)^ÌILe[/'b  cos(y'«)-+-Ncl/"c  cos(«V). 

Bimane  cosi  risoluto  il  problema  proposto. 

Il  problema  di  determinare   in    funzione    delle    quantità 

a,  bf  e,  a'j  b'j  e'  f  -j—  ,  -r—  j  -j—    e  loro    derivate  ,  sia   i 

óp       dj?i      d^a 

raggi  dì  curvatura  principali ,    sia  la  direzione   delle  linee  di 

curvatura,  si  riconduce  immediatamente  a  quello  già  risoluto 

Della  supposizione  degli  assi  obliqui^  come  risulta  da  ciò  che 

segue. 

Se  nella  superficie  Y  =  0,  si  concepiscono  trasformate  le 

coordinate  rettangole  Xj  y,  z  nelle  coordinate  oblique  2/,  y\ 

%\  prese  sugli  assi  M^r',  My',  VLJ  tangenti  nel  punto  M  alle 

Intersezioni  delle  superficie  (^),  (j^i)  »  (js,)»  si  avrà 
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t 


fi 


(  370  ) 
dV  V         .  ../dV' 


-H-^)-vhS)*''^''(S) 


d*v 

d'V 
d'V 

3?^ 


dz" 


d'V 


dy'dz 
d'V 


dz'dx' 
d'V 


da'dx' 


dj;'d 


i 


T  dx'dy'  , 


e  quest'equazione  dorrà  riuscire  identica  a  ciò  che  diventa 
la  (3)  quando  vi  si  d  sostituito 

dx'  .  dy'  .     ■      da' 


^?  ^^  777*  »      ^P^  ^^  TTT  »      ^P*  ^^ 


Pertanto  il  nostro  problema  sarà  evidentemente  risoluto,  se 
nelle  formolo  riportate  in  principio,  e  che  Io  risolvono  nel 
caso  degli  assi  obliqui,  supporremo  >  che  questi  assi  obliqui 
siano  gli  stessi  assi  ìlx\  Uy',  Mz',  e  prenderemo 


f  X= 


1      dV 


\^a   dp  ' 


1/^4    dp.  '    ^        l/^«  d/J.  ' 


A= 


1  rd"V  n  1    r  d"V  1 


d*V 


]  '^4[^-/'-H'"-i7^[w~-^'««^'^]  ' 


e  Ldp% 


,.cos(,0].C'=-l.^[|X^-,'.cos(,'0]. 


Per  esempio,  la  superficie  V  =  0  sia    qna    delle  Ire  sa- 


(  371  ) 
perfide  (p),  (<>,),  (p^)  9  ed  in  particolare  sìa 

Sarà  : 

e  per  conseguente  : 

0  =  X=Y,    Z=;i   ,    ^^=y; 

«tCOS(e^)  /rc08(/lf)  ^/COsf^rO 

A  =^  • ,     IS  =  —    7 ,     L  =  —   , 

a  0  e 

t 

_  dt  cosje't)  _     ftcoBJft)     „,  9't  cosJSl't) 

e  la  (3)  si  muterà  nella 

(5)        Ad*"  H-  Bdy»»  ^  2C'dx'dy'  =  <  |^  , 
equivalente  alla  : 
et  C08(e^).dp'H-yi  cos(/^).dp*,  4-  2y'^  cos(y'^).dpdp,=3  —  /^. 

Inoltre  le  (2)  del  §.  IX  daranno  : 

L=iS',        M=«',        N=y, 
essendo 

a*  — e"         ,       ò'c'  —  aa!  e'a' —  bb' 

y« 55 .    «=^—^5 »    P=— ^i — . 

A»  =  oAc  -f-  2a'b'c'.—  aa"  —  bb"  —  <^\ 
Quindi,  ponendo  mente  alle  formole  del  tipo  (4)  : 
et  cos{et)  =  Lej/'o  cos(ar'e)  -i-  Mei/^4  cos(y'c)  •+■  ìie\/'e  cos(z^e) 


(  372  ) 
e  richiamando  le  (1)  e  (2)  del  §.  Vili,  si  conohiuderà  : 

^    /dò'         1   da  A       1  ^,  da  ,  /de'         1   da  v 

—^""^^  W~  "2  dpI/      2"^  d^  ^ ^  \d7~  T d^J 
iJ     «z        /<>«'        *   dA\        ^Jàc'         1   di\       l     ,di 

(^);-»*=^  IdT:--  ¥  d^)  *  ^  (dT;  -  T  d^)-*-2  «  d^. 

—  2C'l/^aA—    ^^^'      —^^—\       fi'^  '^ 

\dp       dpi      ApJ       ^  àpi  dp 

Queste  tre  relaziopi  coneordano  pienameate  eoa  quelle  pab-^ 
blìcate  dal  Sig.  Liouvìlle,  e  intorno  a  cui  si  è  occupato  al- 
ti mamente  il  Sig.  Briosqhi.  Ma  la  formola  (5)  e  la  (7)  che 
verrà  in  appresso,  dalle  quali  sembrano  ayer  tratto  partito 
que*due  geometri,  erano  state  già  da  me  pubblicate,  con  al' 
tre  denominazioni,  nei  giornale  arcadico  tom.  GZV,  anno 
1848. 

L'equazione  generale  (p)  del  §.  II,  per  la  quale  si  deter- 
minano t  raggi  di  curvatura  prineipaUj  nel  nostro  caso  diviene; 

nUy  —  [A  4-  B  —  2C'co8(a?y)3  £-^  — —  ==  0  , 

c  c 

dove  p=  :^f   essendo  B  l*  incognita  di  cui  i  due    valori 
R 

rappresentano  i  raggi  di  curvatura  principali. 

Per  semplificare  si  omette  qui  di  scrivere  gli  apici  su* 
nuovi  assi  Mx',  My',  Mz'. 

Il  polinomio  (p)  del  §.  I,  s^  prima  di  svilupparlo  vi  si  fa 
X  =  0  ,  Y  =  0 ,  invece  dell'ultima  equazione  produrrà  : 

(p_A)(|,-B)-C',=0, 
ossia  : 

(7)    p'sen*(i:y)— [A-f-B— 2C'cos(jcy)]/i  -+-  AB  —  C'^=  0  , 

ed  è  facile  a  provare  che  questa  concide  colla  precedente. 


(  373  ) 
Le  diresiotti  delle   due   litiee  di  eutvatura    nel  ponto    M , 
riferite  ai  due  assi  Mx' ,  ÌAy' ,  e  corrispondenti   alle  radici 
à,  à,  della  (7),  si  determinano  per  le  formolo  (1)  e  (3)  del 
S-  V: 

dA  dCt  dA  dB  àp 

le  quali  si  riducono  alle  : 

l  m 

p —  B       C'  —  »  cos  (xy)  ' 


p —  B       p — A      (2p  —  ci  ^  ù}i)sen^(xy)  ' 
do?e 

sen  (a;y)  =  j —  ,     co8{jcy)  = 


ab  ^  "'         [/"ab 

Dimostrazione  di  una  forinola  di  Gauss.  Denoliamo  per  R, 
Bi  i  due  raggi  principali  di  curvatura;  avremo  dalla  (7) 


r'sen*(a?y)         BR. 
Ma 

AB  5/^  cos(e^)cos(/if)     • 

l*sen'(j?y)  ai  sen*(xy) 

abefsen^ixy)  sen{xy,e)  8cn{xy^  f) 

''  (ab  —  c'y  ~  ' 

e  si  trova  in  egual  modo  : 

C*  abg*hen^(xy)  sen^(a?y,  g') 

/'sen*(xy)  ~  (ab  —  c'y  * 

Ora,  per  dar  simmetria  e  sempHcilà  al  risultato,  denotiamo 


(374) 
per  E  la  retta  che  sugli  assi  Mx^ ,  My' ,  Mz'  ba  le  proje- 
zioni  : 

el/'a  cos{xc)  ,    e[/^b  cos(ye) ,     e[/'ecos(zc) , 

e  per  E^^  9  E^  ,  E.  queste  proiezioni  medesime;  e  siano  F, 
6  ciò  che  diventa  E  quando  nella  sua  espressione  ad  e  si 
sostituisce  y*  e  g\  Ciò  posto  ,  la  formola  (22)  del  §.  VII , 
ove  si  moltiplichi  per  abef  0  poi  vi  si  facciano  le  sostitu- 
zioni precedenti^  dà  subito  : 

AB      _  (ab—c'yf  cos{e/)—b  E^Fx— aEyFy>+^^(ExFy-4-EyFx) 
l'scn"(j:y)  ""  (ab  —  dy 


e  questa,  facendo  e  :=zf^=ig\  produce  : 


If2 


(ai  —  c'")^'"  —  iG%  —  aG%  -f-  2c'GxG 


y 


t*sen"(xy)  (ai  —  c'y 

onde  ò  che  dalla  (9)  si  deriva  la  relazione  : 

^^^^f^  =  («i-c'")(6/cos(e/)  -  y^)  H-  4(G%  -  ExF:r)   ► 
-H  a(G%  —  Ey  Fy)  +  c'(ExFy  -t-  EyF,  —  2GxGy) , 

la  quale  è  la  celebre  formola  di  Gauss>  scoperta  dopo  una 
serie  cosi  fatta  di  calcoli  che  un  chiaro  geometra  non  ha 
dubitato  di  chiamarli  penosi  {%rèn  pénibles)  (*).  In  questa  for- 
mola, essendosi  già  trovato  : 

1  da  /  de'        1  d6      /  1    da 

2  dj9  \  dj9,       2  dp      I  2    dpi 

'  -dp       2  ip,  '  ['^  a  dp,  '       r^-  2  dp  ' 


n  Lìouvlllc;  journal,  tom.  XH,  pag.  293. 


(  3?5  ) 
(Vedi  le  (1),  (2),  e  (3)  del  §.  Vili) ,  si  devono  fare  le  so- 
gueoti  sostituzioni  : 

à'c'  1  /d*tf       _d^\ 

e/cos(e/)  -  g"  =  5^,  "    a"!  d7  "*■  ip\  )  ' 


^'^--'^'-m^)-m-%)ì 


G%  -  E,F,  =.  |[(^)V^(|^;-  2^)]  , 

E,F,-+-E,F,— 2G.G^ 

1  rda    dJ^_^    ÈÌ.-.2—     —^2—    ^'-f-4— .  — 1 
TLd^  *  do",      d/9.  •  d/>  d/».  •  d/?,  dp  "  dp      àp  '  dpiJ 


%.  XI.   snPSBFIClS  COmtGATE  IN  SISTEMA  OHTOGONALE< 

Aa^jft  principali,  e  direzioni  delle  linee 

di  cunatwa. 

Sapponiamo  che  le  tre  superficie  (p),  (/),),  (p^)  si  seghino 
in  ogni  punto  dello  spazio  ad  angolo  retto ,   e  che  però  si  - 
abbia 

0  =  o'  =  A*  —  e'.        ,     .^ 

Le  (7)  e  (9)  del  §.  YII  direntano 

A' ss  aie,    000=1  ,    basali  1    07=1, 

Per  la  superficie  (^à)  le  (6)  del  §.  X  danno 

2    dp^'  2    dpa 


(376) 
donde 

1    d  Ioga  1    d  log* 

~  2c  IpT  '        ~2c    "d^  ' 

e  la  (7)  dello  stesso  §.  X  riducest  a 

(p-A){p-B)=0, 

e  ci  dice  che  i  valori  inversi  de'due  raggi  principali  di  cor- 
valura,  relativi  al  pnnto  M  della  superficie  (pa)  y  sono  dati 
da 

A  _       1         dioga  B     _^       1       dlog* 

(77^    2Ì7T  '    dp,    '  t/y   ~   Wc      dp,     ■ 

Le  direzioni  delle  due  linee  di  curvatura  relative  al  pun- 
to M  della  stessa  superficie  (p,)»  si  deducono  dalla  (8),  cioè 
dalla 

V     _     m"   _  1 

p—B  ~  p— A  ~  2p  —  A  ~  B  ' 

e  si  conchiude  che  le  direzioni  corrispondenti  alle  due  radici 
p  =z  A,  p  ^=aB  j  sono  rispettivamente 

(/  =  drl,fn=0),     (i=0,m=dsl), 

cioè  sono  le  direzioni  medesime  che  nel  punto  M  hanno  le 
linee  dlntersezione  (7,  J,  della  superficie  (p,)  colle  due  sa- 
perficie  (p,;,  e  {p).  Si  ottiene  così  il  teorema  del  Sig.  Du- 
pin.  »  Nelle  superficie  conjugate  in  sistema  ortogonale  le 
linee  di  curvatura  dell'una  sono  le  linee  d'intersezione  che 
vi  producono  le  altre  due. 

Intanto  si  noti  che  in  un  punto  qualunque  M  dello  spazio, 
i  valori  inversi  de' raggi  di  curvatura  delle  tre  superficie 
(P2\  {p)ì  {pi)y  conjugate  in  tal  punto,  sono  espressi  rispet- 
tivamente per 


( 
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1         d  Ioga          1  d  Iog6\ 

^^    f     \2\^a   '    àp      '   2l^a  '     dp  )  * 

1         d  logc         1  d  loga\ 

2Ì76   *  ~dpr  *  ~WÌ  '    àp,    1  ' 


( 


Relazione  tra  le  derivate  delle  coordinate  rettilinee  a?,  y,  z, 
e  le  derivate  delle  coordinate  curvilinee  p,  p^ ,  o^ . 

Non  si  paò  entrare  in  quest'argomento ,  senza  profittare 
dell'opera  importante  del  Sig.  Lamé  sulle  coordinate  curvi- 
linee {*),  Qai  il  mio  scopo  principale  si  è  di  arrivare  per 
una  via  più  breve  e  più  facile  a  ricordarsi ,  alle  due  leggi 
memorabili  scoperte  dal  Sig.  Lamé^  e  che  esprimono  la  ma- 
niera onde  variano  le  curvature  delle  superficie  conjugate 
in  sistema  ortogonale,  leggi  la  cui  dimostrazione  diretta  é 
stata  oggetto  di  studio  ai  valenti  geometri  Sigg.  G.  Bertrand 
e  O.  Bonnet  (**). 

Le  formole  (18)  del  §.  VII ,  cssendu  nel  nostro  caso 
0  =  a'=  i'  =  c'y  si  riducono  alle 

.-  dx dp       dx    dpi      dx   dpa 

dp  dx  '  dpi  da?    '  dp2  dx 

Osserviamo  che  le  due  formole  del  calcolo  differenziale 


dV 
dp- 

dV 

dx 

dx 
dp 

dV 
dy' 

dy 
dp 

dV 
"^  dz 

dz 

■dp   » 

dV 

dV 

do; 

dV 

dy 

dV 

1 

dz 

dp, 

da:  ' 

àpi 

dy 

'  dp, 

'   dz 

dp,  ' 

(*)  Journal  dii  M.  Liouville,  tona.  V^  pag.  313,  aD.  1840. 
(**)  Joarnal  de  Técole  polytechnique,  cahìer  29  et  32. 
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in  grazia  delle  relazioni  (1)  dircnlano 

^  —    /ÉY    i^      dV    d/j      dV    d^v 
da  \dx  '  ix       dy  '  dv      dz    '  òx  / 

(B)    { 

dpi  Vda:  *  da?       dy   *  dy       djs   '  dz  / 

nelle  quali  equazioni,  siccome  nelle  (1) ,  non  che  in  quelle 
che  nasceranno  da  esse,  si  possono  assoggettare  simultanea* 
mente  alla  permutazion  circolare  le  lettere    de'  due  gruppi 

(a,   A,   e),   (p,   Pi,   pa). 

Se  nella  prima  delle  (B)  si  pone    V  sss  -i-  ,  risulterà 


dx 


d      dp      a     d 
do  '  dx       2    do; 


[Ù'M%)'Ht)"\-TÈ- 


(2) 


cioè  risulterà  la  prima  delle  tre  seguenti,  e  dalla  prima  le 
altre  due: 

d      dp  _   a_     d« 
dp  '  da?        2  *  da?  ' 

J^     dp,      j^    d^  . 
dp(  *  dr        2      da? 

A     ^-  -i  ^ 
dps  *  da?        2    da?  ' 

Se  nelle  due  equazioni  (B)  si  fa  rispettivamente 

da?    '  da?  ^ 

e  poi  si  moltiplicano  Tuna  per  b  e  Tal  tra  per  a ,  e  si  som- 
mano  i  prodotti^  viene  : 
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,  d     da,         d 
dp     ax       ap 


,     dx  dr  Ldx    dx      dy     dy       dz     dz  J 


ex 
Da  questa,  pel  solito  giro  di  lettere,  si  ottiene  il  sistema  : 

h  —    ^-h  —    ^  =  0 

d^    dx  djO|  *  do;  ' 

(3)  f        e—  .^^-{^  b  —  .^^  =  0 
^  dj9|  '  do:  dpa  *  da?  ' 

^    dg^  ^    ^  _  (I 

(  d|9a  '  dar  dp  '  dx 

Dalle  (1)  prendiamo  la  derivata  della  prima  rispetto  a  p^  ^ 
0  la  derivata  della  seconda  rispetto  a  p.  Essendo 

d^x   _    d^x 
dpdp^~  dp.dp  ' 
si  otterrà 

d       dp       dp      da         ,   ^      ^Pi      ^Pi     <li 
a  —  ♦     ^    ■!■  -i—  .  —  ==&-«.    ^   ■  1 1  -i—  .  —  ; 

dpi    dx       dx    dpi  dp    dx       dx     dp 

e  da  qui,  avendo  riguardo  alla  prima  delle  (3),  nasce ,  ma- 
dre delle  altre  due,  la  prima  delle  tre  : 

d      ^P  __  ^Pi     ^^        ^P     ^^ 
dpi  '  dx        dx  '  dp        dx  *  dp^  ' 

(4)  (  24—    ^—^    dc_  _  dp.     dé^ 
dpa    <1^       ^^   '  dpi        da:  '  dp^  ' 

dp  *  do?       dx    '  dp2        dx     dp 
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Da  ciascaDO  de'qaattro  sistemi  (1)^  (2),  (3),  (4)  se  ne  fanno 
scaturire  altri  dne  analoghi  col  solo  mutare  la  x  nella  y  e 
nella  z. 


'  ■ 


Relazioni  tra  le  direzioni  degli  assi  curvilinei  Cf  (Ji  j  o^ 
e  ira  le  loro  derivate  parziali  prese  rispetto  a 

Poiché  le  tre  superficie  (p),  (p^)^  (p^)  si  tagliano  in  ogni 
punto  M  ad  angolo  retto,  secondo  tre  linee  od  assi  curvili- 
nei a,  (7i  9  Ja ,  gli  assi  rettilinei  Mx',  My',  Mz^  tangenti  nel 
punto  M  alle  tre  linee  a,  Ci ,  a^ ,  saranno  rettangolari.  Sup- 
posti adunque  rettangolari  gli  assi  primitivi  Ox,Oy,OZf  se, 
come  già  più  sopra  si  è  convenuto,  si  denotano  per 

{X,[x,v),    (V, /*',  v-),    (X",  itt",  v") 

le  direzioni  positive  de'nuovi  assi  Mx\  Mj/,  M/  rispetto  ai 
primi,  avremo: 

X  =  CQs(xx)  j  W  =  cosfajy')  ,  X"  =  co8(«')  , 
[i  =  cosfyar')  ,  li'  =  cos(yy')  ,  /x"  =  co8(y«')  , 
V  =  cos{zx')  ,     v'  =  cos(jiy')  ,     )/'  =  cos(«;')  ; 

e  dalla  semplice  ispezione  di  questo  quadro  si  vede  che  le 
direzioni  positive  degli  assi  Ox,  Oy,  Oz  ,  rispetto  agli  assi 
ìlx'y  My',  Mz',  sono  rappresentate  da  (X,  X^  X"),  {[ijli'yli^U 
(v,v',/). 

Qui  torna  comodo  d'introdurre  le  seguenti  notazioni  del 
Sig.  Lamé  : 

H  =  l/^a,    H,=  i/^4,    H^=i/^c, 

donde 

HA  =  1,    HA=1,    VL^K  =  \. 

Ciò  posto,  le  formole  (17)  del  §.  VII ,  combinate  colle  (1) 
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del  S  attuale^  daranno 

A      —      n      -        —  KM  j 

(5)    f      ^'=*'d^=H.5^» 

colle  altre  che  nascono  assoggettando  sìnialtaneamente  alla  per* 
matazion  circolare  i  due  grappi  (X,  /a,  v  ),  {x,  y,  z);  e  le  (3) 
dello  stesso  §.  VII  diventano  : 

.     d»'=J[d/),    dy'=H,do,  ,    dV  =  H,  da, , 
(6) 


(     dx'  = 


dp  =s  Ada:'  ,     dp,  ;=  A,  dy',     dp^  =  A^  djs' . 
Fermiamoci  alquanto  a  considerare  il  caso  in  cai  risalta 

In  questo  caso  singolare,  se  le  tre  equazioni 

(A)'      X  =  a?(p,  p,  ,   pa)  ,   y  =  yip,  pi  ,   Pa)  ,   Xz=zz(p,  Pi  ,   p,), 

si  riguardano  come  rappresentanti  tre  superficie  di  cai  le 
coordinate  rettangolari  siano  p,  pi  ,  p,  9  essendone  i  para^ 
metri  Xj  y,  Zj  la  considerazione  dell'equazione  : 

dp*  H-  dp%  4-  dp%=  A"(da5"  +  dy'^-  dz") 

fa  palese,  che  le  tre  nuove  superficie  (A)'  si  taglieranno  in 
ogni  punto  dello  spazio  ad  angolo  retto. 

Per  trovare  un  sistema  di  superficie  conjugate,  relative  a 
questo  caso,  concepiamo  nello  spazio  due  figure  (  ossivvero 
due  sistemi  di  punti)  connesse  tra  loro  per  quella  legge  no* 
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Cissiraa  a  coi  ora  si  dà  il  nome  di  traafùrmmzione  per  raggi 
reciproci^  e  che  consiste  in  due  cose  :  1.^  Che  le  due  figure 
si  possano  disporre  cosi  che  i  loro  punti  corrispondefUi  M,  m 
si  trovino  sopra  un  medesimo  raggio  emanante  da  un'origi- 
ne fissa  0  ;  2.^  Che  questi  punti  corrispondenti  sodisfaccia- 
no all'equazione 

OM.O1»  =  k  ,      donde    OM  =  A  , 

per  la  quale  dato  l'uno  si  determina  subito  l'altro. 

Consideriamo  sopra  due    raggi    distinti  le   due  coppie  di 
{vunti  corrispondòoti  (M,  m),  (N,  n),  talché  si  abbia 

0M  =  ±,         0N=±. 


La  forinola 


:2  jrT^2 


MN  =  OM    4-  ON  ~  20M.0N  cos(MON) 
darà 

mn 


MN=d=ft 


Om.On  * 


Per  determinare  il  segno  del  secondo  membro  ,  osserviamo 
che  se  i  punti  N,  ti  si  fanno  cadere  sullo  stesso  primo  rag- 
gio OM^  allora  si  ha 

MO-hON=MN, 
e 


*(^-*-^)=* 


mO  -4-  On mn 


wO     On/  mO.On  Om.On  ' 

Dobbiamo  dunque    neirequazion  precedente  scegliere  il  so- 
gno inferiore,  e  scrivere 

Om.On 
Se  il  punto  N  é  infinitamente  vicino  al  punto  M ,  anche  il 
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punto  n  sarà  infiDitamente  tìcìoo  al  punto  m,  ed  in  questa 
ipotosi  Tequazion  precedente  si  traduce  nella 

MN  * 


mn  Om 

e  sotto  questa  forma  rende  manifesto  che  se  il  punto  N  de- 
scrìve intorno  ad  M  una  figura  infinitesima,  anche  il  punto 
n  descrìverà  intorno  ad  m  un  altra  figura  infinitesima,  che 
sarà  inversamente  o  direttamente  siipile  alla  prima  seoondo- 
chò  h  è  positivo  o  negativo.  Infatti  seguiamo  i  punti  N ,  n 
nelle  posizioni  infinitamente  vicine  N',  n'.  Si  avrà 

MN       MN'        NN'  k  OM" 


mn        mn!         nn'  Om*  k 

Cosi  i  due  triangoli  corriepandenli  MNN',  mnn'j  avendo  pro« 
porzionali  i  loro  lati  omologhi,  sono  simili  nel  rapporto 

=  —  k.Om-^ 

Sugli  assi  rettangolari  Ox,  Oy^Oz  siano  /s,  p,  ,  p^le  pro- 
iezioni del  raggio  OM,*  ed  a:,  y,  z  siano  le  projczioni  del 
raggio  Om.  Poiché  le  rette  che  hanno  la  slessa  direzione  , 
sono  proporzionali  allo  loro  projezioni  omologhe,  sarà 

OM        P_  pi       p2 
Om         X  y        X    ^ 

^.  OM         *  OM* 

ovvero,  a  causa  di  — -.  =  .---5  =  — —  , 

Om        Om  k 

nx9  ^9^  ^9^  _  *  _  P' ■*-/>'■  -^  p\ 

X  y  z         a?*  -H  y*  -H  2*  k 

Similmente  sugli  assi  Ox  ,  Oy ,  Oz  siano  (óp ,  dp.  ,  djo,  )  , 
{àx ,  dy ,  dz)  le  projezioni  rispettive  delle  due  linee  corri- 
spondenti MN^  mn  infinitesime;  dalla  (a),  ossia  dalla 
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ù  ottiene 


{e)  Ax^  +  Af  H-  dz»  =  ~(Af  H-  àp\  -+-  dpS) . 

L'esposte  proprietà  della  trasformazione  per  raggi  reci-^ 
proci  sono  state  dichiarate,  ma  con  giro  al  tutto  diverso  , 
dal  Sig.  Lioaville  (*),  il  quale  ha  pur  dimostrato,  integrando 
una  certa  equazione  del  Sig.  Lamé ,  che  le  forinole  rehitive 
atta  trasformazione  per  raggi  reciproci  sono  le  sole  che 
facciano  alla  relazione  ; 


ix^  4-  dy*  -+-  djR*  =  W(àp''  -H  dp\  H-  dp^^. 

Del  rimanente,  oltre  il  Sig.  William  Thomson  (^)  ed  il  Sig. 
Liottville,  si  sono  occupati  delle  applicazioni  di  questa  tra* 
sformazione  per  raggi  reciproci,  molti  altri  geometri  ed  in 
particolare  il  eh.  Prof.  Giusto  Bellavitis. 

Osservando  la  {e),  si  vede  che  le  relazioni  (ò)  sommini- 
strano due  sistemi  tripli  di  superficie  ortogonali,  secondochè 
vi  si  riguardano  come  parametri  le  j9  ^  p^  j  p^  ^  ovvero  le 
x,  y,  X. 

Le  superficie  (p),  (pi) ,  {pz)  del  primo  sistema,  si  riducono 
alle  seguenti  ; 


2pf        "  \2f>i 

2pJ 


(W  »•+(»- è)"  ■^.■=(^)'. 


{*)  Journal  de  Malb.  an  1847^  Note  a  Monge,  an.  1850. 
(**)  Journal  de  Math.  an.  1845,  pag   369. 
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e  sono  evideatemenle  tre  saperficie  sferiche  che  toccano 
nell'origine  O  i  tre  piani  coordinati  yz^  zx^  xy,  e  dove  per- 
ciò si  tagliano  ad  angolo  retto,  e  tengono  il  lor  centro  mo- 
bile sopra  i  tre  assi  rettangolari  Oxj  Oy,  Oz.  Le  superGcie 
del  secondo  sistema  son  pare  tre  superficie  sferiche,  perfet- 
tamente analoghe  alle  precedenti. 

Si  ponga  or  mente  al  seguente  teorema  ,  a  mia  notizia  , 
nnoTO. 

Se  tre  itq)erficte  sfertehey  conjugate  in  mtema  ortogonale j  sono 
rappresentate  ciascuna  da  un'equazione  ad  un  solo  parametro  , 
h  tre  superficie  passeranno  costantemente  per  un  punto  fisso  ,  e 
toccheranno  in  questo  punto  tre  piani  fissi  ortogonali^  e  le  loro 
equazioni  saranno  detta  forma  (d). 

BIX08TBAKI0VS.  Sia  M  un  punto  particolare  dove  si 
segano  ad  angolo  retto  le  tre  superficie  sferiche.  Gli  assi 
rettangolari  Mx',  ìly',  ÌSz'  tangenti,  nel  punto  M,  alle  loro 
intersezioni  (7,  Ci  9  a^j  saranno  normali  rispettivamente  alle 
stesse  superficie,  e  passeranno  per  il  loro  centro.  Quindi, 
ove  queste  superficie  si  riferiscano  agli  assi  Mx',  My\Mz\ 
le  loro  equazioni  (d^)  saranno  ciò  che  diventano  le  (d)  allor- 
ché ad  Xj  y,  z  si  sostituiscono  le  x'y  y\  z',  relative  a  que- 
sti assi.  Rispetto  agli  assi  fissi  Ox^  Oy,  Oz,  siano  Xi  ^  yi , 
js,  le  coordinate  del  punto  M,  e  le  direzioni  de'nuovi  assi 
Ma;',  My',  M2'  si  esprimano  come  più  sopra.  Avremo  dalla 
trasformazione  delle  coordinale 

a?'  =  X  (a?  —x^)  -4-  fJL  (y  —  y,)  -4-  y  (z  —  :r,)  , 
y'  =  X'  (a?  —  a:,)  -i-  ^m'  (y  —  yj  ^  y\z  ~  «,) , 

J  =  r(x  -  x,)  -h  /x"(y  -  y.)  +  v"(z  -  z,)  . 

Sostituendo  questi  valori  nelle  (d') ,  otterremo  1'  equazioni 
più  generali  di  tre  superficie  sferiche  conjugate  in  sistema 
ortogonale.  Ora  se  vogliamo  che  queste  equazioni  non  con- 
tengano ciascuna  che  un  solo  parametro,  Tuno  distinto  dal- 

Annali  di  Scienze  Mot.  e  Fi$,  T.  IV.  ottoln-e  1883.  25 
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l'altro,  é  necessario  suppor  costanti  tutte  le  quantità  (diver- 
se da  Xj  y,  z)  che  entrano  simultaneadaente  nelle  tre  equa- 
zioni, vale  a  dire  convìen  suppor  costanti  le  coordinate  (r,  , 
y^  ,  Zj)  del  punto  M^  e  lo  direzioni  (A,  |a,  v)  ec.  degli  assi 
Mx\  My',  M;;',  ed  ayremo  cosi  l'equazioni  più  generali  ad 
un  solo  parametro,  di  tre  super6cie  sferiche  conjugate  in  si- 
stema ortogonale.  Affinchè  quest^equazioni  possano  formarsi 
è  dunque  necessario  che  le  tre  superficie  sferiche  passino 
per  un  punto  fisso,  e  che  tocchino  in  questo  punto  tre  piani 
fissi  rettangolari ,  e  che  però  si  possano  rappresentare  da 
equazioni  della  forma  (d). 


Convenzione  notabile,  e  identità. 


Qui  giova  richiamare  che  il  punto  arbitrario  M(a7,  y  ,  z) 
per  ove  passano  le  tre  superficie  conjugate  (/?),  (j^i),  {p^)y  é 
la  origine  de'tre  assi  curvilinei  a,  Ci ,  a^  9  linee  d*  interse- 
zione di  esse  superficie,  non  che  degli  assi  rettilinei  Mar', 
ÌAy'j  ìiJ  tangenti^  nel  punto  M,  agli  assi  curvilinei;  e  che 
inoltre  àx\  ày\  dz'  rappresentano,  secondo  gli  assi  Ma:',  My', 
TAz\  le  componenti  di  una  retta  infinitesima  d«,  nascente  da 
M  (si  veda  il  §.  VII).  Ciò  posto,  ò  evidente  che  le  do/,  dy% 
àJ  si  possono  pur  riguardare,  nel  punto  M  ,  come  i  primi 
elementi  da ,  dai  »  d^a  àef^i  assi  curvilinei  a,  (7i ,  a»  t  e 
che  per  conseguenza  Tequazioni  (6)  equivalgono  alle  seguenti 

da  =  H  djD,    dor^  e»  Hi  dp, ,    da,  =  Ha  Ap^  , 
dp  =3  A  da,    Api  =:  hi  dai,    Ap^  =  A2  da^  . 

Il  che  richiamato,  osserviamo  che  gli  archi  a,  ai ,  a^  non 
si  possono  prendere,  in  un  modo  generale ,  come  variabUi 
indipendenti  rispetto  alle  altre  quantità,  per  esempio,  rispetto 
alle  H,  Hi  ,  H2 .  Infatti  queste  linee  coordinate  a,  ai  ,  a, 
cangiano  di  luogo  e  di  forma  passando  da  un  punto  (a?,  y,  z) 
ad  un  altro  punto  qualunque. 
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Onde  è  che  se  si  vogliono  introdurre  nel  calcolo  espres- 
sioni analoghe  alle  segHcnti  : 

d      dH  ^     ^ 

dcr  '  doTi  '         dor,  *  da^ 

(uso  che  io  adotterò  in  appresso,  siccome  fonte  di  gran  sim- 
metria e  semplicità  ne'risultati)  convien  sempre  sostituire,  o 
almeno  concepir  sostituiti  a  àa ,  dori ,  d^a  i  loro  Talori  Hd^, 
Hi  d^i ,  Ha  d|92  9  e  dopo  eseguite  le  differenzazioni,  sostituire 
di  nuovo  a  d^,  d^i  ,  dp^  V  espressioni  equivalenti  daH^' , 
dci  H^'i  ,  d^aH'^a  .  Per  questa  convenzione  a1)biamo  Tequi" 
valenze  simboliche  del  tipo: 

i.    dH_l^    ^/J^     dHv  , 
d(j  "do-.^H    dpVHi  '  ipj  ' 

e  da  qui  s'inferisce 

d     dH  _  JL_     d"H^ 1_     dH      dH. 

da  *  d7,  ~  HH,    •  dpdp,        HH%  '  dp,'    dp   ' 

Si  trova  similmente 

A^    dH_   1         £H 1_     dH    dH 

dcx,  '  de;  ~  HH,   '  dpdp,     HiH^  *  dp  "  dp,  ' 

e  per  conseguenza 

^ffi_^dH__l^dHdH^ L^     ^ 

dff  '  dffj      .  d<7i  '  dar         H   '  dor  *  da,         H,  '  da^  *   dof  * 

Notiamo  adunque  che  le  due  quantità 

d      dH       d^     dH 
d(7  '  d(7j  '  dar,  '  da 

non  sono  eguali,  o  che  non  e  lecito  di  porre.: 
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A    dH_    d_    dll 
do*  '  do*!        do*!  '  da 

Operando  coli^indicata  avvertenza,  si  trova 

d/dlogHv      j_/l     dHv      j^     d^    ^^1J^\ 
aÀ    da    /      da\H   'da/      H  '  da  '  da        H^daJ 

-L    A     ^H      /d  logHv' 
*^H  •  da*  da      \~da~ )     ' 

donde  la  prima  delle  due  seguenti  identità  ;  la  seconda  si 
trova  in  modo  simile  : 

JL    A    dH_  d yd  logHv      /d  logH  v' 
H   'da'da~da\    da    /**">    da    /     ' 

(7)  1 

-1     i-    dH_J_/dJogHx      dlogH    dlogH 

H   'da,  *  daa     dajX  da^    /         daj    '      da, 

E  queste  identità  son  madri  di  tutte  quelle  che  nascono  as- 
soggettando alla  permutazion  circolare  dapprima  le  sole  let- 
tere (a,  ai  ,  aa),  e  poscia  in  tutta  la  famiglia  delle  nate»  le 
sole  lettere  (H,  Hj  ,  H,). 

Si  noti  infine  che  i  valori  inversi  de*  raggi  di  curvatura 
principali  delle  tre  superficie  {p^)y  (p),  (pi)  trovati  più  so- 
pra (B),  ove  si  esprimano  colle  nuove  notazioni,  diventano 
rispettivamente  : 

(d  logH     dlogHi^ 
"dóT  '     da,    /  ' 

d  logH,      d  logH, 


<")  [    v~dr-'~dr^)' 

/d  logH,     d  logHv 
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Cerchiamo  adesso  la  forma  che  rivestono  le  (2),  (3)  e  (4), 
allorché  sì  adoperano  le  notazioni  precedenti,  e  vi  si  fa 

d£_  2L      ^r-  ^      ^II—^ 
ix        É    '  dx        a,   '  da?  ~  Ha  ' 

eguaglianze  che  si  desumono  dalle  (5). 
E  primieramente  osserviamo  che  il  principio  espresso  da 

dV_dVd£^d£,dydpa 
àx      dp  '  dx     dpi    '  dx      dps  '  dx  ' 

si  traduce  nel  seguente 

dx  da  d^i  d^a  ' 

dove  in  luogo  di  Y  sostitueremo  successivamente  H,  Hi ,  Ha* 

La  prima  delle  (2),  cioè  -p- ,  -r^  =  --  —,  diviene 

dp    da;         2    dx 

A    A_5!    Ah-2  —  _1    — 
dp'n  ~    2   '  dx  H^  '  dx  ' 

ed  appresso  : 

1      dX        ^    dH__l/      dH  dH      ^„dH\ 

H"  •  d/)~  H   '  d(7  ""        H  \      d(x  "^      de;."*"       dcj  ' 

donde 

dp  \        dOTi  dOTa/    ' 

nella  quale  è  lecito  di  assoggettare  simultaneamente  alla  per- 
mutazion  circolare  ciascuno  de*quattro  gruppi 

(A,  X',  X"),    (p,  p, ,  pa),    (<;,  a, ,  a^) ,    (H,  H^,  H^). 
Si  ha  dunque  il  sistema 
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dp  \     d(7,  daj  ' 

dpa  \        d(7  dCi  / 

Similmente^  la  prima  delle  (4),  cioè 

A       àp      àpi     di       ép    da 
dpi     do;      dj?  *  d/9       dx'  dp^ 

si  converte  successivamente  in 

^"  dp.  •H-H:d^"/~r'd^"' 

„dX        ,  dH       ,,  dH,         ^  dH      dX       ,,dH. 

U A  -= —  =  A  -  j       —  A  ^—    9  -\ —  =  A  — j—    . 

d^i  dp,  dp  dpi      dpi  da 

Da  qui,  per  legge  manifesta  di  simmetria,  si  trae  il  sistema 

dp,  dar     '  dpa  da 

.„.    .     dX'       .„dH,       dX'_     dH 
1     d^j  dff,       d|9  d(7, 


dX" 


_     dH        dX"  _  •   dH, 

«■— — •  A   "1        ,      -         ■    ■  A    ^  j  • 


dp  d<72       dpi  d(7 


2 


Proponiamoci  di  determinare  i  valori  delle    dne  espressioni 

-r— ; —  ,  ; — T-  »  per  eguagliarli  poscia  tra.  loro.  DalFequa* 
dpdpi      dp,  dp     ^ 

zione 
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dp  \      dtf,  d(Ja' 

e  dalle  (8),  si  ricaTa 

àpàpi  ^    dpi     d^'i  dp"     d(7^/      Ida,  '  dpi      dor,  '  dpj 

/d__     dH      dH    ^\y,,/à_    ^_^    !?LV 

Vd^i  "  dtfi      d^a  '  dora'  \d/j,  '  dcTa      dai  '  daa^ 

dH        dH, 


X^ 


da,  *    da 


«^   «  ..«  dX       ^,    dH,     .    . 

E  dair  eqaazioue    i— =  X'   -j —  si  ricava 

J!L_V—    ^5i-^^    ^'  — X'—    dB,      dH     dH, 
doidp  dp  *    da         da    '  dp  dp  *  da        da,  *  da 

Egaagliando  questi  risoltati,  viene 

^     ^    /  d      dH,       d      dH       dH      dHA 
\dp     da       dpi    da,      da,    da,  ' 

d      dH_  dH      dH,  V 

dpi  *  daa        da,  '    da,  /  ' 

Siccome  la  direzione  (X,  X',  X'')  dell'asse  primitivo  Ox  ,  ri- 
spetto ai  nuovi  assi  Ma;',  Mi/,  ìAz\  è  affatto  arbitraria,  non 
avendo  la  trasformazione  delle  coordinate  alcuna  influenza 
sulle  quantità  p,  p, ,  p^  y  R,  H,  ,  Ha  ;  così  l'equazione  pre- 
cedente si  dee  verificare  indipendentemente  dai  valori  di  X^ 
X".  Si  avrà  dunque  : 

dH_     dH,  _ 

da,  '   daa  ' 


d 

dU 

àpi 

*  dffi 

d 

dH, 

dp- 

d(7 

dH      dH     dH.        ^ 

—  =0. 


dp,  *  da,      daa  *  da^ 
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Qaestc  dae  forinole  divise  per  HH, ,  si  cangiano  nelle 

^     _i     ^H       <»  'ogH    dIogH,  _ 
H     dff,  '  dffa        dff,     *      ial  * 

1       d       dH,        1        d      dH 


d  logH     d  logH.        - 

— .  —  ^ Il     .    ■  sss  Uj 


Hi  '  do*  '    da  H   '  da,  *  da,        d^a  da, 

dalle  qaali.  se  sostitaiamo  airespressiooi  r=-  ■  -?—  •  -i—  9  etc. 

H      da,     daa 

le  loro  equivalenti  desunte  dalle  identità  (T)^  otterremo  : 


d_ 
da 


/d  logH\  d  logH/d  logH       d  logHA 

,\  daj  /  da,    \  da^  da^     / 


^^K     da^    da    /"^da,\  da,    / 

|_       rd  logH    dIogH,      vdlogH,\^       /d  logHv'  n 
^  L  da^     '     daa         \     da     /        \  da,    /  J 

con  tutte  le  altre  che  nascon  da  esse  assoggettando  simaU 
taneamente  alla  permutazion  circolare  le  lettere  de*dae  grop- 
pi  (a,  a,  ,  a 2) ,  (H,  H, ,  Ha). 

E  queste  sono  le  formolo  che  contengono  j  come  or  ve- 
dremo^ le  due  leggi  del  Sig.  Lamé  relative  alla  curvatura 
delle  superficie  conjugate  in  sistema  ortogonale. 


Nel  caso  di  H  =  H,  =  H^ ,  la  prima  dell'  equazioni  (9) 
si  risolve  evidentemente  nelle  due  seguenti  : 


d  logH,        d  logH 
daa  daa 


=••    l(^)=o- 


le  quali  dicono  rispettivamente  che  in  ciascuna  delle  tre  su- 
perficie conjugate  (p)  9  (^,}  y  (j^a)  »  come  nella  (pa)  9    i   due 
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raggi  principali  di  carvatara  sono  eguali  in  ogni  panto  ,  e 
che  di  più  non  variano  di  grandezza  nel  passare  da  uni  punlo 
all'altro  della  slessa  superficie.  E  siccome  ogni  raggio  prin- 
cipale è  incontrato  nel  centro  da  quello  che  gli  succede  al- 
lorché si  cammina  sopra  una  lìnea  di  curvatura,  cosi  quando 
questi  raggi  principali  sono  tutti  di  egual  lunghezza^  con- 
correranno necessariamente  tutti  in  un  medesimo  punto ,  e 
per  conseguenza  la  superficie  a  cui  appartengono  sarà  sferi^- 
ca.  Bimane  cosi  dimostrato  il  seguente 

TEOBEMA-  Le  superficie  (o)^  (pi),  (p,)  conjugate  in  sistema 
ortogonale,  e  sodisfacenti  all'equazione 

àx^  -H  dy*  H-  dz*  =H'(d|9'  H-  dp\  H-  ip\)  , 

sono  superficie  sferiche,  le  quali  essendo  ,  per  supposizione,  cia- 
scuna ad  un  solo  parametro,  possono  rappresentarsi  con  tre  equa- 
zioni della  forma  : 

'■-»'-(' -4:)'=(4;)"- 

Da  questo  teorema  discende  ,  quasi  corollario  immediato  e 
senza  bisogno  d'integrazione  alcuna,  la  proposizione  del  Sig. 
Liouville  citala  di  sopra. 


Cerchiamo  per  ultimo  di  tradarre  nel  linguaggio  del  Sig. 
Lamé  le  formole  (9). 

Noi  sappiamo  :  l.""  che  da  ,  d^i  ,  ad ,  elementi  iniziali 
degli  assi  curvilinei  a,  (Ti ,  Oi  ,  sono  tre  archi  infinitesimi 
che,  a  partire  da  un  punto  arbitrario  (x,  y,  z),  si  hanno  da 
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da  percorrere  salle  normali  Ma/  ,  My'  ,  Mz'  alle  saperficie 
(ph  {Pi)^  (P2)  P^^i*  passare  alle  superficie  della  stessa  specie 
infinitamente  vicine;  2.^  che  i  tre  piani  rettangolari  (ia,  d(7,), 
(d(7i  ,  doTa) ,  (doTa,  òo)  determinano  in  ciascuna  delle  tre  9n* 
perficie  due  sezioni  normali,  di  cui  i  raggi  osculatori  sono 
i  raggi  principali  della  superficie. 

Riguardando  gli  archi  da,  dd  9  dc^ ,  come  gli  elementi 
iniziali  di  queste  sezioni,  siano  da  e  doc  gli  angoli  di  con- 
tingenza delParco  da  considerato  successivamente  ne*due  piani 
(doTa  ,  da)  j  (dji  ,  da)  normali  alle  superficie  (p^)  e  (pi)  :  dai 
e  àoci  quelli  dell'  arco  dai  9  ne'  piani  (da,  dai),  daa ,  da,) 
normali  alle  superficie  (p)  e  (p^)  ;  da,  e  d^a  quelli  dell'ar- 
co da,  ne'piani  (dai  ^  daa) 9  (d<7,  da,)  normali  alle  superficie 
(/»i)  e  (P2)  ;  e  si  ponga 

da  =  oda  =  ydoc , 
da,  =  c,dai  =  yida» , 

daa  =  <?2daa  =  Vada^  . 

Le  tre  coppie  di  quantità  (e,  y) ,  {c^ ,  y,) ,  (c^  ,  ya)  rappre- 
sentano i  sei  raggi  di  curvatura  principali  delle  tre  super- 
ficie conjugate;  e  i  valori  inversi  di  questi  raggi,  vale  a  dire 

/.l        1\      /l        1\      /l        1\ 

sono  le  curvature  che,  considerate  due  a  due,  vengono  dette 
dal  Sig.  Lamé  conjugate  in  asse^  e  conjugaU  in  superficie. 

Le  curvature  di  ciascuna  di  coteste  tre  coppie  sono  conju- 
gate in  a$se^  e  quest'asse  ò  a  per  la  prima  coppia,  ò  ai  per 

,1       1  \ 
la  seconda^  ed  é  aaper  la  terza  coppia  ;  essendoché  1 —  ,  — 1 

rappresentano  le  curvature  dell'arco  da  considerato  dappri- 
ma sulla  superficie  aai ,  e  poscia  sulla  superficie  aaa  ;   sì- 


"arco 
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—  >  —  )  rappresenlano  le    carvatarc    dell 

d^i ,    considerato  prima  sulla  saperBcie  (7|aa  •  e  poscia  sulla 

/l       1  \ 
superficie  (7,crj  ed  infine  ( —  ,  — )  quelle  dell'arco  da^con- 

siderato  prima  sulla  superficie  G2O9  e  poscia   sulla   superfi- 
cie   (72<7l  • 

Le  curvature  conjugcUe  tn  superficie  sono:  sulla  superficie 

1        1  \ 
oGi  ,    quelle  degli  archi  ia  ,  da,  ,  cioè  l^^   ,  — jjsuUa  su- 

/l       1\ 
perficie  j|  a^  y  quelle  dej[Ii  archi  d^j  ,  d^a,  cioè  1. — ,  —  jj 

e   sulla  superficie  a^o' ,  quelle    degli   archi   dor, ,   dor ,  cioè 

f —  ,  — ]  .  In  una  parola  le  cur?alare  conjugale  in  super* 

ficie,  (p,),  (p),  (p,),  sono  rispettivamente  comprese    nelle  tre 
coppie 

/l        1\/1        1\/1       Iv 

Per  piano  di  curvatura  s'  intenda  quello  del  suo  circolo 
osculatore;  per  varicizione  di  una  quantità  secondo  una  certa 
linea,  s'intenda  il  limite  del  rapporto  dell*  accrescimento  di 
questa  quantità  all'arco  percorso  sulla  linea. 

Poiché  le  curvature  conjugate  in  superficie^  (^^1)»  (^i^a)  f 
{02^)9  nel  punto  M^'sono  rappresentate  tanto  da 

/d  logH      d  logHi  \      /dJogH,      d  logH^x      /d  logH^      d  logHv 
\  dòT"  '      d(7a     /  '  \    d(j       '       d(j     )  '  Vd^  '  1^) 

quanto  da 
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le  dae  equazioni  (9)  equivarranno  alle 

\'  e  y\  e         Vi' 


da. 


i-.l+i-  i=_ri.i^(l)V(in. 

Ecco  ora  ia  quali  termini  il  Sig.  Lamé  traduce  queste  due 
equazioni. 

I.  La  variazione  di  una  curvatura  secondo  Tasse  normale  al 
suo  piano,  è  uguale  al  prodotto  negativo  della  sua  conjugata  in 
asse^  pel  suo  eccesso  sulla  sua  conjugata  in  superficie. 

II.  Il  prodotto  delle  due  curvature  di  una  stessa  superficie  , 
aumentato  della  somma  de^ quadrati  delle  loro  conjugate  in  asse, 
è  uguale,  ma  di  segno  contrario,  dUa  somma  delle  variazioni 
di  queste  due  ultime  curvature  secondo  i  loro  assi  reciproci» 

Berna,  1  Settembre  1853. 
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■       ■  ».  I      ■ 


miOBNO  AD  UN  TEOREMA  DI  MECCANICA 

ANALITICA. 

NOTA 
BEI.  SIC.  PHOV.  I.  BIUOSGHI 

Indicando  con  q^  ^  ?a  •  •  •  •  7n  »  n   yariabili  indipendenti  , 

con  T  la  semisomma  dello  forze  vive  ,  con  U  la    funzione 

delle  forze,  e  con  pi  ,  p^  ••  *  ,pa  ordinatamente    le  espres-* 

sioni 

dT        dT  ^ 

le  equazioni  del  movimento  assumono  come  è  noto  la  forma: 

n\       Jyr   ^  d(T  -  U)  ipr  _      d(T  -  U) 

^  '        d^  dp^        '  dt  dqr 

nelle  quali  facciasi  r  =  1,  2,  3  . .  .  n. 

Se  a  =  f  ,  i  =  (p  sono  due  integrali  di  quelle  equazioni 
alle  derivate,  ha  luogo  come  ò  noto  la  proprietà  che  . 

V^  /da    db         da    d4  \ 

Questo  importante  teorema  dovuto  a  Poisson,  venne  indicato 
da  Jacobi  come  mezzo  di  ricerca  degli  integrali  nei  proble- 
mi di  dipamica  (*).  Il  Sig.  Bertrand  in  un  lavoro  comuni- 
cato recentemente  airAccademia  delle  Scienze  (^  ha  enun- 

^— ^—M ^— ^■^— —  — .— — —        Il  I  ■      I        I  ■  ■      .  ■  I 

n  Journal  de  Liouville.  Mémoire  sur  l'intégralion  des  équations 
différentiellea  de  la  MéeaDique  par  H.  Bertrand.  Octobre  i852.  An- 
nali di  B.  Toriolini.  Sulla  variazione  delle  costanti  arbitrarie  nei 
problemi  della  dinamica.  Agosto  1853. 

(**)  Gomptea  Rendua  dea  Séances  de  TAcadémie  des  Sciences.  N« 
19.  _  8  Nov.  1852. 
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ciato  un  naovo  teorema  analogo  a  quello  di  Poisson,  la  di- 
moslrazìone  e  geoeralizzazioQe  del  qaale    teorema   formano 
lo  scopo  di  questa  nota.  Il  teorema  del   Sig,  Bertrand  é  il 
seguente  :  Se  :  , 

Sono   quattro   integrali    di  ^un   problema    di  dinamica  ;  la 
espressione  ; 

l     da    da    da    da 

dp^  àqr  àps  àq. 


(2) 


XX. 


d^  d^  d^  d^ 

dpr  dqr  iPs  àgs 

òy    dy    dy    dy 
dpr  dqr  dq,  dq, 

da   d^  dd   da 

dpr  dqr  dp,  dq, 

nella  quale  pongasi  r  =  1,  2^  3  •  . .  n  ,  «  =  1,  2,  3  .  •  *  n  » 
sarà  costante  per  tutta  la  durata  del  movimento,  per  cui  in- 
dicandola con  {Uf  ^j  7»  a),  la  equazione  : 


(3) 


(«»  /S,  7,  $)  s=  cosi'. 


9 

Sarà  un  quinto  integrale  od  una  identità. 

Osserviamo  che  il  determinante  dell'espressione  (2)  egna> 
glia  la  somma  dei  prodotti  e  due  a  due  dei  determinanti 
binarj  che  si  ottengono  combinando  opportunamente  gli  ele- 
menti del  determinante  medesimo,  per  cui  si  ha  che  quella 
espressione  (2)  è  eguale  alla  seguente  : 


sx. 
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>) 

• 

da      da 

d-y      dy 

da      da 

d/3     a/s 

l  àpr  '  dqr 
M/3      d/3 

dj),  '  dj. 

Apr  '  dp^ 

d/>,  '  dqs 

dd      dd 

dy       dy 

d$      dd 

dpr  '   djTr 

d|),  '  dy. 

d/>r  '  dy^ 

Mi»,  '  iq. 

da       da 

d/3      d/3 

d/3      d^ 

da      da 

d/>r  '  ^ir 

d/?,  '  dy. 

^- 

Apr  '  djT, 

dp,  '  dy. 

d$       dd 

dy       dy 

dy      dy 

dd       d$ 

d/>^  '  Aqr 

dp,  '  Aqs 

Apr  '  dy. 

dp,  '  dy. 

d^     d^ 

dpr   '    d^r 


da      da 
dp,  '  dy, 

dy      dy 


dp,  '  dy. 


dy      dy 
dpr  '  dy. 


d3^    da 

àpr    '    àpr 


da 

da 

dp. 

'  dp. 

d/3 
dp. 

d/3 

'  àq. 

d3      dJ 
dpr  '  dy;. 

e  quindi  si  avrà  : 

(4)    (a,  /3,  7,  d)=2[(a,  /3)(y,  «)  -t-(a,  7)(d,  P)4.  (a,  J)(^,  y)  ], 

ed  in  conseguenza  del  teorema  di  Poisson  ne  risulterà  Ine- 
quazione (3). 

È  chiaro  pel  processo  di  dimostrazione  di  cui  si  é  fatto 
uso  che  il  teorema  del  Sig.  Bertrand  può  essere  generaliz- 
zato allorquando  si  considerino  sei,  otto  ....  inlegrali  di 
un  problema.  Difatti  le  espressioni  che  in  questi  casi  ter- 
ranno il  laogo  della  (a,  j3,  y^  d)  saranno  decomponibili  in 
somme  di  prodotti  a  tre,  a  tre;  a  quattro  a  quattro  ec.  di 
espressioni  della  forma  di  quelle  di  Poisson ,  e  quindi  go- 
dranno della  conosciuta  proprietà  di  queste.  Per  esempio  se 
0^9  ^y  7)  ^9  ^9  ^  fossero  sei  costanti  di  un  problema  di  di- 
namica si  avrebbe  la  relazione  : 

(a,  /3,  7>  ^>  ^>  5)  =  3C(«,  P)(7, 5,  rj,  ?)  H-  (a,  7)(/3,  J,  ?,  ^) 
-H  (a,  5)f/3,  y,-^,  §)  +  (a,  >7){/3,  y,  §,  5) 
-*-  («»  §)(/3,  y,  5,  >3)  3  =  cost.' 
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Le  j^ostanii  alle  qnall  si  sono    dimoslratc  egoali  le  espres- 
sioni analoghe  alle  (a,  jS,  7,  $)  hanno  valori  determinali  al- 
lorquando le  costanti  «,  /3 sieno  i  valori  iniziali  degli 

elementi  del  moto,  oppure  sieno  quelli  fornite    dal  metodo 
di  Hamilton.  Se: 

d^  df  df 

sono  gli  integrali  delle  equazioni  (1),  si  avrebbero  facilmen- 
te  le  : 

(«,,  /3,,  a,,/3,):^0, 

ponendo  nella  equazione  (4)  i  valori  corrispondenti  delle  fun- 
zioni di  Poisson. 

Pavia  4  Settembre  1853. 
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INTORNO  AD  ALCUNE  TAASFORMAZIONI 
D'  INTEGRALI  MULTIPLI 

MEMOBÌA  (•)  ' 
DEL  SIG.  ANGELO  «EIVOCCU 


La  trasformazione  delle  variabili  negl'integrali  multipli 
offre  uno  de*mezzi  più  fecondi  si  per  giungere  alla  deter- 
minazione o  riduzione  di  questi  integrali,  e  si  per  iscoprire 
fra  più  integrali  semplici  tali  relazioni  che  contengono  im- 
portanti proprietà  di  funzioni  trascendenti.  Accennerò  le  ri- 
cerche di  Laplace  intorno  agli  integrali  Euleriani,  pubblicate 
fra  le  Memorie  dell'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  pel 
1782,  pag.  13-20,  e  sopratutto  le  recenti  speculazioni  di  pa- 
recchi geometri  intorno  alla  sostituzione  delle  coordinate  el- 
littiche negl'integrali  multipli,  sostituzione  che  ristretta  dap- 
prima a  due  o  tre  variabili,  allargata  poi  a  qualsivoglia  nu- 
mero di  variabili^  diede  teoremi  nuovi  e  notabili  intorno  ai 
trascendenti  Abeliani.  Usò  le  coordinate  ellittiche  il  signor 
Gatalan  applicandole  alla  trasformazione  di  due  distìnti  in- 
tegrali multipli  in  una  eccellente  Memoria  che  venne  pre- 
miata nel  1840  dall*  Accademia  reale  del  Belgio,  e  in  cui 
cercò  di  stendere  agi*  integrali  Abeliani  due  proprietà  sco- 
perte da  Legendre^  delle  funzioni  ellittiche,  cioè  la  relazio* 
ne  tra  le  funzioni  complete  di  prima  e  seconda  specie  a  mo- 
duli completivi,  e  la  riduzione  delle  funzioni  complete  di 
terza  specie  a  funzioni   complete  e  incomplete   di  prima  e 


(*)  Il  soggetto  dei  ${.  1  e  2  di  questa  Memoria  fu  esposto  alla 
Società  delle  conferenze  tecniche^ài  Torino  neir  adunanza  del  21  lu- 
glio 1853.  Vedi  il  giornale  torinese  Riviita  delle  Università  e  dei  Col' 
legi,  ?<.»  30  (28  luglio  1853). 
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seconda;  se  non  che  dedusse  bensì  da  uno  de'suoi  integrali 
multipli  la  citala  relazione  tra  le  funzioni  ellittiche  di  prima 
e  seconda  specie,  ma  dall'altro  ottenne  solamente  una  rela^ 
zione  tra  due  funzioni  complete  di  terza  specie  che  si  Yori' 
fica  per  mezzo  dei  due  teoremi  di  Legendre  ,  in  modo  che 
la  proprietà  degrintegrali  Abeliani  corrispondente  alla  ridu- 
zione delle  funzioni  ellittiche  complete  di  terza  specie  è  sol- 
tanto presupposta  dalla  formula  del  Signor  Gatalan,  il  quale 
anzi  la  reputava  difficile  ad  enunciarsi  esplicitamente.  Nel 
fine  della  sua  Memoria  l'egregio  autore  indicò  pure  come  si 
applichi  lo  stesso  metodo  ad  altre  funzioni  trascendenti  ,  e 
un'applicazione  dissimile  accennò  il  Signor  William  Roberts 
in  una  Nota  del  24  febbraio  1851,  stampata  nel  giornale  di 
Lionville  tom.  16,  p.  143,  ove  si  valse  della  trasformazione 
d'un  integrale  multiplo  per  dimostrare  un  elegante  teorema 
di  Abel. 

Alcune  ricerche  del  genere  fin  qui  esposto  sono  V  argo- 
mento di  questo  scritto.  Per  mezzo  di  trasformazioni  assai 
facili  riduco  dapprima  ad  espressioni  in  termini  finiti  o  ad 
integrali  semplici  parecchi  integrali  multipli  ^  di  cui  taluno 
forse  non  fu  ancora  avvertito  ;  poscia  trasformo  con  la  so- 
stituzione delle  coordinate  ellittiche  osò  di  siffatti  integrali, 
e  da  questo  solo,  assumendo  pei  limiti  un'equazione  di  forma 
più  generale  che  non  ò  la  usata  comunemente  ,  ricavo  nna 
formula  che  comprende  come  casi  particolari  ambedue  i  teo- 
remi di  Legendre  sopra  le  funzioni  ellittiche  complete  di 
prima  e  seconda  specie,  e  sopra  la  riduzione  delle  funzioni 
ellittiche  complete  di  terza  specie ,  e  inoltre  anche  quella 
proprietà  delle  funzioni  incomplete  di  terza  specie  che  Jacobi 
chiama  della  permutazione  del  parametro  cóW  argomento.  Di- 
mostro da  ultimo  altre  proposizioni  d'una  generalità  maggio- 
re, delle  quali,  stante  la  equazione  dei  limiti  di  cui  fo  uso, 
non  sono  se  non  corollarj  speciali  il  teorema  diansi  ricor- 
dato di  Abel,  e  le  ampliazioni  indicate  dai  Signori  Gatalan 
e  Roberts. 


(  *03  ) 

Rldazlone  d'  alcuni  Integrali  mnlilplL 

1,^  Siano  primieramente  n  Tariabili  Xi  ^  x^  ^  .  . .  Xn  col- 
legate dall'equazione 

(p  una  funzione  di  tali  yariabili,  e  considerando  come  indi- 
pendenti le  prime  x^  x^  y  ...  Xn^t ,  abbia^  Tintegrale  mul- 
tiplo 

(che  indico  per  semplicità  di  scrittura  con  una  sola  /),  steso 
a  tutti  ì  valori  delle  stesse  variabili  che  soddisferanno  ali* 
equazione  (1). 

Trasformiamo  quest'  integrale  sostituendo  alle  variabili  Xt 
altre  n  variabili  y,  ,  y^f  •••  yn-i  9  yn  collegate  dairequazione 

(2)  yi  H-  ya  H-  •  •  •  -+-  y«  =  1  » 

e  le  cui  relazioni  con  le  primitive  siano 

(3)  a^X^  =  py  4  ,      a^aTa  =  J»ya  »   •   •    •      ^n^n  =  PH  n  , 

dove  «i  9  02  9  .  •  •  a/i  indicano  quantità  costanti  ed  ò 

(4)  p  =  «lO?!  H-  «2^2  -H  •  •  .  H^  «/i^/i  • 

Potremo  qui  far  uso  delle  formule  e  regole  note  9  ma  sarà, 
più  semplice  procedere  come  segue.  Cominciamo  dal  risguar- 
dare  p  come  una  nuova  variabile  che  si  debba  sostituire  alla 
variabile  primitiva  Xn^i  :  le  formule  (1)  e  (4)  daranno 

p^On  -H  («i  —  an)Xi  -I-  (aa  —  a/jj-^a  -h  ...  -i-  («/i-i  — •  an)Xn^t  , 

e  supponendo  che  Tintegrazione  si  eseguisca  prima  in  ordi- 
ne ad  x„^i  si  dovranno  considerare  come  costanti  x^  ^  x^  y ... 
^72-2  9  onde  si  avrà 

djJ=  {dn^i  —  a„)dXn-i  } 
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sostitaili  poi  qaesti  valori  di  Xn~t  e  d^/z-i  y  le  variabili  in- 
dipeodeoti  oeirinlegrale  proposto  saranno  x^ ,  x^  j ...  ^;i.a  »  p; 
e  se  ora  si  vogliono  surrogare  yi,  ys  9 ..  .y/1.2  ordinatamen- 
te ad  Xi  ,  x^, ...  d;n-2  9  dovrà  considerarsi  come  costante  p, 
sicché  le  prime  n  —  2  delle  formule  (3)  daranno 

e  se  ne  dedurrà 

a^aa  . .  .  a/i-a(««-i  -"  awjdaridxa  . .  •  dx/i-a  da?/,-, 
=  p^'^  dyi  ^y,  •  •  •  dy/i-a  dp  . 

Finalmente  nell'integrale  cosi  trasformato  si  sostituisca  la 
variabile  y;,-!  alla  variabile  p  :  per  mezzo  delle  equazioni 
(1)  e  (3)  si  trova 


onde 


p       ai      aa  ay, 

e  per  mezzo  della  (2)  questa  diviene 

1       1       /l         1\  /l         1\ 

— = — hi ly!-**  ( )ya  +  .. . 

p      an     \ag       aj  ^^a        ««' 

H-  { V"-»  J 

\a«-x         ««/ 

dovendosi  adunque  considerare  yi  9  ya  9  •  •  •  y/i-a  come  co- 
stanti, ne  risulterà 

f  =( )dy/2.i  » 

P  \  a„^i  Qnl 


ossia 
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e  perciò,  mettendo  qacsto  valore  di  àp  neireqaazion  prece^ 

dente,  e  moltiplicando  ambedac  i  membri  per  ^-!!^ — ^  , 

(6)  a,aa  ...  a,t^i  a^.d^Ti  da:^  ...  dxn^i  =  p".dy,  dy,  ...  àt/n^u 

formula  che  servirà  alla  trasformazione  cercata. 

In  secondo  luogo  poniamo  che  la  relazione  tra   le  varia- 
bili primitive  a?,  >  ^a  9  •  •  •  ^/i  sia 

(7)  a:*i  -+-  x'a  -4-  .  .  .  -f-  X^n  =  1, 

e  che  la  relazione  tra  le  nuove  variabili  jd  ,  ^2  »  •  •  •  y/i  sia 
similmente 

(8)  y\  H-  y%  -+- . . .  -4-  y%  =  1 , 

ritenendo  del  resto  le  equazioni  (3)  per  collcgare  le  y,-  alle 
Xi  :  è  chiaro  che  alle  formule  (4)  e  (5)  subentreranno  le  se- 
guenti 

p         a  I      a  2  «  /i 

e  che  per  ottenere  la  formula  di  trasformazione  ,  basterà 
neirequazione  (6)  cambiare  p  in  p^ ,  e  generalmente  a/  in 
a'/  ,  Xi  in  x'^i ,  y/  in  y^/  .  Ciò  fatto  e  avendo  riguardo  al- 
le (3)  si  trova 

(11)    «itta  ...  a»., .  a^n  •  àxiàx^  ...  dJC„.l=:p'»"*•^dyldy2...dy/,-l. 

2.°  Da  questa  formula  possiamo  immediatamente  dedurre 
il  valore  delPintegrale  multiplo 

*(mXi\ÌX^  •  «  •  •  %jkXfj^\ 


r- 


Oi-*-l  ' 


steso  a  tutti  i  valori  positivi  (non  escluso  il  valor  zero)  di 
^19  ^2  9  •  •  ^/i  che  soddisfanno  all'equazione  (7),  intendendo 
che  p  sia  determinato  dall'equazione  (9).    Posto   infatti  che 
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anche  le  costanti  di  »  as  9  •  . .  •  a/i  siano  positi ye,  le  nuove 
tariabili  yi  9  2/2  9  •  •  •  ^/z  dovranno  prendere   tatti  i  valori 
positivi  0  nulli  che  soddisfanno  al  l'equazione  (8)  ,0  dalla  (11) 
si  avrà 

ora  l'equazione  (8)  darà  pei  limiti  dell'  integrale  multiplo 
fày  i  dya  •  •  •  dyn-i  la  condizione  y^^i  -4-  y\  -H  -  . .  -4-  y%-i 
<^  oppure  =  1 9  ed  é  noto  che  sotto  questa  condizione  si  ha 

(12)  Idj/j  dy^  . .  .  dy«.|  =  — ^    : 

dunque 

Facciamo  per  compendìo 

supponendo  stesi  anche  questi  integrali  a  tutti  i  valori  posi- 
tivi ài  Xi  ^  x^  y  . .  .  Xn  che  verificano  l'equazione  (7),  e  chia- 
mando t  una  quantità  indipendente  dalle  variabili  x,-  •      La 

formula  (13)  darà  il  valore  di  Pì(„h.i)  9  ^  d'  altra    parte  é 

chiaro,  che  in  generale  dal  valore  di  P;  si  deduce  quello  di 
Qx  col  solo  cambiare  a^i  9  a%  9  .  .  .  a^n  in 

l-*-a\f%     lH-a%l%  .  .  .  l  +  o%<% 

poiché,  a  motivo  delle  equazioni  (7)  e  (9),  con  un  tal  cam- 
biamento si  passa  da  p'  ad  1  -f*  i^p^. 

Ora  se  in  luogo  d'ogni  costante  a'/  mettiamo  a^,  -f- 1?  ,  e 
dòpo  aver  moltiplicati  per  Av  i  due  membri  dell'  equazione 


(  407  ) 
(13),  inlegriamo  da  v  =0  a  «  s=ao,  p"***'   si  cambierà  in 


1-+-I 


(/5*  -h  t))  *     ,  e  avendosi 

"^      iv  2         1 


/. 


il  primo  membro  si  ridurrà  a 

„_i  }(»-•)  ' 

dal  che  conchiuderemo 

La  formula  di  trasformazione  (11)  somministra  pare 


jfày^ày^  ...  dy«-,  =  a^a^^  ...  a«-.,.  a%. I- 


i/i-i 


ove  nel  primo  membro  si  deve  a  p  sostituire  il  valore  dato 
dalla  formala  (10),  e  nel  secondo  invece  quello  che  é  dato 
dalla  (9).  Si  avrà  dunque,  per  la  (14), 

dy,dya  •  •  •  dy;,-, 


h 


y-i    y%  .       .  y'/i 


a  ,      o  2  a  n 


_  (ìt/^ff)"-'  r*__i d» 

1 

ossia,  cambiando  generalmente  -^   in  a^t ,  y,  in  Xi  . 

(15)  p.= iii^  r_j É^ 

p/«2I^Wo  lH-a%»  l/t(t-H»  if)(l-Hi»..(lH-aVit?)J 


(16,      f  Q.a.^^  "  '     -'.t... 


(  408  ) 
Sono  così  ridotti  ad  integrali  semplici    gl'integrali   oinUipli 
Pi{/i-ij   e  Pi    da  cui  si  potranno  dedurre    Qa(„_i)  e  Qi  •  cer- 

Q^d/  - 
Posto   — r--  sssu ,  abbiamo 

1  H-  l^p* 

J„  (i-*-«>Y     2p^.  ^  2p       r(X) 

sempreché  X  sia  maggiore  di  | ,  e  quindi 

«^  ,^      1  r(i)  r(X  -  è) 

r(X) 

essendo 

J  p  -       5- 

Adunque  tutto  dipende  dal   valore    di  Pi ,  per  determinarlo, 
prenderemo  il  valore  di  Pi(„^.ir  dato  dalla  formula    (13) ,  e 

dedotto  da  esso  quello  di  Q</;,^i)  >  lo  sostituiremo  nella  (16) 

facendovi  A  =  J  (n  -+- 1)  ;  per  essere  r(|)  =  l/"7r,  otterremo 

ri7)  p  =  <'«^^)""^  r  — i ^^^ 

\2/ 
Per  mezzo  di  cui  la  (16)    ci  darà  |      Qx  d^  ogni  quaUo'la 

1 

X  sia  superiore  ad  —  . 

Dai  valori  Pj  e  P|  é  facile  passare  a  quelli  di  P^+i  e 
P^+i ,  per  tutti  i  valori  interi  e  positivi  di  fi ,  giacché  se 
pongasi 
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si  ha 

e  quindi  basta  differenziare  una  o  più  volte  rispetto  a  k  per 
passare   da  P,  e  Pi  a  P^^i  e  P^^i.  Determinati  questi,  si 

avranno  poi  immediatamente  Q^^i  e  Q^^i- 

3.^  Il  metodo  precedente  può  adoperarsi  anche  in  ordine 
ad  altri  integrali,  e  specialmente  a  quelli  di  cui  s'  è  occu- 
pato il  Si^.  W.  Boberts  nel  tomo  XI  del  giornale  di  Lioa- 
ville,  pag.  201;  e  con  esso  si  dimostreranno  in  una  maniera 
più  spedila^  e  tanto  pel  caso  di  n  ìmpari  quanto  pel  caso  di 
n  pari,  alcune  formule  notabili  ivi  da  quel  distinto  geome- 
tra ottenute  pei  soli  valori  pari  di  n  :  cosi ,  anche  per  le 
funzioni  dinotate  con  Y  dal  Signor  Roberts,  si  troverà  un' 
equazione  analoga  alla  (16),  la  quale  servirà  a  ridurre  Tin- 

tegrale  I      Y^dm  non  solo  per  n  pari  e  per  valori  interi  di 

j7,  come  nella  citata  sua  Nota,  ma  eziandio  per  n  impari  e 
per  valori  di  p  rotti  o  irrazionali.  Del  resto,  giungeremo  più 
oltre  a  risultamenti  assai  più  generali  :  intanto  mostrerò  to- 
me quel  metodo  guidi  alla  riduzione  d'un  integrale  multiplo 
trattato  dal  Signor  Gatalan  nel  giornale  or  mantovato^  tom. 
IV,  p.  333. 
Nella  formula  (17)  si  faccia 

«I  ==  «2  =  •  •  •  =  «/i-i  =  0 ,    an  =  ì  : 
si  avrà 


p  =  ^iij 


H 


^  àxi  dj?2  •  •  •  dj?ii-i 


X/g 

e  Tintegrale  contenuto  nel  secondo  membro  diverrà 


/. 


l-j-<»        2 
onde  risulterà  l'equazione  nota 


(410) 

dr,  djTj  . .  .  dx„.r  (J|/"jr)" 


(t) 


Di  più,  la  formula  (11)  e  l'equazione  a»  x„=s  py^    sommi* 
nistrauo 

àxi  dx^.Axn^j  1  i^dy^dy,  .  .  .  dy^,-, 


J  Xn  P"  Oifl2  '"  ^nj 


e  Tintegrale  multiplo  contenuto  nel  secondo  membro  di  que- 
sta equazione  é  determinalo  dall'antecedente  equazione  (18), 
cosicché  se  ne  deduce  il  teorema  di  Jacobi 

•rda;,  di?2  •  •  •  d^/?-x  *  2(il/'7r)* 


T 
(19)        J. 


x„  p*  aia:t..,an      p 


(I) 


In  questa  formala  si  sostituisca  generalmente  1  -i-  a^^  t^ 
ad  a^i  ,  il  che  muterà  p"*  in  1  -f- 1*  p*,  e  ponendo  per  com- 
pendìo 

R  =  (1  -H  a\  t^)(l  -H  a\  (^)  • . .  (1  H-  a\  e\ , 

si  trarrà  dalle  formule  (18)  e  (19) 

r/.  1         \AxiAx^.,Axn^j^  _2(jt/'7r)'*/  1   \ 

(1^-t^p^)  "  \  2  / 

Finalmente  si  moltiplichino  i  membri  di    questa    equazione 

per-^  e  s'integrino  fra  i  limiti  ^=  0  ^     ^=oo:  Tintegra- 

* 

zione  per  parti  darà  primieramente 

/f — 4)"=-# — 4) 

(H-«y)  *  (tH-*y)  ' 


(1+  l'jS") 


2^2\    2 


(  4*1) 

1  \dl  1 


/(«  -  Pk)f=-t(«  -  TS) 


a  %      \  dr 


//         Oli* «  2  g  /?         \ 

^J  11  ^  a%  1^  "*"  1  4.a%  «^  ^  •  •  1-f-  a%  lV|/^R 

e  poscia  se  ne  coBchiadcrà 

(1  -h  <y  )  ' 


«di  1 


m  rC^) 


s:  (^  -  v-s 

inoltre  si  ha 

r(|)=W,      r(|-^.)=|.r(|> 

sostitaendo  si  otterrà  dunque 


Xn 


(20))      dl/'Tr^r-»    i-«         a 


r  : 


n-hl 


(^) 


Questa  formula,  che  nel  caso  di  n  pari  s'accorda  con  la 
(18)  del  Sig.  Roberts  (tom.  cit.  p.  208),  esprime  Tacccnnalo 
integrale  multiplo,  come  si  vedrà  facendo 
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0/,  =s  1  ,    a'/  =  1  —  a'/ , 
poiché  si  avrà 

p  =  l/"(l  —  a",  a;',  —  «'^  a?*^  —  •  •  •  —  «Vt  a;*^-,)  j 

ma  non  lo  esprime  nella  forma  che  trovò  il  Signor  Catalan. 
Per  ottenerlo  sotto  questa  forma,  si  ponga 

R'  =  (l  -H  a\  «'){1  -+-  a\  «')...  (l  -*-  a'„.,  «')  , 
onde 

R  =  (1  -4-  a\  t')K, 
e  si  osservi  che 

1^(1  H- a»„  <')    , 


r Éf = 


costante: 


se  ne  dedurrà  col  mezzo  dell'integrazione  per  parti 

r/       a%  a%  o'„-.      \d<t/^(l-t-a%  t') 

J  ll-H  a%  /*"*"  l+a%  <*        •*      l-+-aVi  tV         [TK'         } 

e  quindi 


f-^dx.dx,...d.„., 

*J  Xfi 

V  2  ; 


(21). 


(413) 
facendo  poi 

a/2  =  1 ,      a*/  =  1  —  a*,-  ,      I*  =?   ^       >■   > 

V    —  1 

si  troyerà  la  formala  del  Sig.  CataIaD 

fdx.  dx, . . .  d.„..  l/"ri:^',=:?l'  x%-...->«v.  .vn 

1— «Vt\  t?V  — ir     do 

L*integrale  multiplo  qui  considerato  riducesi  nel  caso  di 
ti  =  3  a  quello  che  si  ottiene  cercando  la  misura  della  sn~ 
perficie  totale  d*un  ellissoide  ad  assi  ineguali,  ed  in  parti- 
colare la  formula  (20)  offre  l'espressione  di  quest*  area  quale 
la  diede  il  Signor  Gayley  nel  tomo  XIII  del  giornale  di 
Liouville^  p.  267,  formula  (17),  sicché  trovansi  cosi  rayvici* 
nate  l'espressione  del  Sig.  Catalan  e  quella  del  Sig.  Caylejr. 

4.®  Quantunque  si  conoscano  altre  dimostrazioni  delle  for- 
mule (12)  e  (18),  voglio  nondimeno  per  la  sua  semplicità  ri- 
ferirne una,  che  si  applica  ad  una  formula  più  generale,  e 
che  può  considerarsi  come  affatto  elementare,  poiché  consi* 
ste  nell'effettuare  Tintegrazione  rispetto  ad  ognuna  delle  ya- 
riabili. 

Sia  proposto  l'integrale  multiplo 

a?„      .  j:,  *    da?! .  «a  *    da?a  .  . .  x^^    dxyi-,  =V 

steso  a  tutti  i  valori  positivi  (  o  nulli)  di  a^i ,  x^  ,  .  •  .  •  a?;t 
che  verificano  Tequazione  (1),  intendendo  che  gli  esponenti 
fiix ,  m2  >  .  •  .  m/2  siano  tutti  maggiori  di  zero.  Gomincian- 


(  4U  ) 
do  rintegrazioQe  dalla  variabile  x^  ,  fareaio  per  brevità 

1  —  a7a Xl .  •  •  —  35„-|  =  pi  y 

il  che  dà 

Xtl   = />!    "~"   ^I    » 

e  dovremo  integrare  da  x,  =  0  ad  »,  —  i»,  ,  resprcssiono 

m    -I        m  -I 
(Pl   —  ^l)    '^     •  ^i         *^I  • 


do 


posto  a?!  =pit? ,  avremo 

^   (p.-^.)''   .x/    dx,  =p/         J,t^-^)        -^ 

e  quindi 

lotegrereiQO  poi  rispetto  ad  x^,  y  facendo 

1  —  X3  —  ...  —  a?n-i  =Pa  >    - 

e  però 

e  stendendo  Tiniegrazione   da    x^  =  0  ad  «a  =Pa  J    fiacné 
per  essere 

troveremo 

^rK)r(m.)r(m  )  r  -„-,-.-«  /r' ,        /--"d,^. . 

Prosegniremo  facendo 

1  —  «4  —  ...  —  Xn-i  ^^Pì  » 


onde  /I2  =/'3  —  ^3  9  0  integrando  rispedo  ad  x^  fra  i  limiti 
0:3  =  0,  073=^3;  poscia  integreremo  similmente  rispetto  ad 
^4  >  2P5  9  •  •  •  9  ed  é  chiaro  che,  cosi  operando^  ginogeremo 
infine  ad  nn  integrale  semplice  della  forma 


s 


dove  sarà 

P«-a  =1  —  ^n-i  9   fX  =a  «l/i  -4-  fili  -H  ma  "4-  •  .  •  -+-  Ifl/i-a 

e  che  dovremo  stendere  fra  i  limiti 

onde  il  sno  valore  sarà 

T(ii)  r(m;,-.) 

r(,u-+-mn_i) 
avreu  dunqoe 

v~  r(OT„)  r(in.)  r(m,) ...  r(iw„..) 

r(/x-Hm^.) 
ossia,  rimettendo  il  valore  di  Y  e  di  /x  , 


/ 


a:„«   .a:/    da?, ,  x^""   dx^  .  .  .  x^_'['^    djc„-, 


^^^^'  r(m,)r(m,)...r(mj 


r(fiii  -H  Wa  H- .  .  .  •+•  m  ) 

equazione  che  si  riduce  ad  un  teorema  ben  noto    del    Sig. 
Dirichlet  nel  caso  particolare  di  m„  =  1 . 
Questa  formula  porgerà  la  (1^)  se  si  prende 

i»i  =  m^  =  . .  .  =  m„-,  =  —  ,     m^  =  1, 

e  se  si  cambia  x/  in  y^/ ,  e  porgerà  la  (18),  se  si  prende 

1 

fili  =ma  =  . .  .  =  m^4  ==  m„  =  —  , 

e  si  cambia  or,  in  x^  . 


(  4ie  ) 

Trattiamo  con  Io  stesso  procedimento  l'integrale 

in  cni  sono  n  variabili  indipendenti  :ri ,  a?,  ^  •*'  ^„i  <p(^„) 
indica  una  funzione  qualsivoglia  di  a;^ ,  e  mi ,  m,  ,  ...  m^i 
dinotano  quantità  tutte  maggiori  di  zero,  e  che  debba  esser 
steso  a  tutti  i  valori  positivi  o  nulli  di  tali  variabili  pei  quali 
si  avrà 

JPi  -i-  a?a  -h  .  . .  H-  ar^  <  t  >     oppure     =  1. 


Lasciando  per  ultitna  Tìntegrazione  relativa  alla  variabile  a;„, 
ridurremo  Y  alla  forma 

r(l  -i-  m)  *^  ^/i-iT\  if/     fi  » 

dove  sarà 


/>„-!  =  1  —  x„ ,  .  m  =  m,  -*-  «13  4-  ,  .  .  -f-  m 


>r-i  » 


e  resterà  da  integrare  rispetto  ad  x^  tra  i  limiti  ur^  =s  0 , 


x„  =  ì.  Poniamo 


I    (p{x)dx  =  ^(x)  : 
avremo,  integrando  per  parti, 

^  o  «y  o 

ossia 

fatto 

e  quindi,  per  essere 

r(l  H-  m)  =  mr(m) , 


(417   ) 
'  ne  trarremo 

Ora  se  volessimo  airincootro  cominciare  Tintegrazione  dalla 
variabile  a:„ ,  dovremmo  integrar  l'espressione  (p(x^)dx^  tra  i 
limiti 

il  che  ci  darebbe 

j(p{x^dx^^=(p(ì  —Xi  —X2  —  ...  —  a-^-i) 

e  perciò 

J*  m  -1  m   -1  m        -I 

F(ari  -I-  Xa  -4- ^„-i)-  ^i  *    dj?i.a?^*    doTa—  ^  '*"*     ^^w-»  > 

e  resterebbe  da  determinar  questo  integrale  multiplo  a  n — 1 
variabili  positive  (o  nulle)  e  soggette  a  verificar  la  condizione 


a?i  4-  0;^  •+-...  -H  x„.i  <;  1  ,     oppure  =  1  , 
Paragonando  i  due  valori  di  Y,  conchiuderemo  dunque 

J^  fft  —  I  m  ->T  I»        .1 

F(a5, -+-«»  H-... -j-x„.,).a:,  '    dx, .  x^'   dx,  ...«,_^"'    dx„-x 

^^^^         _r(m.)rK)....rK..)r- 

Si  ha  per  le  convenzioni  fatte 

<P(0)  =  0,    F(l)  =  <^(0)  =  0  , 

ma  la  formula  23  vale  anche  per  una  funzione  ¥(x)  che  non 
si  annulli  quando  x  =  l.  Ciò  si  proverà  sostituendo 

F(x)  —  F(l)     a     ¥(x)  , 
Jnnali  di  Sciense  Mai.  e  Fis,  T.  IF.  Novembre  1853  27 


(  418  ) 

sommando  poi  con  questa  formula  la   (22)  moltiplicata   per 
V(l)j  dopo  avervi  fatto  m,i  :;=  1  ,  e  avvertendo  che 


1    /«-«  dr=    = 


r(m  -h  1) 


Otteniamo  così  in  un  modo  assai  semplice  un  teorema  no^ 
tabilissimo  del  signor  Liouvilley  che  comprende  il  già  ricor- 
dato dal  signor  Dirichlet,  e  anche  la  precedente  formula  (22). 

§.2, 
Teoremi  latorno  agi*  Integrali  Abellanl. 

5.<>  Le  trasformazioni  sin  qui  adoperate  ci  hanno  condotti 
a  determinare  l'integrale  multiplo  proposto,  o  sotto  forma 
finita,  0  per  mezzo  d'un  integrale  semplice.  La  trasforma- 
zione che  ora  useremo,  e  che  è  on'  ampliazione  per  qualsi- 
voglia numerò  di  variabili  della  sostituzione  delle  coardinaie 
éUiUiehs  introdotte  pel  caso  di  tre  variabili  dal  Sig.  Lamé , 
ridurrà  Tintograle  proposto  ad  una  somma  di  prodotti  d'inte- 
grali semplici;  e  il  paragone  de'risultamenti  ottenuti  nell'uno 
e  nell'altro  modo  somministrerà  teoremi  che  sembrano  di 
molta  importanza. 

Seguirò  la  via  tracciata  dal  Signor  Gatalan  nella  sua  Me- 
moria già  citata,  e  mi  varrò  delle  formule  da  lui  stabilite 
(V.  Mém.  couronnés  par  VAcad,  A.  de  Belgique,  tom.  XI V,  2.' 
panie).  Il  Sig.  Gatalan  considera  gl'integrali  (12)  e  (21)  dianzi 
detcrminati  ;  io  prenderò  a  trasformare  Tintegrale 


=/ 


Qi37i   QXj  •  •  •  QCC/i^i 


X 
n 


che  nel  caso  di  n==3  è  il  medesimo  di  cui  si  occupò  pri- 
mo il  Signor  Lamé,  ma  in  luogo  di  stenderlo,  com'egli  fa, 
a  tutti  i  valori  reali  delle  variabili  a;|  ,  jt,  ,  •  .  .  .  x„  ,  nella 


(  419  ) 
quale  ipotesi  ii  ^uo  valore  é  dato  disila  formpla  (18),  prea- 
però  pei  limiti  un'equaaione  più  geqerale,  e    4<3^omer4   U 
SQa  espressione  dalla  formula  (17). 
*  Sia  pertanto  x^  una  funzione  di  n  —  1  variabili  Xt^  x^^ 
.  •  .  X/2.|  detcrminata  dall'equazione 

(24)     -,^i^  ^_Al_h-       ■       '""-        •      *- 


_  _  '22  '22 

a   —  a  1         a  --^  a  ^  a   —a  /i-i       a  —a  „ 

dove  a,  ai  ,  a,  > a^  indicano  costanti  date,  e  debbasi 

stendere  l'integrale  multiplo  V  a  tutti  i  valori  nulli  o  posi- 
tivi ài  Xi  ^  x^,  . . .  07/1.1  che  soddisfacciano  alla  condizione 

2  2  2 

(25)    y~^  ^-  H- .,._,_  ^  <  1 ,  ovvero  =1 , 

« 

dinotando  ron  Ai  >  ^i  9  •  •  •  A/2-1  ^Itre  costanti.  Si  supponga 

e  A*/  non  maggiore  di  a*  —  a*/  per  tutti  ì  valori  V==  1,  2, 
•  .  .  n  —  1  ,  onde  il  primo  membro  dell'equazione  (24)  avrà 
tutti  i  suoi  termini  positivi,  e  x^  sarà  sempre  reale  finchò 
s'adempie  la  condizione  (25),  vale  a  dire  per  tutta  l'esten- 
sione deirintegrale;  supporremo  di  più,  che  dei  due  valori 
di  x„  si  usi  sempre  il  positivo.  Per  ottenere  l'espressione  di 
V ,  faremo  generalmente 

^/    M  A^/  3 

7~  —  Vi  ì  1  — '  -^       -"j-  —  «  /  , 

hi  a  -'^.  Gì 

introdurremo  una  funzione  y„  determinata  dall'equazione 

yi"*  -+-  y%  ■+-...  -+-  y%-i  -+-  y'„  =  1 , 

e  porremo 

.  p'  =  «%  y%  4-  cc\  y^2  H-  ...  -f-  «%.x  y\.^  -f-  a%  y*„  , 
intendendo  che  sia  ^^  =  1  :  è  chiaro  che  la  condizione  (25) 


(  420) 
si  risolverà  in  quella  di  y^^  positivo  o   nullo,  e  che  l'equa- 
zione (24)  unita  alle  ultime  due  darà 


a    —a  „ 


si  avrà  inoltre 

dxi  dxs  •  •  .  dj?72-X  =  A|  ^2  •  •  •  A/2-1  -  ^Vi  ^Va  *  '  *  ^jf/Z-I  ^ 

e  quindi,  se  per  brevità  poniamo 


A  = 


i^K-O  ' 


dy,  dy,  .  .  .  dy,,-. 


V  uguaglierà  l'integrale  multiplo   ■  y^  »  *  »   yn-i     ^^^_ 

J  p 

so  a  tutti  i  valori  positivi  di  y,  ,  y^ ,  .  .  .  y^ ,  (supposte  po- 
sitive le  costanti  Ai ,  A^ , .  .  •  h^j)  ,  e  moltiplicando  per  A  , 
onde  si  avrà  il  suo  valore  sostituendo  generalmente  o^^  ad 
a^'i  e  1  ad  a^„  in  quello  di  A.Pi   che  si  trarrà  dalla  formula 

(17).  Avrema  dunque 
e  ponendo 


1 


1 —  V  1 —  a  / 

ne  dedurremo 


(421  ) 
nel  medesimo  tempo  sarà 


*'  =     ,    *  .     (a'  -  a%){a'  -  a\)  • ..  (a'  —  «'„..). 
a  —a  „ 

Yogliansi  ora  surrogare  alle  Xf  altre  variabili  », ,  che  siano 
determinate  per  mezzo  dell'equazione 

se  si  considera  u^t  come  l'incognita,  questa  equazione  avrà 
n  radici,  che  indicheremo  con  u^i  ,  u'^  , ..  ,  u^^  ^  ed  è  noto 
che  tali  radici  saranno  tutte  reali  e  positive,  che  una  di  esse 
supererà  a\^  ,  e  che  le  altre  si  troveranno  comprese  negl* 
intervalli 

flj  e  <i\ì  «%  e  oj  ,  .  .  .  a'^n-j  e  a*„  ; 

di  più,  il  confronto  delle  (24)  e  (27)  mostra  che  una  delle 
stesse  radici  sarà  a^,  onde  supposto 


u%  <  tt%  <  .  . .  <  u% , 
avremo 

.2 2  ,         _2      ^^  ^.2       ^^  _2 


/+!  > 


e  potremo  prendere  come  nuove  variabili  le  n — 1  quantità 
posiirve  tij ,  t«2  j  •  >  •  U/2-I  .  Ciascuna  Xi  delle  antiche  varia- 
bili si  esprime  in  modo  semplice  per  mezzo  delle  nuove  , 
poiché,  giusta  le  formule  note  si  ha 

(28)    x\  +  (i"'-Zl-"'il<«  LI1«'')^«''^L_«'»)  =  0, 
t^°^         ■  ■+■  y,  _  a\)(a',  -  a\) .  .  .  {a\  -  a\) 

intendendo  che  il  numeratore  della  frazione  qui  scritta  con- 


(  422  ) 
tenga  n  fattori  della  forma  a'/  — u^/  9  e  che  il  denotnìnatore 
contenga  n  —  1  fattori  a^,  —  a'/ ,  ofnmesso  il  fattor  nullo 
a*,-  —  a^i .  Proso  t  =  n  ,  «^  =5  a  ,  si  tragga  dalla  (28)  il  va- 
lore di  x^  9  e  si  sostituisca  nell'integrale  Y  :  si  otterrà 

V  =  I /''(<^'>.-«'-  )■  «  W»);"(«'»-«'«-.)  \ 

^^ V  l(a\-u\)[a\-u\) .  .  .(a^„-uV,)3    ^ 
ponendo 

s'introducano  in  questa  espressione  le  yariabili  z^,  X2j  •••  z„^i 
in  luogo  delle  ^f  »  ^2  9  •  •  .  :r/t-i  9  il  che  porgerà 

Ma  una  tal  sostituzione^  fatta  nella  (28),  la  cambia  in 

/9Q\     .»     .   (a\  —  u\)(à'i  —  u\) .  . .  {a\  —  ti%,,) 

(a  /  —  a  i)(a  i  —  a  ^)  .  ..(ai  —  a  «-i) 

che  si  vede  essere  la  medesima  equazione  (28)  applicata  ad 
n —  1  incognite  Zj,  jc,, .  .  .  Z;,-!  in  luogo  delle  n  primitive 
a?i  9  OTa  >  •  •  •  ^„  •  Le  incognite  Z/  saran  dunque  collegate  in 
n — 1  equazioni  simili  alle  n  che  legano  le  ot/  ,  e  che  si  han- 
no dalla  (27)  attribuendo  all'indice  t  successivamente  i  va- 
lori I9  2, .  .  .  n  :  si  avrà9  cioè , 

sa  a 

^  I I *a ^  ^  «-I  ^       I 

u  i  —à*i     u  i  —  a'a  u  /  —  a  «-i 

supposto  che  air  indice  t  si  attribuiscano  successivamente  i 
valori  1,  2> . . .  n  —  1 9  e  questa  stessa  equazione  legherà  le 


(  423) 
variabili  jci  9  ^a  9  —  ^/i-i  alle  oaovc  fi| ,  u^  9  •'•  u^-i*  Siamo 
pertanto  ìd  un  caso  trattato  dal  Signor  Gatalan,  e,  mercé  le 
formale  da  luì  dimostrate,  avremo^  per  trasformare  V  inte- 
grale multiplo  V^  le  equazioni 

A,  =  (u\  -  a\]{u\  ^  a\)  . . . (u\  -  a^ 
(30)J     X  (a^.^.  -  tt^.){a^..a  —  u\) . .  .  (a%.,  -  tl^) , 

UidUctl^dUa-.U/z-T  dtl/t-,  ,  , 

djj,  d^a  ...  ózn^i  =  — — — .n(u  i—u  ,), 

t/ A1A2 ...  A«-i 

dove  n(u'/  —  u^i')  indica  il  prodotto  di  tutte  le  differenze 
che  si  ottengono  dal  binomio  u*i  — *  u^i'  assegnando  ad  l  tutti 
i  valori  2}  3, . .  .  n — 1  ,  e  ad  I'  tutti  i  valori  interi  positivi, 
inferiori  ad  { ,  talcbò  sarà  sempre  u^/  >  u^i'  ,  e  quindi 
n(tt*£  —  mV)  positivo.  Da  ciò,  facendo  (a*„ — m%)A,=  R,, 
ossia 

(31)]    • 

f  X  (a\^t  —  «',)(«'/+,  —  mM  .  . .  (a\  —  u'i) , 

onde  i  prodotti  B,  ,  Bj  , . .  .  Byj.,  saranno  pure  tolti  posi- 
tiyì,  dedurremo 

(32)    V  =  k  Jn(u^  -  u%.f'  '-^^^y^  ;  ;  ';-y  . 

Così  l'integrale  proposto  é  trasformato  io  un  altro  inte-> 
graie  multiplo,  cbe  dipende  dalle  nuove  variabili  Ui ,  tix  ,  ... 
U/2.|  :  si  otterrà  poi  la  condizione  dei  limiti  per  queste  nuo* 
ve  variabili,  sostituendo  nella  (25)  i  valori  di  x',,  x'29  •••  ^'n-i 
dati  dairequazione  (28). 

6.°  Le  formule  (26)  e  (32)  danno 


(  424  ) 


"  -I 


(AI^jt)"-»  /»'  (1— »*)  ="      dr 


«  \  J« 


(33) 


Ìy) 


I   =Jn(w\-tiV) 


l/[(i%  -  v'){k\  -  V)  ...  {k\.r  -  tr")l 


3     Wiclu,.  u^Au^, .  .  .  «7-1  dtt«-, 


l/'(RiR2  . . .  R„-i) 


equazione  che  esprime  una  relazione  fra  l'integrale  multipla 
relativo  alle  variabili  ti, ,  e  I*iategrale  semplice  relativo  a  v. 
Se  col  Signor  Gatalan  chiamiamo  integrale  Abeliano  delVordine 

Jlfdix 
*-— ,  in  cai  P  ed  R  siano  funzioni  inte- 
re Ai  x^ ,  e  il  grado  di  R  rispetto  ad  x^  sìa  t,  diremo  che 
l'integrale  retati  vo  a  t?  è  un  integrale  deG^nito  Abeliano  det- 
r  ordine  n  —  1  se  n  é  pari ,  dell'  ordine  n  se  n  è  impari. 
Quando  poi  i  limiti  delle  variabili  U/  risultino  eguali  a  quan- 
tità costanti ,  allora  risolvendo  il  prodotto  n(u^i  —  u^/)  in 
monomj,  si  spezzerà  il  secondo  membro  dell'  equazione  (33) 
in  una  somma  alternata  di  prodotti  d' integrali  definiti  sem- 
plici. 

Supponiamo  ai  =  0,  il  <;}ie  possiamo  fare  senza  diminuire 
la  generalità  delle  formule  :  ogni  funzione  R^  avrà  u^i  per 
fattore;  e  scrivendo 

(34)  u, = (ll^  -  a^)...(u^— a^.)  x  (a^...  -u^.)...(a^„-M^), 

■ 

si  avrà  ,  per  la  (3t),  Ri  =  m%U/  y  onde  la  (33)  diverrà 


QV 


(35) 


(  r(-)     »  *^'^**'''  ""  **^^*''  ~  '0-(*v.  -Oi 


d^i  du2  •  •  •  du/7-T 

r 


(  425  ) 
e  Vi  sarà  aoa  funzione  intera  di  u^,-  del  grado  n — 1.  Quin- 
di neiripotcsi  che  i  limiti  delie  variabili  u,  ,  U2  9  •  •  •  .  «/i-i 
siano  costanti,  il  secondo  membro  della  (35)  si    ridurrà   ad 
una  somma  alternata  di  termini,  ciascun  dei  quali  sarà  il  pro- 

J*^  u^^i  du 

cioè  di  n — 1  integrali  definiti  Abeliani  dell'ordine  n — 1  . 
Il  caso  più  semplice,  in  cui  i  limiti  delle  U/  sono  costanti, 

corrisponde  alla  supposizione  k^  =k2  = =  k^-j  =1  y 

che  dà  h^i  =  a^  —  a^t .  Allora  la  condizione  (25)»  dei  limiti 
delle  Xi  y  raffrontata  col  l'equazione  (24),  si  riduce  nudamente 


x^ 


a    -^ ^—-^  >  0  ,  ovvero  =0,  in  guisa  che  l'integrale  V 

a  —  a 


n 


si  deve  stendere  a  tutti  i  valori  positivi  di  X| ,  x^^ ...  Xn^i  » 
che  possono  soddisfare  all'  equazione  (24).  Sostituito  il  va- 
lore di  x^^  dato  dalla  (28),  la  condizione  dei  limiti  diverrà 

(«%  — u%)(a%  —  ti%)  ...  (a%— uV,) 

~ a  w  2 —^ nr- 1 — "v^O,  ovvero  =0, 

e  resterà  naturalmente  adempiuta  per  tutti  i  valori  di  u^,  , 
u'a ,  ...  u^n-i  9  giacché  questi  non  possono  superare  a"^^  . 
Non  vi  ha  dunque  altra  restrizione  per  ti%,  fuorché  quella 
di  non  uscire  dai  limiti  a^i  é  a^i^i  ,  oltre  i  quali  le  varia- 
bili ^i ,  a?a  ,  ...  Xn-i  non  sarebbero  più  reali  ;  del  resto  po- 
trà u^i  eguagliare  tanto  a%  quanto  a^/^,  ,  poiché  si  vedrà 
dall'equazione  (28)^  che  ciò  non  impedisce  alle  x, ,  x^  ,.•.  X/,., 
d'esser  reali.  Si  conchiuda  che  i  limiti  di  u^  saranno  a^  e 
a^i^i  ,  ossia  (supposte  positive  le  a^  ,  a^  y ...  aj  che  le  va- 
riabili Ui  ,  tf2  9  •  •  •  ^n-i  avranno  per  limiti  nelle  integrazio- 
ni le  quantità  costanti  a^  y  a^  y  ...  a/2-1  »  <^n* 

Nello  stesso   caso  il  primo  membro  delle    (33)  e  (35)  di- 
viene 


(  426  ) 


il  che  s'accorda  con  la  formala  (18).  Ritenuto  pertanto  ai=0^ 
la  (35)  prenderà  allora  la  forma 


a  a'  a 


talché  si  avrà  il  valore  d*  una  somma   alternala  di  prodotti 
d'integrali  definiti  Abeliani  dell'ordine  n— 1. 

Questo  caso  è  il  solo,  per  quanto  io  so,  che  sia  stato  esa- 
minato fin  qui;  ma  un  altro,  in  cui  i  limiti  delle  integrazioni 
relative  alle  u,  sono  egualmente  costanti,  si  trova  cercando 
di  determinare  A^ ,  h^  j .  ,  ,  hn^^  in  modo  che  la  condizione 
dei  limiti  per  le  variabili  Zi  sia 


2  2  2 


(^^)     A2     'a    ■*  Ta — ^~r  -+-  -  +.2    ''V      <U  ovvero  =  1  , 
denotata  con  b  una  costante  positiva  compresa  tra  an^i  e  a^. 

2  2 

Ora  essendo  Xi  =  -r ^  jx*,-  *  è  manifesto  che  la  condi- 

^n  —  ^i 
zione  (25)  si  cambicrà  nella  (37),  se  prendasi  generalmente 


h\  =  ^ -:  (h^  -  a\). 


Ma  per  conoscere  qual  sia  la  condizione  dei  limiti  che  dal* 
la   (37)  risulterà  per  le  variabili  U/ ,  poniamo 

y^  '  ""  (A'  -  a\){b\  -  a\)  ...  (A»  -  a  V.)  ' 


(  427  ) 
e  spezziamo  la  frazion    razionale  f(b)  in  frazioni  semplici  : 
secondo  la  nota  teorica,  per  cui  si  effettua  un  tale  spezzar 
mento,  è  facile  vedere  che  si  avrà,  ricorrendo  al  valore  di 
z%  dato  dalla  (29), 


'=/!-! 


f  w = 1  -  S  «^;  * 


*  =  I 


sicché  la  condizione  (37)  si  riduce  a 

(p(b)  >  0  ,     ovvero    =  0 , 


cioè 

(6*  -  a\)(b'  -  a\)  ...{b^  —  a%.,) 


>>  0 ,    ovvero  =  0. 


Questa  condizione  è  adempita  sol  che  u^n-i  non  superi  i% 
poiché  nes  suna  delle  altre  u^i ,  u^a ,  ...  u^n-^  pu^  superare 
a^/i-i  9  ^  m^  ìi^di  sono  ^u^^®  inferiori  a  i'  ;  se  ne  concluderà 
che  t«2  ,  ^3  ^  •  •  •  t«/i.a  si  devono  prendere  tra  i  limiti  costanti 

ai  e  a2  ,  a,  e  a3  , ayt-,  ®  ^/i-i  9  ^^^  ^  quali  siffatte 

quantità  trevansi  comprese  finché  sono  reali  e  positive  z^i , 
jc^a , . .  2^/2-1  ,  e  che  Un^i  non  potendo  esser  minore  di  an-i 
si  deve  prendere  tra  i  limili  an^j  e  b.  Adunque ,  supponen- 
do aj=:0  ,  si  avrà  per  questo  caso  dalla  (35) 


(38) 


r 


e  sarà  nel  primo  membro 


(  428) 

^a  J^  ^*  .«* 

Abbiamo  così  nella  formula  (38)  un  naovo  teorema  sugi* 
integrali  definiti  Abeliani,  pel  quale,  se  n  é  pari,  una  somma 
di  prodotti  d'integrali  delPordine  n — 1  è  ridotta  ad  un  solo 
integrale  del  medesimo  ordine,  ese  n  è  impari,  un  integrale 
dell'ordine  n  è  ridotto  ad  una  somma  di  prodotti  d  integrali 
dell'ordine  inferiore  n — 1. 

7,^  Il  senso  di  queste  formule  si  farà  più  chiaro  appli- 
candole ai  casi  di  n  =  3  a  n  =s  4 ,  nei  quali  gl'integrali  eh' 
esse  contengono  si  esprimono  col  mezzo  di  trascendenti  el- 
littici. 

Sia  primieramente  n  =  3.  La  formula  (36)  si  cambierà 
nella  seguente 

-  -  c''^  d  r'^'d ti%  - u\ 

in  cui  si' riconosce  precisamente  l'integrale  duplicato  già  tolto 
in  esame  dai  Signori  Lamé,  Poisson,  ec,  e  che  è  noto  esprì- 
mere la  relazione 

1 

-^  TT  =  F(c)  E(c')  H-  F(c')  E[c)  —  F(c)  F(c') 

trovata  da  Legendre  fra  le  funzioni    ellittiche    complete   di 
prima  e  seconda  specie  a  moduli  completivi. 
Nel  medesimo  caso  la  formula  (38)  diviene 


)1 


X 


dt)l/(l-0 


,    1/ [(*%-«=')(*%-»')  1 


a  h 

=  I      du,  I      au,  I  - 

J'         ^"^       Vi(a\-u\){a\-u\){u\-a\}(a'^-u\)} 


(  *29  ) 
facciasi 

tt'i  =  a%  scn  5> ,    ^ 5;- =  tang't/» , 

«2  2  «3  «2  -  2  #2  «3    —    ^  .  2/1 

effettuata  la  sostituzione,  e  adoperando  la  consueta  scrittura 
delle  funzioni  ellittiche,  il  secondo  membro  della  precedente 
equazione  si  metterà,  par  mezzo  dell'accennato  teorema  di 
Legendre,  soUo  la  forma 

1 TT  4-  F(c)  F(c',  5)  ^  E(c)  F(c',  9)  -  F(c)  E  {d,  9).        . 

Ma  si  avrà 

b^  =  a%(l  —  c'^sen^e)  ,    i'  —  a\  =  (a'a  —  a%)cos^©  , 

e  perciò 

1  1 

1  —  c  sen  9  cos  & 

valori  che  si  sostituiranno  nel  primo  membro  della  stessa 
equazione^  e  facendo  inoltre 

:: i — ;«  =  cos  a  , 

1  —  »"cos'e 

si  trasformerà  questo  primo  membro  in 

seugcosg        t  "(«*^  ^'  '^  -  ''«"  ^•''<^)5- 
Ne  risulta  dunque 

'^'l7/c'j'"t"'""'^'"-"°-^"<"3 
=  i  m-  F(c)  F(e' ,  S)  -  E(»)  F(c',  9l  -  F(e)  £(«•,  S) , 


(  430  ) 
altra  formula  di  Legeodre  per  la  riduzioDe  d^ana  fanzioQQ 
elliltica  completa  di  terza  specie  a  funzioni  complete  ed  in- 
complete di  prima  e  seconda  specie. 

Noterò  che  abbiamo  qui  sciolto  il  problema  della  qua- 
dratura delTellisse  sferica.  Se  infatti  si  pone 

l'equazione  (24)  per  n  =  3  diventa 

e  rappresenta  una  sfera  riferita  a  coordinate  ortogonali  x, 
y,  JS3  nel  medesimo  tempo  Tequazione  dei  limiti 


X  1  oc 


2 


=  1 


diventa 

k\  a;"-hA%y"  =  l=a:^-f-y"-H-^, 
ossia 

X*      .        y'  x^ 


2       ,2  > 


e  rappresenta  un  cono  di  secondo  grado  concentrico  alla  sfe- 

I    uX  Òx 

ra;  onde  l'integrale  duplicato    V  ==  I i—^  somministra 

^     a?3 

la  misura  delParca  sferica  terminata  dalla  superficie  conica. 
La  formula  precedente'  offrirà  dunque  un*espressione  di  que- 
st'area, e  potrà  facilmente  riconoscersi  che  essa  conviene  con 
le  espressioni  già  note  (V.  Journal  de  Lioumlky  1842,  p.  262; 
Società  Italiana^  tom.  24,  2.*  pJ%  Mem.  del  Prof.  Tortolini). 
Supponiamo  in  secondo  luogo  n=  4.  Avremo  dalla  for- 
mula (36) 


a  a 


8  J.         •J".      -J«,      '  1/(U.U.II,1 


(431) 
dove  sarà 

li,  =  (a-,  -  u\)(aS  -u\){a\  -  u\) , 

Uà  =  («%  -  a\)(a\  -  u\){a\  -  u\) , 

U3  =  («'3  -  a%ì(tt'3  -  a\){a\  -  «%). 
Si  faccia 


a g  3  g  4 a  g  a       <»  4  —  ^3 

a  3  cos  G)  -i-  04  scD'^c)  a  3    a  4  —  a  a 

c'^  =  1  —  c%        a%  =  0%  cos^e  ,        jf  =  c^ang^e  , 

j'  ==  —  (1  —  c'^sen'O)  : 

eseguite  le  sostituzioni  e  le  riduzioni  che  saranno  facili  ben- 
ché lunghe,  e  movendo  riguardo  al  teorema  di  Legendre 
già  mentovato,  e  alle  formule  che  esprimano  con  trascen- 
denti ellittici  gì' integrali  della  forma 


/ 


d^ 


.2 2_.    y 


(Ih-  q  sen^f)*  \/(ì  — e"  sen^pj 
si  otterrà  alla  fine 

l/"(l  —  c'^son'^)  „  ,      .  c'^seaO  eoa  Q      „,  ,  ^ 

—  *  cote        p- , 

~  T  "  "  1/ (1  -  «'^sen'5)     '"'' 

relazione  tra   due  funzioni  ellittiche  complete  di  terza  specie 
a  parametri  circolari,  l'uno  positivo,  Taltro  negativo. 
Avremo  poi  dalia  formula  (38) 


1     r' 

4"J. 


(  432  ) 
(1  —  v')dv 


a  a 


=Jo      ^"J-a   ^"J-3 PWtrai  ' 

e  il  secondo  membro  si  trasformerà  come  dicansi  se  intro- 
ducasi di  più  nn  agolo  X  determinato  dairequazione 


2  2 

a»3  cos^X  H-  a^4  sen'X  ' 


talché  X  sarà  il  limite  superiore  di  »  ;  si  trasformerà  simil- 
mente il  primo  membro^  ponendo 


j A^i  sen^y 

sen^X  -t-  cos^X  sen^'p 

si  sostituirà  poscia  all'angolo  0  un  altro  angolo  |X   col  fare 

c*tang*S  =  cof^/ji  ; 

e  adoperando  le  formule  di  Legendre  per  la  riduzione  delle 
frazioni  ellittiche  complete  di  terza  specie,  eseguiti  i  calcoli 
e  le  riduzioni,  si  troverà 

|/-(l^c^^sen»/     ^^^^.^^^^  j^)  _  g^^2^  F(^^  x)  ) 
sen/x  cosjuL      \  ' 

+  ^£fcf^!^Vn  (cot^X,  e',  fx)  -  sen^X.F(c',  ii)) 
senX  COSA      \  / 

=  L  TT  -  E(c,  X)  F(c',  jx)  -  F(c,  X)  E(o',  |x)  ^  F(c,  X)F(c',  .u), 

relazione  tra  due  funzioni  incomplete  di  terza  specie  ,  co- 
nosciute sotto  il  nome  di  permutazione  del  parametro  colf 
argomdnto. 


(  433  ) 

l^ossiamo  da  tallo  ciò  concladere  j  che  il  metodo  esposto 
raccoglie  sotto  uqo  stesso  principio  e  stende  agl'integrali  Abe^ 
liani  di  qualsiasi  ordine  parecchie  importanti  proprietà  degl* 
integrali  ellittici  ,  e  in  particolare  che  nella  formula  (36)  si 
trova  compreso  ed  ampliato  il  teorema  sulle  funzioni  ellitti-» 
che  complete  di  prima  e  seconda  specie  a  moduli  completi- 
vi, e  nella  (36)  altri  due  teoremi ,  cioè  il  teorema  della  ri- 
duzione delle  funzioni  complete  di  terza  specie,  ogniqualvolta 
si  prenda  per  n  un  numero  impari,  e  quello  della  permuta- 
zione del  parametro  coirargomento  nelle  funzioni  incomplete 
di  terza  specie,  quando  si  prende  per  n  un  numero  pari*  (*) 

8.^  Le  equazioni  che  abbiamo  ottenute  nel  num.  prec.  per 
mezzo  delle  formule  (36)  e  (38) ,  non  contengono  altre  fun- 
zìoqì  ellittiche  di  terza  specie,  che  quelle  il  cui  parametro 
é  circolare,  ma  è  noto  che  si  passa  con  una  trasformazione 
immaginaria  dalle  funzioni  di  parametro  circolare  alle  fun« 
zioni  di  parametro  logaritmico.  Tuttavia  mostrerò  che  dal 
medesimo  integrale  multiplo  Y  si  può  direttamente  dedurre 
la  riduzione  delle  funzioni  ellittiche  complete  di  terza  spe- 
cie a  parametro  logaritmico. 

Sia 

ritenute  fra  a?i ,  x^,  x^  le  relazioni  (24)  e  (25),  ma  suppo« 
nendo 

2  2  a  2 

12      **  ^'    1      IL2  „Z    \  12  ^2   *        /.a  ^2    X 

«  3  —  «  1       .  «  2  —  a  3 

Tequazione  (27)  avrà  tre  radici  u^\  <w^2  <  w*3  ,  di  cui  la 


'2 


\)  In  altri  modi  furono  ampliati,  il  primo  teorema  dal  Sig.  Her- 
mite  (Comptes  rendut  Aead.  de  PariSy  tom.  18,  p.  1147),  e  il  terzo 
da  Àbel  e  Jaoobi  (Jacobi,  Opusc,  maihem,  voi.  I,  p.  363). 

Jnnali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  T.  IF.  novembre  1853.  28 


(  434  ) 
inedia  w*,  cgaaglierà  a*  ,  e  posto 

si  trasformerà  facilmente  l'integrale  duplicato  V  ìq 

^3  rh  «» .,a 


y  =  h^    dujldu,  **''       **"' 


Facendo  poi 

fi-  =  a3sen9 ,    «3  = ,      0  =  — 7: ,     e  ==2  —  , 

*        J     ^'      ^       seni//  sene  a» 

se  ne  trarrà  dopo  alcane  riduzioni 

\=k  [F(c).  col9 1/^(1— c*sen"0)H-F(c)  E(c,  9)  —  E{c)  F(c,  6)  ], 

D'altra  parte,  se  nella  espressione  di  Y  si  sostituisce  alla  va- 
riabile X2  una  nuova  variabile  9 ,  0  poscia  alla  variabile  Xi 
una  nuova  variabile  ^j  ponendo 

COS  ilt 

a?a  =  tango  l/"(a*a  —  «*)  i    a?i  =  a , 

cosy 

da?a  =  — ^  l/^(a%  — «*) ,       dar,  =  —  a  Ji^ 1.  , 

COS  f  •^    ^     »  "  COS  f 


avremo 


seno    -,  .        ». 

COS  f 

e  quindi 

Cominciando  Tintegrazione  da  9,  e  dal  limile  9  =s  0,  si  tro- 
verà 
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ma  nei  limiti  si  ha 


a  2 


•*   * 


che  diviene 

c'sen^e.  ^-^  +  c'^  taiig'«.  lai%V  =  1  , 

cos  <p 

e  se  ne  trae 

1  — »•  c*sen'0  cosati 

t 

danqoe 

posto  GnaAflìente 

a      C0S^6) 

si  otterrà 

V  =  *  col9i/"(l  —  c=*sen^e).  n(— c*sen*i9,  e). 
Il  confronto  dei  dae  valóri  dì  V  darà  la  formala  cercata 
cot9l/^(l  —  c'sen'0).[n(— c'sen^e.c)  —  F(c)] 
=  F(c)  E(c,  0)  —  E(c)  F(c,  5). 
Alla  stessa  formala  si  paò  giungere  anche  sopponendo 

»  3  «  3  ""  «  a 

si  sostitairà  ad  x^  un'altra  variabile  f  ponendo 

»,=  -  taiif|^.l/(«r' —  **»)  , 
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poscia  ad  x,  iin*altra  Yariabile  (p  ponendo 

coso 

«I  =  «  — •;  , 
COS9 

onde  risalterà 

«  farà  poi 

0   —  a  2 
e  Tequazione  dei  limiti  diverrà 

cos'S  co»'©  a^wn*© 

1 3 — ^ r:  -*-  cos  0. — n  =  1  > 

1  —  e  sen  e    cos  (|/  cos  (p 

ossia 

..      1 — c^sen'flsen*® 
tang*(p  =:—.———-^  • 

1 — e  sen  u  cos  j) 
da  ultimo  si  porrà 


3_    > 


cos'o) 


1  —  e  sen  S  sen  6) 
e  si  otterrà 

Y=:k  colfil/"(l— c'sen^ejfnHc'sen'e,  e)  —  ^F^l  , 

espressione  da  paragonarsi  con  qaella  che  deriverà  dalla,  so- 
stituzione delle  coordinate  ellittiche  U|  ,  ti^  1  u^  determinata 
dall'equazione  (27),  per  la  quale  si  farà 

,          -   1  —  c'sen'ci 
ti,  =  a,    ii,  =  aascn9,    ii3=«3 ^^^^        f 

e  s'integrerà  da9=0a9=sÌ7r,ede(//  =  0a(|;  =  d. 
L*esame  di  questi  casi  particolari  ci  suggerirebbe  d*inda- 


(  *37  ) 
gare,  come  si  possa  determinare  per  n  qualsivoglia  l*integrah 
multiplo  V,  quando  nelle  formule  (24)  e  37),  ritenuto 

si  abbia 

(indicando  con  p  uno  qualsiasi  dei  numeri  1,  2,  •  . .  n — 2)  , 
oppure  a/i-i  <[  a  <<  a^  ^  i  ;  argomento  del  quale  mi  riser- 
yo  doccuparmi  altra  volta.  Troveremo  del  resto,  nel  seguen- 
te §  3,  formule  che  comprendono  integrali  ellittici  di  terza 
specie  tanto  a  parametro  logarìtmico  quanto  a  parametro  cir- 
colare. 

§.  3. 

Altre  formale  pili  generali. 

9.®  Ripiglio  le  equazioni  (1),  (2),  .  .  .  (6).   Denotati  con 
fili ,  ma  9  . . .  fH/i  più  esponenti  positivi,  e  fatto 

Iti  =  fii|  -4-  VI2  -4"  •  •  •  ~f*  wi/i  f 
si  ha  dalle  formule  (3)  e  (6) 

m        m  tn  m  <n    .i       m  «i  m  -i 

«I*  «a*  '"^H^i^'^n"  ^/»"    •«!*     da?i.a?^*    dxa  .  .  • 
e  di  qni  si  trae 

I  C^     m  JW  -I  m   -I  »'_.     -* 

.  1 1  y,"-'.y.'   dy.,y,»   dy,...  y»:^'  dy»., 

-       m         iw  w  Iti  ^ 


<«8) 
Meai  gliotegra^i  ^  iM^ti  i  valori  poaitifi  (o  nulli)  di  a^  jx^-^ 

•  •  •  ^/9  >  Vi  9  y»  »  •  •  •  yvi  ^0  yerifiuheraano  le  eqaaxiooi  (1) 
e  (2).  Ora  l'iategrale  multiplo  compreso  nel  secondo  membro 
è  dato  dalla  formola  (22),  donde  si  conchiude 


m  -I 


(39)      f  -—^  '  «7'*  <■**•  ^r*'  ^*a  •  •  •  \ZV^   ^n-x 


n»,)  r(m,)  ...  r(m„) 


n 


r(m).  a,*  «,*•••«« 
facciamo  generalmente 


m  -1 


e  chiamiamo    Q;^   ciò    che  diviene  P>  quando  si  muta  p  in 

I 
1  -i-  <~p  :  requaeione  (39)  darà  il  valore  di  P^ ,  e  ne  trar- 


remo quello  di  Q;»  cambiando  generalmente  in  a,  in  1+a,  t 
sicché  avremo 

/jim     r.        r(m.)  TK)  ...  r(m.)  1 

(4U)     Q«  = — ^ 


1 

r 


Posto 

=tj,    0<r<X, 


1  -H  J3^ 

sarà 


I 


r     T(r)T(k  —  r\ 


(1  -i-  p«  -■  )* 


(439) 
e  da  ciò  si  dedurrà 


/li.         r  n  A,       >-r(r)  r(X  - r) 
(41)       J^    Q,dt=. jrj^j P,. 

Facendo   qui  X  =  m,   e   sostituendo  il  valore   di   Q^  dato 
dalia  (40),  se  inoltre  pongasi  is^v",  si  otterà 


(*2)     P'-       r(r)r(m-r)     J„ 


r(r)r(m-r)     J,     (1  +  a.t^f'il  H- a,t;f  '  ..  (l^-a^t^f'' 

formula  che  suppone  mi  ,  m^,.  ..nt/z  positivi  e  0  <^r<[m. 

È  facile  desumerne  P^^a  per  ogni  valor  intero  e  positivo 

di  /X|  e  quindi  Px  per  ogni  valor  positivo  sebbene  rotto  ,  o 

irrazionale  di  X  :  indi  la  formula  (41)  porgerà  |      Qx  dt  per 

un  valor  qualsiasi  di  X  superiore  a  quello  di  r .  So  suppo- 
niamo 

mn  =  1 ,    mi  =  nia  =a»  .  • .  =  fnn-i  =  a  9 

saremo  ricondotti  alle  funzioni  P^  già  considerate  nel  num. 
2v  e  ne  otterremo  Tespressione  con  un  integrale  semplice 
per  tutti  i  valori  positivi  di  X  ;  se  poi  supponiamo 

mi  =  m^  =  .  •  .  =  m/,-1  =  m/i  =  i  , 

troveremo  le  funzioni  Y^  del  Signor  W.'  Roberts  sopra  men- 
tovate (num.  3.*),  ed  esprimeremo  anche  queste  con  un  in- 
tegrale semplice  per  tutti  i  valori  positivi,  ancorché  retti  o 
irrazionali  di  p, 

10.®  Sia  ora  Xn  una  funzione  di  n  — *  1  variabili  x^  ,  jt^  , 
.  .  .  Xn^i ,  detcrminata  dall'equazione 

(43)    -fi— ^  -^  -^- ... -H       ^""'      -H   -^g-=l, 
a  —  ai      a  —  a^  a  —  a^-i      a  "^-^  Un 

dove  a,  ai  ,0^^ ...  a„  indicano  costanti  positive;  A| ,  A2  ^  ...  A/^.^ 


{  440  ) 
altre  costanti  positive,  e 

(44)  X=l-|.'-f?-..-J^  j 

e  debbasi  determinare  l'integrale  multiplo 

m  -1 
/*X  m  -1  /»  -l    _  w^     -I 

V  =  l r .a?ji      dXi.X   a      dj?a  .  .  .  iC    1'»       dj? 


ii-x 


steso  a  tutti  i  valori  positivi  di  x^  ^  x^  ,. . , Xn^i  che  sod- 
disfanno alla  condizione  X>>0  o  X  =  0^  supponendo  an- 
che x^  positiva.  Ammetteremo  che  gli  esponenti 

mi  ',  Illa  ,   .  .  .  111/2-1  j  ^n 

siano  tutti  maggiori  di  zero,  che  X  sia  compreso  tra  zero  e 

IH  =  lll|  -4-  Illa  -+-  .  .  .  H-  lll|,  9 

e  inoltre 


«2  <.  ...<;»„<;  a 


e  hi  non  maggiore  di  a —  a,  per  i  ==  1,  2^ .  .  •  n  — >  1;  e  fa- 
remo 

^i  =  %.• ,     1 —  =  «/ ,    «„  =1  f 

a  —  ai 

y;i  =  1— yi  — ya  — .. .— y«.i, 

onde  risulterà 

dji  da:,  ...  dj?„-i  =  h^  h^  ...  A,i-i  dy^  dy^  ...  dy„-i , 
sicché  posto  per  compendio 

A  =  (a  -  a„)-\  hi'  hl^  ...  hZT  , 


(441) 

si  avrà 

m   -I 


e  questo  secondo  membro  sarà  an  integrale  multiplo  steso 
a  tutti  i  yaiori  positivi  di  yi  9  y^  »  ••  •  y^-i  •  y„  9  la  cui  espres* 
sione  si  otterrà  dalla  formula  (42)  cambiandovi  r  in  X  9  a/ 
in  Ut  e  a„  in  1,  e  moltiplicando  per  A.  Dunque 

r{X)  r{m— X)    -'o    (1  ^ ^)%  (1  ^  a^vf^l  H-  a,t?)"^..(lH-an.|t^)"""** 

Determinando  così  Tintegrale  Y,  trasformiamolo  surrogando 
alle  Xi  altre  variabili  u^  radici  dell'equazione 

(46)         _fL-H-_fl_^....^._ f2_  =  l: 
W/  —a,      11/  — aa  W/—  a„ 

questa  darà  n  valori  u^  >  u^  ,..  u„  di  ti/ ,  positivi  e  disu- 
guali^ e  supponendo 

«*i  <  «2  <  -  <  ^„  y 
si  avrà 

e  quindi  ti„  =  a  per  la  (43)  :  di  più»  sarà 

(47)        ^^,^(^/~^')(^^-^^>-K-^J:^0^ 

(«/  —  «i)(«,  —  «2)  -..  («1  —  «„) 

che  darà  dp„  se  si  fa  tsn.  Sostituito  in  Y  questo  valore 
di  x^^  si  ottiene 

»— a„        /^     (a,  —  u,)  ^(a„  —  u^f ...  (o„  —  ««.,)*  ' 
donde  ponendo 


(  442  ) 
a  —  tti 

X,  :=  Zt  , 

c  facendo 
^_^     l  («-  a,)"*' (a-a/'...  («-  an.,)"*"-' 


igt^^H   \À  m  ->  iw  -A  ut        -À 

(«-««)     («^_  « j  >     (a„  _  a,)  -     ...  K  -  •'*-.)  "■* 
si  dedace 

m  -I  m  — I  m       -l 

/-    m  .1      ^i'     d«,/JKa*     dZa...  J5^,T*     dZ;,-! 

V=  A  I  X   "       

Intanto  la  (47)  diviene 

(48)      ,^  ^  («/-«.;;«/ -"»).-K-«.-.)^o 

che  mostra  essere  le  U/  collegate  alle  z^  per  me2zo  deli'  e- 
qaazione 

Zt  Zj  */i-i 


■T~     •«      I         ———————    ._,  4  j 


U/  —  ai        Ui  —  Oa  ti/  —  a„. 

e  da  ciò  si  desume  che  per  trasformare  Tintegrale  maitìplo 
y  si  deve  ricorrere  alla  formula 

-5  ,         -^  j  -I   ,  n(u/  —  ui')    - 

nella  quale  A/  indica  il  prodotto 

K— «!)(«/  —«a)^ ••(«/—»/)  X(a/^i  —  W/)(tf/4i  —  M/)...(ai,.i  — U/), 


e  n(u/  —  Ui')  rappresenta  un  altro  prodotto  formato  coi  bi* 
nomj  Ut  —  Ui*  assegnando  ad  l  i  valori  2,  3,  .  .  .  n — 1,  e 
prendendo  t  intero  e  positivo  ma  inferiore  ad  2  :  si  ottiene 
infatti  questa  formula  cambiando  nelle  equazioni  (30)  a, ,  js, , 
11/  in  i/^fl/ ,  \/'zi  f  [/^Ui  .  Ponendo 


(  443  ) 

SÌ  arra  duqae 

VrA  l_  X  ""  .II(ti/— fi/').«,  *"'.  «2  *' ....  ««  "r*''dti,  dtla-.dtifl-i  , 

ma  dovremo  ancora  sostituire  alle  z^  z^ ,  ...  jt/j.^  e  ad  X  le 
loro  espressioni  per  mezzo  delle  nuore  yariabiii  t«/ .  A  tal 
VLOfQ  l'cquavioiie  (48)  somministra 

r  (a/  —  M/')  '  '.(«/  —  ai')  ''   ■ .  (tt,  —  a/)  '  '  "I 

steso  il  segno  di  moltiplicazioiie  II  agrindicati  valori  di  /  e 
Vf  e  ai  valori  ì,  2,  ...  n  —  1  di  i;  e  d'altra  parte  è 

A  =  n  .  (a„  —  UiY  (Ui  —  a,)*  {ui  —  ai')'  (ai  —  Ui')^ . 
Adanque^  se  per  compendio  scriviamo 

K  =  kn.(ai  —  ut>)    '    '        , 


m  —I  m  -I  fffi  «I 


B/  =  (a„— tt/)"\(w/— a,)  "     (u/—  a,)  '     ...  K— a<)  ' 
X  (a,^i  —  w/)  '*"   ....  (a/,-1  —  tt,)  '*-* 


avremo 


(49)    V=K  Jx'^''  '  .n(ii/  —  ui)  .  Rjdtt, .  Ra  dua  ...  Bu-,  dii;,., , 

intendendo  che  in  luogo  di  X  si  metta  Tespresiione  equiva- 
lente formata  con  le  u^ ,  la  quale  si  dedurrà  dalle  formule 


1 


(  444  ) 
(44)  e  (47)^  e  che  le  variabili  positive  Ui  siano  prese  fra  i 
limiti  determinati  dalla  condizione  X^O  o  =0. 
Il  confronto  delle  equazioni  (45)  e  (49)  darà  un  teorema 

intorno  agrintegrali  iperellittici. 
11«®  Sia  in  primo  luogo 

«l  =  «a  = ...  =  a,i-i  =  0  ', 
se  m„  —  X  >  0  ,  sì  avrà 

e  quindi  la  formala  (45)  darà 

^  _  ^r(m.)  r(»i,)...  r(m„-,)  r(OT„  —  x) 

v_A  r|m  -  X)  ' 

ossia,  cambiando  m„  in  m^  +  X,    m  in  m  «i-X, 

r(m.)  r(fn,) . . .  r(w„) 

T{m) 
il  che  s'accorda  con  la  formala  (22),  poiché  si  avrà  pare 


hi  = 

a  - 

-«,, 

e 

per 

le  (43) 

e  (44) 

X  = 

a 

onde  l'integrale  Y  si  ridace  a  quello  della  formula  (22).  Ha 
sostituendo  il  valore  di  x„  dato  dalla  (47),  si  otterrà 

X   —  K  —  "i)K  —  «a)  .»  (fl^  —  tf/i-i) 

K  —  «i)(«»  —  «a) ...  («„  —  «/i-ij  ' 

e  i  limiti  delle  variabili  t^i  ^  U2  9  *  .  -  ti/j.i  saranno   ai  e  02  f 
02  e  a3 ,  . . .  a/2-1  G  ^//  9  poiché  tra  questi  limiti   X  rimane 


(  445  ) 
positiva.  Fatlo  danqae 

m  +m -I  OT,«4-  m  .-I 

H  =  n.(a„~a,)  «    '    (a,  -a,-)  '      '     , 

m  —  I  m  — I  m  .1 

U<  =  K— a,)  '    (»,  —  Oj)  *     ...(ti, —  a,)  ' 
X(a/+,  -«,- )"*'*■    (a,*,— «,)"*■+*  '...  (a„  —  w,r»"'  , 

I 

e  ritenato  ii  cambiamento  di  m„  in  m^  +  X  ,  e 

m  =  }lt|  -+-  Wla  -|-  ...  -^fll^  , 

risalterà  dalla  (49) 

r(w,)  r(m,) ...  r(m„) 


(50)  H 


T{m) 


"3 


=*='|a     '^«**'*«  /a     ^»*'"»  -  C      Un-.  dWn-,  n(M,  —  «,')  . 

Il  secondo  membro  di  questa  equazione  si  spezzerà  in  una 
Bomma  alternata  di  prodotti  d'integrali  definiti  semplici  della 
forma 

I     V,uJ  du, , 

cui  limiti  saranno 

oc  =  ai  y    /3  =  ai^j  , 

e  a  questi  limiti  si  potranno  facilmente  sostituire  zero,  e  V 
infinito^  ponendo  per  esempio 

u,  —  a  .  a  -4-  /3tv 

Vi  =    13 ,      ossia  t$i  =  r: . 

Prendiamo,  per   fare  un  caso    particolare  ,  n  =  3  ;  allora 
sarà 


H 


(  446  ) 

r(m.)  r(m,)  rKt) 
r(m) 


"3  n"^  f^^ì 


=  I      Uidtt,  1     UaUadWa  —  1     U|t*|du,  I      Uà  àu^  y 

J  a  J  a  J  a  J  a 


e 

m  =  mi  +  m^  -4*  1113 , 


9 


H  =  (a,  -  a,)  '     >   («5  _  a.)  '     ^   (aj  -  a,p  '  ' "' 


U.  =  («»  —a.)"»"  (a,  —  M.)"""  («3  —  «.)"'"*  , 

Uà  =  K  — «i)    '      («a  —  «4)  («3  —  «4   ^      i 

se  inoltre  si  trasformano  gl'integrali  in  modo  che  i  loro  limiti 
siano  zero  e  l'infinito,  adoperando  pw  semplicità  aaa  sola 
Tariabile  v,  e  .ponendo 

» 

«3  —  «a  «a  —  ai  .  , 
ssc,                       sa  1  «>*  e  sa  e  , 

03  —  o,  a3  —  ai 

dopo  alcuoe  agevoli  riduziooi  si  troverà 

r(m,)rK)r(m3) 

r(m) 


(!-»••)"• 


(iH-c'u)"*'"    r"  »•  -'  j    (iH-ce)"*"' 


che  é  identica  ad  ona  formula  ottenuta  da  Àbel  e  citata  dal 
Sig.  W.  Boberls^  e  si  cambia  ditTatti  in  essa  col  solo  porre 


{  U1  ) 

m,  =  1  —  a,    m3  =  l  —  /3,    m  =  l-i-7, 
ma=;3:aH-/3-f-y  —  1,    e  =a. 

(V.  la  memoria  di  Abel  inserita  nel  tom.  1.  delle  sue  Ope- 
re,  pag.  93).  Pertanto  si  scorge  che  V  equazione  (50)  con- 
tiene appunto  queirampliazione  del  teorema  d'Abel  alla  quale 
alludeva  il  Sig.  Boberts  (Journ.  de  LiouvillCf  tom.  IG,  pag. 
143-144). 

La  stessa  equazione  comprende  poi  come  casi  particolari 
le  formale  ohe  il  Signor  Catalan  indicava  potersi  dedurre 
dal  suo  metodo  col  sostituire  nell'equazione  (24)  all'esponen- 
te 2  altri  esponenti  superiori  per  trasformar  l'integrale 

jàxi  dx^  •••  àx/i . 
Sia  in  secondo  luogo 


Xc=l  — 


^I  ^2  ^/2-I 


O  —   Qi  h    —  tta  h   —   0/2-1 


ove  h  rappresenta  una  costante  positiva  compresa  tra  an-i  ^ 
Qn  •  si  a?rà 

,  a  —  Qi  -  b  — Qi        On  —  ft 

hi  r=  (6— a/)j     «/  «  1  — 


e  inoltre  dalla  dottrina  dello  spezzamento  delle  frazioni  ra- 
zionaliy  avendo  riguardo  alla  formula  (48),  si  trarrà 

{b  —  Ut)(b  ~  tij  ">'  (*  —  ^/i-i)  _.  j 
(6  —  ai)(i  —  aj  ....  (*  —  an-i)  ~ 

onde  si  raccoglie  che  i  limiti  delle  variabili  Ui ,  i«a  , ..,  Un^^ 
saranno  per  ordine  ai  e  a2  ^  aa  e  aa  •  .  .  an-i  e  b.  Fatto 
quindi 


(  448  ) 


m  -I 


V,=  [b-ui)  »    R/  . 
le  formule  (45)  e  (49)  daranno 
(51)  ur(»».)r(m,)...r(m„)/'«        l p^-Mo 

r(X)r(m-A)    J,  (n.«,"«  (n.«,«)'''n-«.t,r»..(i-M„...r 

—   f     U,dtt,  r     UadWa  •..   r       U;,-,  du^,  n(ti/  —  ui^) . 

Sarà  facile  rìdarre  tra  i  lìmiti  0  e  1  l'integrale  del  primo 
membro,  o  stendere  quelli  del  secondo  tra  i  limiti  0  e  oo. 
La  formala  (50)  può  considerarsi  come  compresa  nella  (51), 
poiché  per  dedarla  da  qaesla  basta  farvi  4  =  a„  ;  e  perciò  ^ 
la  formala  di  Abel  sarà  un  caso  particolare  di  quella  che 
si  ottiene  prendendo  nella  (51)  n  =  3. 

Supposto  n  =  3 ,  Tintegrale  contenuto  nel  primo  membro 
di  questa  medesima  equazione  diviene 


r^ 


t?^-*  dv 


w*  tn  ut 


(!  +  «)  5  (1  +  axt))  '(ì'^cc.v)  »' 

ed  é  «j  <  «2  <  1.  Si  faccia  t?  =tang*9  :    questo  -  integrale 
si  trasformerà  in 


(seny)»^-*  (cosf)'^'  ò<p 


m  m 


(l_(l_a,)sen»  ^(1- (1  _a,)sen»y)  ^ 
dove  abbiam  fatto 

fi  s^  fili  -H  l»3  -f-  fllj  —  A . 

Se  prendesi 


(  449  ) 

mi  ssa»  1  ,   fila  r=  I  ,   2X  —  1      6      2fJl  —  1 

eguali  a  zero,  oppure  a  numeri  interi  e  pari,  si  ridurrà  Tin- 
tegrale  ottenuto  ad  una  funzione  ellittica  completa  di  terza 
specie,  il  cui  modulo  sarà  ^(1 — «2)9  e  il  parametro  — (l-cti)> 
sicché,  essendo  1  —  ^i  >>  1  —  «29  la  funzione  avrà  un  pa- 
rametro circolare.  Se  all'incontro  si  prende 

f?li  =  I      e      Illa  =1 , 

il  modulo  sarà  l/*(l  — «i) ,  e  il  parametro  —  (1  —  «2)  >  « 
quindi  la  funzione  godrà  d*un  parametro  logaritmico. 
Sia 

Wi  =  J  ,    uia  =  1  ,    A  =  mj  =  i  ,     1  —  «i  =  c^  , 

onde 

2X  — 1=0,    2iui  — 1  =  2: 

sarà  più  semplice  fare 

f>  =  -75-    ,     c'^  =  1  —  e'  =«,  , 

e 

1  —  ^  =  c^scn^e  , 

«2 

e  allora  il  primo  membro  della  (51)  conterrà  la  funziono 

n(—  c^sen^e,  e). 
Poscia  preso  ai  =  0 ,  si  avrà 

b=:a3C^  9    a2  =  a^  e'  sen*0  , 

e  ponendo 

tii  =  isen^9 ,    t#2  =isen*(/; , 

si  farà  dipendere  il  secondo  membro  dalle  funzioni 

F(c)  ,    E(c) ,    F(c,  9)  ,    E{c;  6), 
jinnali  di  Scienze  Mot.  e  Fis.  T.  IV.  decembre  1853.  20 


(  450  ) 
in  guisa  che  si  oitcrrà  la  riduzione  della    funzione   elliUica 
completa 

n(—  c'sen'5,  o) 

di  terza  specie^  e  a  parametro  logaritmico. 

Risultamcnti  conformi  emergeranno  per  le  funzioni  di  pa- 
rametro circolare^  e  cosi  a  funzioni  d*  entrambi  i  caratteri 
conduce  la  formula  (51),  e  si  ottiene  da  essa  la  riduzione 
delle  une  e  delle  altre  a  funzioni  ellittiche  di  prima  e  se- 
conda specie;  laonde  questa  formula  esprime  un  teorema  as<^ 
sai  più  generale  spettante  ^i  trascendenti  iperellittici. 

12"  Si  ponga 


I  I  I 


dalle  formule  (22)  e  (40)  si  dedurrà 

(l-+-(it  ~)"* 
_  r{m,)  r(m.,)  ...  r(m„)f^  l\ 

1>)       V  ~  R  ;  • 

I 

Si  moltiplichi  questa  equazione  per  I  '*  di»  o  s'integri  fra 
i  limiti  i  =  0  y  I  :=:  00  :  si  avrà  primieramente  coi  mezzo 
dell'integrazione  per  parti 

(1  -4-  j}<  »•  )«  (l-^  pf^  )'-"         r 


l—rJ' 


dt 


(1  H-  |9<  '  ) 


r  M+fl» 


(451) 


l- 


/(« -r) '--=(» -H-)'-^ 


ìW( 


1— 

r 


1 


,  ìli    ' 


1  —  ail  '•       1  -f-  a^^  '•  1  •+-  a„t  '• 

e  poi  sapponeodo  0  <  r  <^  1 ,  se  ne  trarrà 

re-— ^)'7*=a/f-^^ 


Nel  secondo  membro  della  prima  di  queste  formule,  faccia- 
mo   =  V  :  Io  ridurremo  a 


P^ 


I 

r 


mr     ^        r*        /*       V    .  ,  »»r     r(r)  r(m— r-+-l)     , 

1— r*^       J^  ^        '  1— r        r(l-f-m)       ^ 

nel  secóndo  membro  della  seconda  equazione  si  faccia  t^Vy 
e 


fft  M  n 


S  =  (1  -ha.»)  '(1  -Ha,»)  ' (1  -H  a„»)  »  j 

indi  eseguile  le  sostituzioni  e  riduzioni,  si  tro?erà 


(  452) 

/m-  -I  m  -1  m  -I  m        -l 

r(m,)r(ma)...r(m/i)r*  /  mia,  m^aa  iW/aa;,  \t>'^'d© 

r(r)r(w— r-f-l)  J„     ^  l-hai»      l^a^"*"'"'*"l-i-a„t?/     S 

In  questa  è  compresa  come  caso  particolare  la  formala 
(20),  sicché  la  formula  (52)  dà  il  valore  d'un  integrale  mul- 
tiplo di  cui  é  caso  particolare  quello  del  Sig.  Gatalan,  e  a 
cui  il  metodo  usato  da  questo  illustre  geometra  non  sem- 
brerebbe applicabile  finché  gli  esponenti  mn  ed  r  sono  di- 
versi Tun  dall'altro. 

Si  può  trasformare  Tintegrale  multiplo  della  formula  (52) 
con  la  sostituzione  dello  variabili  u^  risultanti  dall'  equazio- 
ne (46)^  e  se  ne  conchiuderanno  teoremi  sugl'integrali  ipe- 
rellittici  o  Abeliani,  che  saranno  più  generali  di  quelli  che 
ha  ottenuti  il  Signor  Catalan  trasformando  l'integrale  (22). 

Osserverò  inoltre  con  lo  stesso  Sig.  Catalan,  che  da  ogni 
formula  trovata  altre  si  dedurranno  integrando^  o  differen- 
ziando rispetto  a  quantità  indipendenti  dalle  variabili;  e  in- 
fine resterebbe  a  cercare  che  divengano  le  medesime  for- 
mule^  quando  la  grandezza  relativa  delle  costanti  an~i  9  ^n  9 
a,  b  non  sia  quale  fu  supposta  nel  10.^ 

13.^  Indicata  cofif(x)  una  funzione  qualsivoglia  di  x^  con 
fi»! ,  m^ ...  iH/i-i  esponenti  positivi^  e  con  m  la  loro  somma  ^ 
avremo  dalle  formule  (3)  e  (6) 


Sr(^) 


w  -I    -  m  -I     -  m        -I     , 

X,  »     Qx,  .X  2     dar,.  . .  a?  **-»      dX/^.. 


j«l-»-I 


W    -I        -  W   -I       ,  W  -I 


=k  ^t)  — 


ni  ni  m 

<l|        d^      ••••  ^,1^1 


(  453  ) 
sotto  lo  condizioni  (l),  (2),  (4).  li  secondo  membro  di  que- 
sta equazione  si  ridace  ad  un  integrale  semplice ,  merco  la 
formula  (23),  essendo 

onde  il  suo  valore  è 

i_  r(m,)  r(m,)  ...  r(i>i„-,)  p^_,    /i-f\    , 

cambiando  qui  t  in  1 — z,  e  sostituendo,  se  ne  conchiude 


m   -i     ,  m  -I    ,  m        .T 


J,  a:  »     do?,,  a?_a     ix^.  .  .  x  ""'     d^i^/j-i 


p  /  p"*' 


Nei  due  membri  di  questa   equazione    mettiamo  gencral- 

I 
mente  1  +  a/^  '*  in  luogo  di  d/ ,  supposto  r  >>  0 ,    e    dopo 
averli  moltiplicati  per  d^ ,  integriamo  da^  =  0,ar=:<x), 
facendo 

1 


«> 


avremo 

r  ^(-^) ^  =4/>-H-')'-<l,A"„.; 

facendo  invece 


(  *54  ) 


=  v,  ai~a„  —  <K, 


lH-a„<  r 


avremo 

At 


/:  -^■^(^) 


I  ■  I 


m  m 


è  chiaro  da  ciò^  che  se  si  pone 

(54) 

si  avrà 

»  • 

„-,  rfm.)r(m,)..r(m„-.)/-« t,"-r(t-t,)r-.  j„^(c) 


T{m) 


(a,— ait?)   *(aa— a^v)  *...(a„-.— ai,.,t) 


Si 


Qacsta  formula  somministra  la  (42),  se  si  prende 

se  poi  si  prende  r  =  m  y  il  che  dà,  per  le  (54), 

^[x)  =  (p{x)  , 
ponendo 

^{x)  =  F(l— x),     v=l  —  t  , 


(  455) 
si  ottiene 

Vf  — I  wi   -I  *n 


r(m,)rK)...r(m„..)  r  «  r-'F(Od< 


's: 


m  m  m 


formula  data  dal  Sig.  SchlOmilcb  negli  Annali  del  Sig.  Prof. 
Tortolini  (1852,  p.  328).  L^integraie  mulliplo  del  primo  mem- 
bro sappone 

0  <  a?!  -t-d?a  H-  *  . .  -♦-  JP/,-,  <  1 , 

ma  é  facile  ai  limiti  0  e  1  sostituirne  altri  due  positivi  A  e 
B  presi  ad  arbitrio,  quali  sono  adoperati  dal  Sig.  Schlómilcb, 

dappoiché  cambiando  generalmente  Xi  in  -^  si  avranno  per 

X' 

limiti  0  e  A,  cambiando  Xt  in  -^  si  avranno  per  limiti  0  e 

B 

B,  e  infine,  sottraendo,  si  troveranno  i  limiti  A  e  B.  La  for- 
mula del  Sig.  Scbiomiich  è  dunque  un  caso  particolare  della 
nostra  (55);  anzi  egli  nella  sua  dimostrazione  ammette  che 
i  coefficienti  a,  j3,  7  ....  siano  positivi,  mentre  nella  formu- 
la (56)  ogni  coefficiente  0C/  può  esser  positivo ,  o  negativo , 
bastando  che  siano  positivi  «i  ,  a,  ,  ...  an  • 

Si  difierenzino  rispetto  ad  a„  ,  considerando  come  co- 
stanti ot,  ,  0^2  ,  .  .  •  a/i^i  i  due  membri  della  (56) ,  e  poscia 
si  faccia 

m  m  m 

B  =  (1  -ha.»)   '(1  -t-  «.->»)  '•••  (1  H-  ««-.»)  "''  ' 
si  otterrà 


(  456  ) 


__r(»OrK)...r(m„_,)r"  /   m,  m,   ^ 

-+-  i ■  i 


a„r(fiH-l)  Jo     Vl-f- ai«      1-4- a^t? 


•  ••• 


Ma  le  formale  (3).  e  (6)  cambiano  il  primo  membro  in 

m  -1  m  — I  m        -i 

I— /f^^) ' 

**i       **a      "•    *n-i 

ove  bisogna  sostituire  a  p  l'espressione  (5)  :   dunque 


m  m 

1  2 


*«;,-,  r(m,)r(m^V..r(m/z-.,)r*  /     m.  m. 


^        "-*  r(m-Hl)         Jo     \\-\-a{v      l-f-a^t? 


Jo     \l-haii 


1      \dt? 


l-+-a^t?/R    ' 


formala  da  cui  dipende  come  caso  particolarissimo  la  (22). 
Le  funzioni  9  e  (//  che  entrano  nella  formala  (55)  sono 
detcrminate  dalle  (54)  per  mezzo  d*ana  terza  funzione y*: 
ma  si  può  evitar  Taso  di  questa  funzione  sussidiaria,  poichò 
eoa  uo  metodo  insegnato  da  Abel  {Oevres^  tom.  \,  p.  27),  e 
dal  Sig.  Lioaville  {Journal  de  Math.j  t.  IV^  p.  232 — 235),  si 
può  trarre  il  valore  diy][i;)  dalla  secooda  delle  (54),  0  sosti- 
tuendolo indi  nella  prima  si  avrà  9  espressa  direttamente 
per  (p 

Torino  25  Agosto  1853. 
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INTORNO  AD  ALCUNI  TEOREMI 
DI  GEOMETRIA 

MEMORIA 

DEL  Sl«.  PBOV.  K.  BRIOSCHI 


PARTE  PRIMA 


Dalla  teorica  dei  determinanti,  ponendo 


A= 


0 


0 


0 


.  0  a,/3  —  «/3,  «,/3  —  a/3a  aa/S  —  a/Sa  .... 
0  ^,7-/37,  M-^'h  /3.17— iS73  .... 
0    7,9  —  7$!    7»5— 7?,.     7i5  — 75.1    ...• 


B= 


a    «,     «j    ora 


•  ••• 


/3    /3.    ^,    Pa  .... 
7    7i    73    73    •••• 

0       Oi       O2      O3 


c= 


X  /3  0  0  .... 
fi  — «  7  0  .... 
V  0— /3  5  .... 
§      0    0-7  .... 


e  supponendo  che  le  indeterminate  X,  /x,  v,  ^  ....  soddisfino 
le  equazioni  : 

aX -I-  /5/x  -f- 7V-+-  5?  .  .  .  .  =  l 
«iX  ■+•  /SifJi  4-  y iV  -+-  5,§  .  .  .  .  =  0 
a^X  -t-  jSpfJL  -H  72V  -*-  Ja?  .  . .  =  0    ce. 


(458) 


si  ha 


A  =  BC         (*) 

Notisi  che  ritenendo  essere  n  il  namero  delle  a,  oci  ,  a,  .«.. 
risalta  : 

e  quindi  supposte 

a  =  /3  =  y  =  5=.  ..  =  1, 

e  considerando  solamente  i  primi  sedici  elementi  del  deter^ 
minante  B  si  ha; 


(1) 


«1— /3i      «a— /Sa      «3—^. 

/3i— 7t    ^,—72    /Ss— 73 
7i-~  ^i    72—5»    73— 


l      «I      «a      «3 

1     7«    7>    73 

l      d,       «.      $3 


}ì  determinante  del  secondo  membro  rappresenta  il  sestupla 
del  volume  della  piramide  i  vertici  della  quale  hanno  per 
coordinate  le 

«i  j  «2 ,  «3;    /3i .  /Sa  j  /33}    Yi  »  Va  »  73>    5, ,  5, ,  53. 

Ora  se  con  X,  /x,  v  si  indicano  le  lunghezze  di  quegli  spi- 
goli di  essa  piramide^  i  quali  hanno  i  termini  nel  primo  e 
secondo^  secondo  e  terzo,  terzo  e  quarto  dei  punti  suddetti^ 
e  se  con  a, ,  ii  ,  Cj  ;  a^,  i,  9  c^  }  03 ,  63 ,  C3  si  indicano  i 
coseni  degli  angoli  che  quegli  spigoli  fauno  ordinatamente 
cogli  assi  ortogonali;  dairequazione  (1)  si  avrà  : 


(')  Di  queste  relazioni  fece  già  uso  il  Sig.  Hermite  in  una  im- 
portante ricerca  nella  teoria  dei  numeri.  Vedi  Journal  de  Liouville. 
T.  14. 


XfJLV 


{  459  ) 
ai  j     òj  y     Ci 

«3  >      *3  >       *3 


=  =h6V 


e  qaindi  essendo  : 

a, ,  il ,  e, 

«2  >    *2    >   ^2 

03  9  hi  ^3 


•    I   1   (V)   (^») 


nella  quale  (X/Ji)  indica  il  coseno  dell'angolo  compreso  dagli 
spigoli  Xy  p,',  risulta  : 

Osserviamo  che  indicando  con  ^  ,  0  y  tq  ì  coseni  degli  an* 
goli  che  una  perpendicolare  al  piano  determinato  degli  spi- 
goli di  Xy  jx  fa  cogli  assi  si  hanno  le  relazioni  : 


^  61C0 — b^Ci    ^ 

(2)       6)=d=         _^      \   9: 


qaindi 


sen  Ajui 


^ '  ^ 

sen  A/JL 


senXjx 


(3) 


«I 

Ai 

Ci 

«a 

Aa 

«2 

«3 

*3 

<?3 

=cfcsenX|x{aja)-4-Ì39-f-C3>2)=  ±senX/JLsenXvsen(X/x,  /xkj) 


nella  qnale  il  simbolo  (X/x,  /xv)  dinota  Tangolo  diedro  com- 
preso dalie  faccie  determinate  degli  spigoli  di  Xyfi}  [ly  v. 
Si  avrà  per  conseguenza  : 


V  =  -^  Xfxv  seu  X/x  sen  |xv  sen(X/z,  /xv) , 


(  460  ) 
e  da  questa  se  con  A,  B  si  denolano  le  aree  di  quelle  fac- 
cie  si  avrà  la  nfota  forinola: 

V  2    AB 

V  =  -5 seniXa,  aw  . 

Se  con  Xi  ,  fXi ,  Vi  si  indicano  gli  spigoli  della  piramide  che 
uniscono  i  punti  secondo  e  quarto,  quarto  e  primo ,  primo 
e  terzo;  e  con  a\  Vj  e  j  .  .  .  .  si  indicano  i  coseni  degli 
angoli,  che  gli  spigoli  medesimi  fanno  coi  tre  assi  ;  osser- 
vando all'equazione  : 


(4) 


«I 

A. 

Ci 

«2 

Aa 

C2, 

«3 

«3 

C3 

/    V    e' 


ff    àW 


a''  4 


a 


fff  kttt  ^fif 


(XX,)      (X(i,)    (XvO 

(lO^i)    (/*f*i)    (f-^i) 

(vX,)     {viit)     (vvj 


e  chiamando  H  per  brevità  il  determinante  del  secondo  mem- 
bro, si  avrà  : 

1 

V^=  gg  Xjxy  X,  ix,  V,  H  . 

Questa  penultima  equazione,  avuto  riguardo  alla  (3)  dà  fa- 
cilmenle  : 

sen  XfJL  senXijtJLi  senjxv  sen  |X|Vsen(X/x,  jxv)  sen(Xi/Xi  ,  /XiV|)=H. 

Singolare  relazione  la  quale  venne  già  dimostrata  dal  Ghia- 
rissimo  Sig.  Prof.  Bordoni  in  una  nota  alla  seconda  edizione 
del  trattato  di  Geodesia.  Chiamo  R  ,  S  ì  determinanti  del 
primo  membro  delle  (4)  ed  61)1 ,  di  ,  )9i  i  coseni  degli  an- 
goli che  la  perpendicolare  al  piano  determinato  dagli  spigoli 
Xi  .  jx, ,  fa  coi  tre  assi  :  dalla  medesima  equazione  (4)  si 
ha  : 

dR      dS  dR     dS         JR^   ^S  dH 

dc3    de 


da3      daa  db^    dfi] 


ftf 


d(vi>i) 


(  461  ) 
ossia  ayato  riguardo  alle  equazioni  (2)  : 

sen  X/x  senX,fXi  (oìg}^  Hr  S9,  -4-  Wi)=  (XX,)(/x/Xi)  —  (X|x,)(jxX,) 

od  anche 

senXjx  senXijx,  cos(XfJL| ,  X,  /x,)  =(XX|)(jX(Ji,)  —  (Xiu.i)(X,/x) 

Questa  relazione,  e  le   sne  analoghe    sono  pure    dovute  al 
Sig.  Prof.  Bordoni. 

Indicando  con  A  la  mìnima  distanza  fra  gli  spigoli  opposti 
Xy  V  il  primo  membro  dell'equazione  (1)  è  eguale  a  : 

A  Xv  sen  Xv  y 
quindi  si  avrà  la  nota  formola  : 


V  =  ±  —  AXvsenXv. 
o 

Considerando  i  primi  nove  clementi  della  formola  (1),  e  po- 
sto 


X, 


X. 


^^ 


«I  =  —  *      ^«  =  T  »      ì^'  ~  T  ' 
a  a  o 


«»=: 


—  V' 


b     ' 


/3  =^ 


y> 

r  ' 


si  ha  la  equazione  : 


(5) 


a?|  —  x^ 

y. 

—  y. 

a 

«a   —   Xi 

?! 

b 

—  ys 
b 

a 

^'     b  ' 


l   51   ^J_ 

a        i 

,       «a       ya 


1      ^       ?(i 


Se  si  suppongono  «i  >  yt  ;  ^a  >  ya  3  ^3  >  ya  essere  coordinale 


{  462  ) 
di  (re  panti  situati  sopra  la  ellisse  di  cai  i  semiassi  sodo  o, 
ò  }  indicando  eoo  A  l'area  del  triangolo  avente  i  Tortici  in 
quei  tre  punti }  il  secondo  membro  di  quest*  ultima    equa- 
zione é  eguale  a  : 

2A 

-^   • 

Ora  se  con  X,  /x,  v  si  indicano  i  lati  del  triangolo  ,  con  ^ 
m,  n  i  semidiametri  paralleli  si  hanno  : 


(05,  — arj'  .    (yi  —  y»)' 


T  » 


(j3—  a!,)'        (ya  —  yi)'  _  H^ 


m 


1  ) 


(x,— a?.,)'      (y»  —  ys)'  _  X^  , 

quindi  quadrando  la  equazione  (5)  si  avrà  : 


4A' 

a"  6» 


^  i//^  _  ^  _  1^\ 


2\m 


da  cui 


(1- !L +-!1)(- A+ E+ Z)l 

^*         m        n'\       /        m        n/J 

Rammentando  la  espressione  dell'area  di  un  triangolo  in- 
scritto in  una  ellisse  dovuta  a  Mac-Gullagh  ed  a  Joachims- 
thal  la    quale  é: 


(6) 


A 


(  463  ) 
4       Imn 


Sì  ha  ana  relazione  fra  i  Iati  del  triangolo  inscrìtto  j  ed  i 
semidiametri  rispettivamente  paralleli.  Analoga  mente  dalla 
equazione  (1)  si  ha  : 


^1—^2  yi— ya  ^1—^2 

1 
1 
1 
1 

'^i    y\    *i 
abc 

fi  ?i.  fi 
aie 

^3  y3    «3 
a     6      c 

f4  y^  f4, 

a     ó      e 

a            b             e 

a?2— a?3    y^—Vs    «2—^3 

_^6V 

abc 

• 

^3 — ^4  ys— y4  ^3—^4 

aie 

abc 

indicando  con  Vii  volume  della  piramide  inscritta  nell'Ellissoide 
di  cai  i  semiassi  sono  a,  b,  e.  Quadrando  quest'ultima  equa- 
xione  si  ha  : 


^  ,    A  ,     B 


36V^ 


i 


A  ,      -X,    C 
n 


B,      C,     p 

*    I 


avendo  posto  per  brevità  : 


(  464  ) 


2\m\        P,         n V  ' 


ossia 


12 1/     L\P      r,/WmV    nV,         ìT,         m%«\/ 


Viw        »ii/\/Z|         n   n  i        rutili        ^*iW*i' 

/  v'      v'.  . /X'  XN       mVì_  J^_  [£j2\\ 
\n'       n\l\  P  l\        m'm\       n'  n%        m\  T,  ì 

12^2^2       "^   **  J2     ^2     ^2       I      • 

Le  X,  fx,  v;  Xi  ,  fXi ,  V|  come  yedesi  facilmeote  sono  gli  spi- 
goli della  piramide,  e  le  2,  m»  n;  Zi  ,  mi  ,  fti  i  semidiame- 
tri paralleli. 

La  espressione  trovata  del  Sig.  Joachimsthal  pei  volarne 
delia  piramide  inscritta  nell'Ellissoide  è  più  simmetrica  della 
snperiore,  ed  ha  la  stessa  forma  di  quella  trovata  più  sopra 
per  Tarea  del  triangolo  inscritto  neirellisse.  Questa  espres- 
sione è  la  seguente  : 

2Ay      l}Ui       mmi      nnj^lli        mm^         nnj 


(  465) 

la  quale  insieme  alla  supcriore  danno  una  relazione  fra  gli 
spigoli  della  piramide,  ed  i  semidiametri  paralleli.  Se  nel 
caso  del  triangolo  poniamo  per  brevità  : 

a=— ,      é  =  i-,      c=  — 
l  m  n 

e  nel  caso  della  piramide  : 

XX,  fxfXi  w, 

a  =  -  —  ,     ò  =  ,     e  =  

III  mmi 


nn^ 


le  quantità  sotto  il  segno  radicale  nelle  espressioni  dell'area 
e  del  volume  di  quel  triangolo  e  di  quella  piramide  saranno 
rappresentabili  col  determinante  : 


0    a 
a    0 


I 


0 


a 


a 


0 


Olii 

ì       0      €^     b' 


1     e' 


0    a' 


1    b^   a"  0 


Date  le  equazioni  delle  rette  lati  di  un  triangolo  deter- 
minare l'area  del  medesimo  ? 


Sieno 


(7) 


GiX  -i-  A,y  H-  e,  =  0 
a2X  -h  Aay  -f-  Ca  =  0 
a3X  H-  ijy  +  C3  =  0 


le  equazioni  dei  lati;  e  si  denotino  con  «3  ,  /Sa  ;  ^a  9  iSa  ; 
oci  9  ]3i  ^  le  coordinate  dei  punti  di  intersezione  dei  lati  pri- 
mo e  secondo,  primo  e  terzo,  secondo  e  terzo.  Chiamo  A 
l'arca  del  triangolo  si  avrà  : 

1     a. 


A  = 


i 

2 


^. 


ì     u 


Q 

\    ^'3 
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e  poslo  per  brevità  : 


A  = 


{  466  ) 


Oi       *i       ^i 


a^     b^    c^ 


«3       *3      ^3 

dalle  equazioni  (7)  si  hanoo  le  segacnti  : 

dA      _  dA  ^  /o    _   ^  ^^ 

do^  *        de,  '^^         del  '         dCa 


dcj 


«2 


dA 
daa 


ce. 


quindi  sarà 


A  =  ±à 


^   dA    dA    dA 
de,   de 2  dc3 


dA    dA    dA 
dai   dbi   de, 

dA_  d^    dA 

da2   d&2   ^^2 

dA    dA  dA 
daa  dij  dca 


e  skeome  qucst'ullimo  determinante  è  il  determinante  ad 
elementi  reciproci  degli  elementi  del  determinante  A»  quindi 
sarà,  come  è  noto,  eguale  a  A^  e  si  avrà  : 


I    i 


A* 


dA  dA  d^ 
dC|  dca  dei 


Se  d,  ,  d^y  d^,  di^  indicassero  i  parametri  analoghi  nelle 
equazioni  dei  quattro  piani,  faccìe  di  un  tetraedro  il  volume 
di  esso  sarebbe  : 


A^ 


6    dA  dA    dA    dA 
ddi  dd2  dds  dd^ 


essendo  : 


A= 


{  *67  ) 
a  1     il     Ci     di 

a,     i,     c^     da 


«3      ^3      ^3      ^3 


«4 


<?4     ^i 


4     I 


Mediante  queste  forinole  si  possono  determinare  Tarea  del 
triangolo  circoscritto  ad  una  ellisse,  ed  il  volume  del  tetrae- 
dro circoscritto  ad  un  ellissoide  allorquando  si  conoscano  le 
coordinate  dei  punti  di  contatto.  Sieno  : 


2  2 

a        0 


la  equazione  dcirellissc;  a:,,  y,;  x^,  y^  ;  X3 ,  y3    le  coor- 
dinale dei  punti  di  contatto.  Le  equazioni  dei  lati  saranno: 


X 


a 


r^+S-y-1  =0 


-r*-t-T|-  y  — 1  =  0 

a  0 


quindi  indicando  con  H  Tarea  del  triangolo  inscrìtto  avente 
i  vertici  in  quei  tre  punti,  ed  oc,  jS,  7  le  aree  dei  triangoli 
aventi  ciascuno  un  vertice  al  centro  e  per  base  uno  dei  luti 
del  triangolo  inscritto  si  avrà  : 


2    JL2 


A  = 


a'b 


Notiamo  che  indicando  con  X,  jix,  v  i  lati  del    triangolo  in- 
scrìtto, ed  /,  m,  n  i  semidiametri  paralleli  :  si  hanno  : 
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«  =  t4|/('-tf)' 


e  quindi  sostitnendo  : 

«* 1 X/iv 

"  V[(' - 1  r)C  - 1  ^^)(- 4  ^)]  == 

Ora  se  con  «i  ,  /3i  ;  a»  ,  /S^  ;  «3  j  /33  ;  Xj,  jtx,,  v,;  ii,  m.,  n„ 
si  denotano  le  coordinate  dei  vertici  degli  angoli  del  trian- 
golo circoscritto,  le  lunghezze  dei  lati  del  nìedesimo,  ed  i 
semidiametri  paralleli  ai  lati  stessi  si  hanno  : 

; 1 7;^ =  -^  ec. 

a  6  n  , 

per  cui  sostituendo  si  otterranno  le  : 

A, ai    H  /*, ai    H  v,  ai    H 

ìT""  "2   ^  '        mi""  T  ^  '         ^~  Y  ^  ■ 

Per  queste  ultime  ha  luogo  la  : 

l\  tn\  n\~  a^y~~  a' b^   W 
e  quindi  osservala  l'equazione  (6)  si  hanno  le 


J 
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8       {mn  li  mi  tii  '  Zj  m,  ni         2       Zmn 

Se  con  Pj  q^  r  si  indicano  le  lunghezze  delle  perpendicolari 
condoUe  dal  centro  ai  lati  del  triangolo  circoscritto  si  avran- 
no, come  é  noto: 

Z,p  =  m, jf  =  n^r  =  ab  , 
e  quindi 

p\i  :q(Xi  :rv,=a:^  :y 

Considerando  TEIIissoide  rappresentata  dall'equazione  : 

(8)  ;^^-^"^;:r  =1. 

a        o        e 

se  si  chiamano  Xi  ^  y^  ^  z^  ^  x^  ^  y^  ,  je,  ....  le  coordinale 
dei  quattro  punti  di  contatto  di  essa  colle  faccio  di  un  te- 
traedro circoscritto,  Y  il  volume  di  questo,  U  il  volume  del 
tetraedro  inscritto;  ce  ,  j9,  7  ,  $  i  volami  dei  tetraedri  aventi 
il  vertice  nel  centro  delTEIIissoide  ,  e  per  basi  le  faccio  del- 
Tìnscritto  si  ha  : 

a*  b^  e*        U3 

(9)  V  = 


36         a/SyJ 

Indicando  con  A,  B,  C,  D  le  aree  delle  faccio  di  un  tetrae- 
dro si  hanno  facilmente  le  espressioni  : 


V{a\-^b\-i-c\), 


A 

— 

1 

2 

à.^ 

dà 

dA 

dA 

dd. 

dd^ 

dd4 

"  =  y  dA  di  dA  ^'^"''^  -^  *'-  -^  '^'^  '  ''■ 


Adi   Adi   Adf^ 
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Se  il  tetraedro  ò  il  circoscritto  all'Ellissoide  saranno  : 


A  = 


B  = 


g'  b^  e' 
1-2 

a"  b^  e* 


j3v5  »^    W*       bi       c4  /  ' 


12        «7$  '^     Vo4 


KCf' 


2  a 


64 


ce. 


C4 


ossia  indicando  con  pt  j  P2  j  P.\  9  Pi^  I^  lunghezze  delle  per- 
pendicolari condotte  dal  centro  dell*  Ellissoide  alle  faccie 
del  tetraedro  circoscritto,  si  hanno  le: 

jjjA  :  p.^B:  p,C  ip^fi  =a  :/S  :y  :$. 

Indicando  con  (Xi  ,  /3,  ,  71  ;  a^  9  /3a  ,  72  •  •  •  •  le  coordinale 
dei  vertici  degli  angoli  del  tetraedro  circoscritto;  dalle  equa- 
zioni delle  faccie  si  hanno  i  valori  : 


dA        _^ 
a,  —  ==±:a 
dr, 


dx/    ^'   dr,  dy,  ' 


dA 


dA 


'"'   dr, "^   d7. 


ec.  ....  essendo  posto  per  brevità  : 


^i    yi    ^i    ^1 


A  = 


•3^2    y^    ^2     r^     j 

j?3    ys    -j    ^'s 

^4     y4     H     ^"4 
Notiamo  che  in  questa  espressione  si  ha 

t'i  =  Tp.  =  r3  =  r4  =  1 
per  cui  risulteranno  : 


A=±:6U,     ^=±68, 

dr. 


dr 


=  ±  67  , 


a 


drj 


=  d=6p, 


dA 
dr/, 


=  d=6«  . 
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I  valori  superiori  danno  : 

a'  /dA    dA       dA     dA 
«j  —  «2  =  —    -^  ■ 


dfi       dar,    ArJ 


36.7d\dx 
o  come  é  noto  dalla  teorica  dei  determioanti  : 

_      a'  d^A         ■_  a'    U  , 

«'-^^=-  36:^^-d^;>7"=*  "eT  yT<y4-3  -  ys..^ 

Indicando  con  A,^  X^;  f^i  9  jx^;  Vi  ,  1^  gli  spigoli  del  te- 
traedro circoscritto;  con  X',  X";  /x',  fx";  v,  v"  quelli  dell'in- 
scrìtto; li^  h}  nìi  y  m^',  fiiy  n^",  T,  i"  ;  m',  m"  ;  n',  n"  ;  i 
i  semidiametri  dell'Ellissoide  rispettivamente  paralleli  a  que- 
gli spìgoli,  si  avrà  : 

(«.  -  «»)'  ,  (^.-  /9.)'  ,  (7.  -  Y»)'_  X% 
e  quindi 

r^—  •3gr^(«'(y4«3— y3«4)*-'-*'(«4«3— «3af4)'-*-  «"(«4y3— *3y4)"  ) 

dalla  quale  sviluppando  ed  osservando  che  le  0:3  ,  ^3-,  23; 
l    ^4  >  y4  >  24  soddisfano  airequaziope  (8)  si  ha  : 


X%_  g'  b'  e'     V     ^  A  _  ±  ^\ 
l\  ~     36       y*  S*  l"^    \  4   r'*  / 

In  questo  modo  si  ottengono  le  seguenti  sei  equazioni  : 


X, 

ahcM     X" 

"~  6   75  r'   *''  ' 

X, 
h 

abe  U     X' 

~  6  «^  r 

L., 

~  6    ^d  «"     " 

6    ory   m' 

M, , 

V, 

oic  U     / 
~  6    jSy  n"  ''^  ' 

Va 

~  6    «d    n' 

N., 

(472) 
nelle  quali  le  L2  9  Ma  .'....  sono  poste  per  brevità  in  luogo 
dei  radicali.  Da  queste  equazioni  osservando  alla  (9)  si  ot- 
tiene la  : 


«  PARTE  SECONDA 


Considerando  i  primi  nove  elementi  della  formola  (1)  ,  e 
ponendo  : 


a.  = 


si  ha  : 


w,  —  a, 


a,  = 


1  ..  1 


m,  —  a. 


m,  —  6, 


oc. 


M.M: 


(m,  — 
(m,  — 


Ci)(ai  —  *i)       (Wlp.  —  Ca)(rta  —  *2) 

«i)(*.  —  ^i)       K.  —  «a)(*a  —  O 
1  1 


m, 

—  Ol 

»»2                   tti 

1 

1 

m, 

-A. 

»»2      —     ^2 

1 

1 

w, 


m. 


essendo 


M|  =  (m,  —  a^)(m^  —  A,)(m,  —  e,) 

Ma   =  (ma  —  aa)(ma  —  *a)(ma  —  C,). 

Ora  se  a,  ,  Ai  9  C|  ,  mi  si  ritengono  essere  le  distanze  di 
quattro  punti  situati  sopra  una  medesima  retta  L^  da  un 
punto  di  essa;  ed  analogamente  a^ ,  &a  9  ^2  >  ^2  f^^  un  altra 
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retta  L2  ;  il  determinante  del  primo 
zero  dà  luogo  all'equazione  : 


membro  eguaglialo  a 


(m,  —  ai)(i,  —  Ci)~{m^  —  a^)!*^  —  c^) 

la  quale  esprime  la  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  di 
quei  due  sistemi  di  quattro  punti  ;  ossia  esprime  essere  le 
rette  L, ,  L2  divise  omograficamente. 

Se  i  punti  di  cui  le  distanze  sono  mi  ,  m^  si  suppongono 
coincidere;  e  si  assume  questo  punto  quale  origine  di  assi 
coordinati,  e  le  due  rette  L,  ,  L^  quali  assi  delle  x,  e  dello 
y,  la  equazione  superiore  darà  : 


Ci(a,— i,)  ,     Ca(a3— ia) 


«i(*i--    <?i)  ^        «a(62— C2) 


1 

1 

1 

«1 

O2 

= 

1 

1 

A. 

1 

1 

1 

1 

Ci 

C2 

=  0 


Sussistendo  questa  equazione  le  due  rette  saranno  ancora 
divise  omograficamente,  e  queste  ultime  equazioni  conside- 
derate  a  parte  dimostrano  due  proprietà  che  si  verificano  in 
questo  caso. 

l.""  che  i  punti  di  intersezione  delle  rette  le  quali  uniscono 
a  due  a  due  i  punti  di  divisione  corrispondenti  ma  non  omo- 
loghi delle  rette  Li ,  L^  sono  situati  in  una  medesima  retta 
passante  per  Torigine  (Ghasles>  Geometrie  Snpérieure,  p.  73). 

2.^  Che  le  rette  le  quali  uniscono  a  due  a  due  i  punti 
omologhi  di  divisione  si  incontrano  in  un  medesimo  punto. 
(Chasles,  Geometrie  Supérienre,  p.  70). 

La  equazione 


#• 
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1        _J__ 


1, 


«Il  —  ó, 


1, 


1 

fìlz 

— 

«2 

1 

w»^ 

1 

A, 

=  0 


m, 


t»ri    —    Ci 


rappresentando  la  egaaglianza  del  rapporti  anarmonici  di  dae 
sistemi  di  quattro  pnnti  conterrà  come  caso  particolare  Tin- 
volazione  di  sei  punti  (Ghasles  6.  S.  pag.  128).  Basterà  a 
quest'uopo  far  coincidere  opportunamente  due  punti  della 
retta  L,  con  due  punti  della  retta  Ls.  Quindi  la  involuzione  di 
sei  punti  verrà    rappresentata  dalle  seguenti  equazioni  : 


(10) 


ì. 


1, 


i, 


a,  —  a, 


a,  —  a, 


«2      ^1  «I 


=0    ec. 


a. 


a,  —  e, 


Al  §.  4."*  del  Gap.<>  XX.o  della  G.  S.  il  Sig.  Ghasles  dimo- 
stra che  :  quando  due  lati  di  un  esagono  sono  divisi  omo- 
graficamente dagli  altri  quattro,  le  tre  diagonali  che  uniscono 
i  vertici  opposti  passano  per  un  medesimo  punto,  e  recipro- 
camente. Questo  teorema  vedesi  facilmente  essere  un  corol* 
lario  della  prima  proposizione  dimostrata  qui  sopra  ;  quale 
corollario  della  seconda  proposizione  abbiamo  il  seguente 
teorema  : 

Si  immagini  Tcsagono  ABGDEF  e  si  chiami  0  il  punto 
d'incontro  di  due  lati  opposti  AB,  DE;  R  il  punto  d*incon- 
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tro  della  diagonale  GF  e  del  lalo  AB,  od  S  il  punto  d'  in* 
contro  di  quella  diagonale,  e  del  lato  ED;  allorquando  i  due 
sistemi  di  quattro  punti  O  ,  R,  A,  B  ;  0,  S,  D,  E,  che  si 
corrispondono  rispettivamente  avranno  i  loro  rapporti  anar- 
monici  eguali;  le  tre  diagonali  che  uniscono  i  vertici  opposti 
si  incontreranno  in  un  medesimo  punto  Anche  la  proposi- 
zione dimostrata  dal  Sig.  Ghasles  (pag.  304)  :  quando  in  un 
esagono  ABCDEF  i  raggi  condotti  dai  due  vertici  B,  E  agli 
altri  quattro  formano  due  fasci  omografici ,  i  punti  di  con- 
corso dei  lati  opposti  sono  in  una  medesima  retta;  è  un  co- 
rollario della  prima  di  quelle  proposizioni  potendosi  sosti- 
tuire all'omografia  dei  fasci,  la  omografia  dei  punti  di  inter- 
sezione delie  rette  AG ,  FD  colle  rette  componenti  i  fasci 
medesimi. 

Dimostrasi  poi  facilmente,  che  in  questo  caso  Tesagono  ò 
inscritto  in  una  linea  del  secondo  ordine.  Infatti  assumendo 
le  rette  AG,  FD  come  assi  delle  y  e  delle  x,  ed  il  loro  punto 
di  concorso  come  origine  delle  cordinate;  indicando  con  a,  e 
le  ordinate  dei  punti  A,  G  pei  quali  Tàscissa  è  nulla,  e  con 
y*,  d  le  ascisse,  dei  punti  F,  D;  inoltre  con  m,  n  le  ordinate 
dei  punti,  in  cui  i  lati  ED,  EF  dell'esagono  incontrano  Tasse 
delie  y,  e  con  r,  s  le  ascisse  dei  punti ,  in  cui  i  lati  BA  , 
BG  incontrano  Tasse  delle  x;  e  finalmente  con  x^  ^  y^;  x^  j 
y^  le  coordinate  dei  punti  B^  E;  la  eguaglianza  dei  rapporti 
anarmonici  risultanti  dai  due  sistemi  di  quattro  punti  di  in- 
tersezione  darà  : 


(r  _  f)(d  —  s)         (m  -  a)(c  -  n) 
(r-s)[d-f)         {m-n){c~a) 


=0. 


Ma  é  evidente  essere 


c—y^ 


ax\ 


a— Vi 


m 


d — Xj^ 


n 
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quindi  sostituendo  e  riducendo  : 


<^^i  -h/j/i  —  cf  j 


ax^  -f-  dy^  —  ad 


^iVi  {tf  —  ^^7,  — /yJ  j       a?ay2  M—  flJCi  —  rfyi) 


=  0. 


Ora  se  supponiamo  che  le  x^ ,  y^  rappresentino  coordinate 
di  un  punto  qualunque  di  una  linea,  quest'ultima  equazione 
sarebbe  quella  di  una  lìnea  del  secondo  ordine  ,  e  siccome 
la  equazione  stessa  é  soddisfatta  ne  viene,  che  il  punto  di 
coordinate  x^  ,  yi  ,  ossia  il  punto  B  é  situato  sopra  questa 
linea.  Inoltre  quella  equazione  è* soddisfatta  allorquando  fac- 
ciasi : 

^1  =  ^2,     yi=y2j     a:,  =0,     yi=a; 

a?i  =  0,    yi=c;    xi—f,    y,  =0;    Xi=d^,    y.  =0. 

quindi  i  punti  E^  A,  G,  F,  D  saranno  pure  situati  su  quella 
linea,  cioè  Tesagono  sarà  inscritto  in  una  conica.  È  questo 
il  teorema  di  Pascal;  da  esso  deducesi^  come  é  noto,  quello 
di  Brianchon  che  in  ogni  esagono  circoscritto  ad  una  conica 
le  diagonali  si  intersecano  in  un  medesimo  punto. 

Allorquando  due  esagoni  sono  Tuno  inscritto,  Taltro  cir- 
coscritto ad  una  medesima  conica  a  centro,  in  modo  che  i 
vertici  degli  angoli  dell'  inscritto  siano  i  punti  di  contatto 
pel  secondo;  se  le  diagonali  del  primo  si  segheranno  in  un 
medesimo  punto,  i  lati  opposti  del  secondo  si  segheranno  in 
punti  situati  sopra  una  medesima  retta.  Sieno  Xj ,  y,;  x^^ 
y2  .  .  .  le  coordinate  dei  vertici  dell*  esagono  inscritto  ;  la 
condizione  che  le  diagonali  si  seghino  in  uno  stesso  punto 
verrà  espressa  dalla  equazione  : 


^^y^  —  ^'4yi  »   yi  —  y4  >   ^i^  —  xi 


^sys  —  ^5ya  j    y^  —  ys  »    ars  —  ar^ 

^j  ye  —  areya  ,    yj  —  ye  >    x^  —  x^ 


=  0. 


Ora  indicando  con  : 
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mx^  zfc  ny^  =  A 


la  equazione  di  ana  conica  a  centro;  sarà  : 

mx  r^  =t  nuy^  =  h 

la  equazione  della  tangente  ad  essa  al  punto  di  coordinate 
^r  j  Vr }  ®  se  a, ,  /3i  ;  «a ,  jSa  ;  «3 ,  jSs  dinotano  le  coor- 
dinate dei  punti  di  intersezione  dei  lati  opposti  delFcsagono 
circoscritto  si  hanno  : 


A       yi  —  74 
«i  = j 

m    iCiyi  —  oct^yi 


^^^ 


h        x^  —  Xi 


ce. 


quindi  Tequazione  supcriore  trasformasi  nella  : 


1,     «1»     ^1 

1»         «2    ,         ^2 


=  0 


1»       «3,      ^3 

la  quale  appunto  dimostra  il  teorema  enunciato  (^). 

Se  si  indicano  con  ^i  9  a,  ,  6,  ,  Ci  ;  m^  ,  Os  ^  ia  »  c^    le 
rette  costituenti  due  fasci,  e  nella  equazione  (1)  si  fanno: 

oti  =s  cot.niiai  ,     ^i  =  cot  mibi  ,     y^  ^=z  cot.niiCi 

«3   =   COt-m^aa  ,      j8a   =   COt.Hlaia  >      7a   =   COt-tllaCa 


si  ha  : 
cot.miai — cot.miii ,  cot.maOa — cot.maó: 


COt.fHiii — COt.niiCi  ,   COt.maia — COt.lWaC, 


1,  cotmiaij  cot.maaz 
ìj  còt.m|6|,  cot.maij 


1,  coi.miC^j  cotmjc 


2 


(*)  Fedi  la  nota  alla  fine. 
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Queste  espressioni  eguagliate  a  zero  danno  luogo  a  due 
equazioni  la  prima  delle  quali  contiene  la  eguaglianza  dei 
rapporti  anarmonici  di  quei  due  fasci  di  rette  (Ghasles>  G. 
S.  pag.  27).  La  seconda  di  esse  supponendo  che  le  rette  m,  , 
fits  coincidano  senza  che  ciò  abbia  luogo  pei  centri  dei  due 
fasci,  dimostra  che  le  altre  rette  di  un  fascio  incontrano  le 
analoghe  dell'altro  fascio  in  linea  retta  (Ghasics  ,  pag.  71). 
Giò  vedesi  facilmente  osservando  che  chiamata  r  la  disianza 
fra  i  due  contri,  ed  x, ,  y,  ;  ^x^  9  yz  }  ^3  9  y^  lo  coordinato 
di  quei  tre  punti  di  intersezione  si  hanno  le  : 


•27      **^  T  3/ 

cot.fTiiai  =     — ,   cot.mja,  =  --■ 

yi  yi 

per  cui  quella  seconda  equazione  diventa  : 


Vw*     ■      • 


1     Xi     y, 

1  ^2         »2 


^3    Vi 


=  0 


cioè  quei  tre  punti  sono  in  lìnea  retta. 

Giascuna  delle  suddette  equazioni  potrà  rappresentare  la 
involuzione  di  due  fasci  di  quattro  rette  ,  allorquando  si 
facciano  coincidere  opportunamente  due  rette  di  un  fascio 
con  due  rette  delTallro.  Quindi  la  involuzione  potrà  espri- 
mersi con  una  delle  equazioni  : 


1  ,  coi.a^ai  ,  cot.a^as 
1  ,  col  a^bi  ,  cot.ai&2 
1  ,     cot.aaCi  ,      col.aiCj 


=  0  oc. 


Se  si  immagina  una  retta'  che  seghi  quelle  sei  rette  «i  ,  a,, 
*i ,  *2  ,  e,  ,  c^  e  si  indicano  con  a,  ,  «^  >  i^i  1  iS^,,    7,  ,  7^ 
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i  8€Ì  punti  di  intersezione,  con  O  il  punto  di  concorso  delle 
sei  rette,  o  con  m,  n    gli    angoli    che  quella  trasversale  fa 
colle  rette  ai ,  a^  si  hanno  le  equazioni  : 


cota^ai  =: 


Oa, 


a^oci    sen.n 


1  Oa,       1 

— col.n,  cot.aiaa=    — cot.m, 


aiOC2  scn.m 


cot.a^^^  =  — ^^7— hcot.n,  cot.a.^^ 

a,/3i     sen.n 

cot.a^c,  = hcot.n,  col  a^Cz 

«27,      sen.n 

e  quindi  sostituendo  e  riduccndo  : 


Oa, 


oci^2   sen.m 
Oa, 


—  cot.m 


a, 72  sen.fn 


—  cot.m 


«2    «I  «1^2 

1  1 

«2/5^,  CCl^2 

1  1 


=  0 


«271    «172 

la  quale  osservando  la  (10)  si  vede  facilmente  esprimere  la 
involuzione  di  quei  sci  punti  di  intersezione  (Ghasles,  p«172). 


NOTA 

L'ultima  proposizione  può  generalizzarsi  mediante  il  se- 
guente teorema. 

Se  le  prime  polari,  di  una  linea  delPennesimo  ordine,  ri- 
spetto a  tre  punti  dati  si  intersecano  in  un  medesimo  punto; 
i  tre  punti  poli  corrispondenti  sono  in  una  medesima  retta. 
Sia  f>  =  0  Tcquàzione  della  linea;  Xi ,  y^  Zi  }  x^  j  y^  f  ^2} 
x^^jV)  ì  ^3  l<^  coordinate  di  tre  punti  poli,  saranno  : 


X 


àrf 


■+-  yi 
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4-2. 


'da?  dy   '      *  As 


d^ 


=  0 


do  d©  d©         ^ 


do: 


f^ìl 


Az 


le  equazioni  delle  tre  polari.  Se  qaeste  lince  del  grado  n — 1 
si  intersecano  in  uno  stesso  punto  si  ha  : 


X, 


X, 


y« 


=  0 


3:3     yi     Z3 
cioè  ec. 

Nello  stesso  modo  si  può  dimostrare  il  teorema  più  gene- 
rale. 

Se  le  polari  dell'ordine  n — r,  di  una  linea  dell*  ennesimo 

{r-4-l)(r-h2) 
ordine^  rispetto  ad — punti  dati  si  intersecano  in 

Ai 

(r-+-l)(r-f-2) 
un  medesimo  punto  ;  gli poli  corrispondenti  so- 
ia 

no  in  una  linea  delTerresimo  ordine. 

CorolL^  Se  sei  rette  polari  di  una  linea  del  terzo  ordine 
si  segano  in  uno  stesso  punto  i  sei  poli  corrispondenti  sono 
situati  in  una  conica 

Un  teorema  analogo  ha  luogo  per  le  superficie. 

Questa  proposizione  è  anche  un  caso  particolare  del  teo- 
rema seguente  dato  dalla  teorica  delle  polari  reciproche. 

Se  la  corda  di  contatto  delle  tangenti  condotte  da  un 
punto  dato  ad  una  conica  si  muove  conservandosi  tangente 
ad  una  linea  deirenncsima  classe  o  dell*  n[n, — 1)  ordine>il  punto 
descrive  una  linea  dell'ennesimo  ordine. 

Se  la  linea  alla  quale  conservasi  tangente  la  corda  di  con- 
tatto sarà  del  secondo  ordine,  il  pùnto  descriverà  una  linea 
del  secondo  ordine  (Giorgini  —  Poncelet).     . 

Teoromi  analoghi  hanno  luogo  per  le  superficie  del  secon- 
do ordine,  ed  i  piani  delle  linee  di  contatto  delle  coniche 
circoscritte. 


*^. 
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LETTFRA 

DEL  6IG.  PROff.  cHVfiEf PE  BIANCHI 
Ali  COUlPlI'i^tORE 


Gb.  Sig.  Professare. 

Nei  miei  recenti  articoli  pubblicati  nel  suo  rignardevol 
Giornale ,  credo  utile  di  rettificare  una  fallace  asserzione 
sfuggitami  nella  fretta  dello  scrivere,  a  proposito  del  3.^  dei 
reclami  che  avaneai,  e  hanno  veduto  la  luce  col  suo  fasci- 
colo degli  Annali  per  TAgosto  del  corrente  1853.  Ivi  a  pa- 
gina 324,  lin.  19  dissi  Targomento  delle  variazioni  de'  moti 
propri  delle  stelle  non  essere  daXl' Humboldt  neppure  accennato', 
il  che  non  è  vero;  mentre  anzi  poco  dopo  le  parole  dell'au- 
tore del  Gosmos,  che  riportai  alla  pagina  323,  egli  ricorda 
espressamente  le  osservazioni  di  Bessel  sopra  la  variabilità 
dei  moti  proprj  di  Sirio  e  di  Procione  (  Parte  III.  Tradnz. 
di  Faje,  ediz.  dì  Milano,  1851;  pag.  165).  Se  non  che  li- 
mitato il  cenno  dei  moti  propri  variabili  alle  sole  due  stelle 
nominate,  e  alla  singoiar  ipotesi  e  spiegazione  che  ne  pro- 
mosse il  grande  astronomo  di  Konisberga^  ne  restano  a  mio 
vantaggio  alcuni  rilievi,  che  ora  soggiungo. 

E  primieramente  osservo  che  Bessel,  secondo  Humboldt, 
era  condotto,  nell'anno  1844  ,  a  rimarchevoli  conseguenze 
dalle  sue  determinazioni  dei  detti  moti  variabili  delle  due 
stelle.  Ora  io  qualche  mese  innanzi,  e  precisamente  nel  set- 
tembre del  1843  al  Gongresso  scientifico  di  Lucca  (Yeggansi 
gli  atti  di  tal  Gongresso  a  pag.  477  e  seguente  )  aveva  già 
presentato  pubblicamente  un  Saggio  di  confrónti  di  moti  pro- 
pri e  di  relative  considerazioni  sopra  cinquanta  stelle;  con- 
fronti e  considerazioni  che  poscia  estesi  a  tutte  le  220  stelle 
fondamentali  del  Gatalogo  di  Piazzi  ,    e   successivamente  a 
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latte  le  stelle  per  me  drcempolari  nell*  ora  O  dello  stesso 
Catalogo. 

Riflette  iù  secetido  Itfogo,  eke  le  variaziotfii  seeolari  dei 
moti  propri  di  Sirio  e  Proeiòfie,  eòùsfecelié  bea  determiaate  e 
apprezzabili ,  ooo  sooo  fra  le  mi^giori  taato  ia  asceosiooe 
retta  che  io  decliaazioae.  Coa  dae  voterTalli  di  qaasi  mezzo 
secolo  per  ciascaao  altre  stelle  me  oe  offeriroào  qoaatità  molto 
maggiori  «  io  ascension  retta  speoialibentt,  alcaae  stelle  ia 
esempio  di  Cassiopea  ,  a  del  Dragone ,  il  evi  moto  proprio 
ia  ascensioD  retta  mi  risHitò  eaogiato  di  oltre  mezzo  secon^ 
do  di  arco,  e  più  fortemeote  di  tatto  la  il  di  Cefeo  (fra  lì 
220  foadamentali  di  Piazzi)  che  dallaiio  airaltfe  iateryallo 
dei  confròoti  mi  porse  il  moto  prdprto  io  asoeosioa  retta 
eaogiato  di  presso  a  l'^ 

Qaiodi  oe  Tiehe  fioalmeote^  che  doveodosi  par  coosiderare 
siioili  Tanaziohi  dei  moti  propri  come  feoomeoi  iadividoali, 
o  afiparteDeoti  alle  siogole  stelle,  meotre  ao  grao  oomero  di 
altre  stelle  ooo  le  baono  ohe  idseosibili  o  oalle,  nelle  rioef*- 
che  e  per  V  ipotesi  della  oagioo  fisica  di  tali  variazioni,  gio- 
yétk  coosìderar  di  preféreoza  le  stelle  che  ne  spiegaoo  più 
forti  e  iodobitate  le  qoaatità^  e  ripeteroe  poi  le  prove  de* 
risnitameoti  al  maggior  oaoiero  di  casi ,  ossia  di  stelle*  A 
qoesto  rigoardo  la  stella  che  forse  più  iotéressa  di  esami* 
oaré  è  nella  costellaziooe  di  Cefeo  la  43  di  Evelio>  ossia  la 
220  neir  O  del  Calatogo  di  Piazzi;  Ule  stella  di  moto  pro^ 
prio  notabilissimo,  avendolo  preseotato  eaiaodio  molto  diife^ 
reote  a  varie  epoche  moderne,  e  a  diversi  astrooomi  ià  Evelio 
iocomiociaodo,  come  altra  volta  fa  da  me  avvertito  (Raccolta 
scieotifica  del  Palomba,  T.  ti.  pag.  156)4  Io  ooo  so  se  oei 
lavori  più  receoti  di  Foss,  di  Strave,  di  Schobert  e  di  Pe* 
ters,  da  me  ooo  vedati  e  citati  dall'Hamboldt ,  per  combat- 
tere o  sosteoere  l'ipotesi  di  Bessel  (Cosmos*  Parte  III.  pag. 
166)^  siaosi  estese  le  iodagioi  ad  altre  stelle. di  moto   prò* 


j 
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pria  Tambile,  foori  delle  dae  Sirio  e  Procione  ;  ma  cerio 
non  SODO  da  ommettere  quelle  investigazioni  ulteriori  prima 
di  poter  ammettere  eoo  piena  verosimiglianza  la  detta  ipo- 
tesi, elle  cioè  le  stelle  di  molo  proprio  Tariabite  sian  vere 
stelle  doppie,  composte  eiasenna  di  una  stella  visibile ,  e  di 
una  stella  ìnfisibile ,  e  giranti  intorno  al  comon  eentro  di 
gravità. 

Cosi  rettificato,  e  maggiormente  dichiarato  il  soggetto  del 
mio  terzo  reclamo ,  non  mi  rimane  se  non  confermarle  i 
sensi  della  profonda  stima  coi  quali  sono 

Della  S.  V.  Ch.'"^ 

Modena,  10  Ottobre  1853. 

Dev.'^*  Serv.* 
Giuseppe  Bianchi 


COMUNICAZIONE 

DEL  M«.  PR^V.  TOLPICELLI 
AL  COMPILATORE 


Signor  Professore. 

Prego  perché  si  compiaccia  Ella  d^inscrire  nei  suoi  Annali 
la  comunicazione  seguente  : 

Continuando  a  ricercare  sulla  elettricità  sviluppata  nei 
corpi  a  cagione  dell'allontanamento  e  deirayyicinamento  fra 
loro,  il  Sig.  Prof.  Volpiceli!,  dopo  avere  migliorato  i  mezzi 
conducenti  allo  sviluppo  medesimo,  ha  ottenuto  la  scarica  Iìu- 
mnosa,  cioè  la  scintilla  elettrica,  da  una  piccola  bottiglia  di 
Leida,  tanto  caricata  colla  elettricità  degli  allontanamenti  , 
quanto  con  quella  contraria  degli  avvicinamenti. 

Questo  effetto  non  erasi  mai  fino  ad  ora  ottenuto  ,  ed  in 
vano  il  Professore  medesimo  lo  cercò  nelle  prime  sue  spe- 
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ricDze  sa  tale  argomento,  pnbblicate  già  dal  celebre  Arago 
nell'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi. 

Le  principali  atmosferiche  circostanze  che  accompagnarono 
siffatto  sperimento,  eseguito  neiril  di  qaesto  mese,  furono: 
cielo  calmo  e  sereno  ;  igrometro  a  capello  32''>  essendo  lOO"* 
il  massimo  di  umidità;  termometro  secco  10%  1;  termometro 
bagnato  7^,  6;  barometro  28A  3^ 

I  corpi  consistevono  in  due  dischi  di  rame  ,  ognuno  del 
raggio  di  0^,  05  e  della  grossezza  di  0*^,002,  ambedue  per- 
fettamente isolati.  E  qui  si  noti  che  il  moto  dei  corpi  stessi 
neirallontanarsi  e  uell'avvicinarsi  fra  loro  fu  sempre  wrizzon- 
taìe",  che  il  eoniqito  fra  i  medesimi  non  ebbe  mai  luogo  ,  e 
che  la  elettricità  della  carica  non  poteva  in  verun  modo  ri- 
petersi dagli  attriti. 

Parecchie  persone  furono  presenti  a  questa  sperienza,  fra 
le  quali  anche  il  cb.  Sig.  Prof.  Carpi,  che  alla  medesima  fu 
invitato. 

II  Professore  Yolpìcelli  in  altra  sua  più  estesa  comunica- 
zione, già  presso  ad  essere  pubblicata,  sulla  elettricità  svolta 
neirallontanarsi  ,  e  nelT  avvicinarsi  dei  corpi  fra  loro,  non 
solo  metterà  meglio  in  chiaro  i  particolari  della  riferita  spe- 
rienza;  ma  farà  pure  noli  altri  nuovi  fatti  relativi  a  queste 
ricerche  di  elettrostatica^  direUamente  ravvisate^  e  promosse 
dal  eh.  Sig.  Dottor  Palagi  di  Bologna,  e  da  lui  praticate  con 
molta  utilità  per  la  scienza. 

Dal  giornale  di  Roma  del  12  Novembre  1853. 


I 
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Rappreseniazione  geometrica  di  una  funzione  eUittiea 

di  prima  epecie  per  un  arco  di  una  curva 

piana  irascendenie. 

NOTA 

DEL  PBOV.  B.  TOBIOLIliri 


l^eoo  Xy  y  le  coordinate  ortogonali  di  no  punto  dì  una 
certa  curva  piana ,  ed  e  l'arco  corrispondente  a  partir  da  un 
punto  fisso,  f  un  angolo  variabile,  e  k  una  costante  coni- 
presa  fra  0,  ed  1.  É  noto  che  l'espressione  differenziale 

d,= ^ 

rappresenta  nel  suo  integrale  una  funzione  ellittica  di  prima 
specie  ;  e  che  secondo  le  notazioni  di  Legendre ,  si  scrive 
con 


—  F(*,  9)_|  ^^{i^k^sen^f) 


Ora  é  molto  facile  trovare  due  valori  di  Xy  y  considerati  co- 
me coordinate  ortogonali  di  una  curva  trascendente,  le  quali 
soddisfino  al  valore  di  d«;  fra  gli  infiniti  modi  co'  quali  si 
può  soddisfare  sceglieremo 

,    ^^       cos  fàf  ^    sen  9  dp 

'^~  1/^(1—  fc'sen"?)  '  ^~  |/-(1— fc^^) 

Tangolo  9  in  questa  guisa  potrà  rappresentare  Tinclinazione 
della  curva  al  punto  (x,  y).  Integrando  i  due  precedenti  va- 
lori in  guisa  che  a  f  =  0  corrisponda  ar:=0 ,  y=:U,  si  avrà 

1 

x=:—  arc.sen(XL  sen  9) ,      ovvero      sen  kx=s  k  sen 9 

^         k^^\k  cos  9  -4.  1/(1  —  A'  sen'9)  / 
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L*eiiminazione  dell'angolo  9  darà  Tequazione  della  carva  tra- 
scendente fra  le  coordiaato  ortogonali  ir,  y,  nella  quale  Tar- 
co  s  si  esprìme  per  ma  funzione  ellittica  di  prima  specie. 
La  forma,  e  l'andamento  della  cnnr n  sì  scorgerà  dai  di- 
versi valori  dell'angolo  9;  essa  presenta  una  analogia  singo- 
lare colla  circenferema  di  un  ciroeloi  e  ad  essa  si  riduce 
per  valori  particolari  di  k;  cosi  per  ^  =0  avremo 

Per  9  =  90  S  si  avrà 

X,  =  -^arc  sen.*  ,  y,=ylog|/     ^j— ^]  ,  —  =»  ,  5,=F(A) 
Per   f  =  180,  otterremo 
rc,=0,y,=  l|og(J^)  =  2y.  ,  ^=0,  .,  =2F(*)  =  2».. 

Per  ?  =  270»  Terrà 

*  i 

a?3  = are.  sen.«  =s  —  j?! , 

ys  =  llogj/"(l±^J  =  y„    J^  =  -  ce ,  ,3  =  3F(*)=  3... 
In  fine  per  <p  =  360""  otterremo 

flP4  =  0>    y4  =  0>     %^^'     *4  =  4F(*)  =  4f.  • 

La  curva  é  composta  di  quattro  rami  eguali,  e  simili ,  che 
la  racchiudono,  sarà   traversata  da  due  assi  nel   centro    pa- 
.  ralleli  a  quelli  delle  x ,  e  delle  y,  e  di  lunghezza 

-arcsen.*,   ■jlog(— ^)  . 

Questa  curva  si  riduoe  jkI  uh  ctrooio  di  raggio  i  neil'  ipo- 
tesi di  A=0 ,  ed  allora  i  valori  degli  assi  si  ridurranno  al  dia- 
metro, come  si  vede  dai  limiti 

lim—  are.  sen.  *  =  2  =  lim.  -7-'og(  t — ri  . 
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SULL'INTEGRALE  COMPLETO  DELLA  EQUAZIONE 
A  DIFFERENZIALI  PARZIALI 

PEL  2.»  ORDINE 


dz\à^z         ^àzàz   d^z       /,         dz\à^z 


(.         az  \a  z  Qz  az   a  z       /  dz  \d"z    .^ 

NOTA 


Si  faccia  per  conipeiidio  di  alg^uìUno 

dz       _d^     _d^     _^       _^ 
^^dx*  '~dy'  '""di^'  *~da?dy'  '~4p  ' 

e  ponendo  mente  che 

dp  =  rdx  «h  «dy  ,  dq  =  «d x  -^  ^dy  , 

la  proposta  equazione  si  trada(;e  agevolmente  in 

0=  (1  -f-  q^)dp  dy  -4-  (\^p^)dq  dx 
—  *  C  (1  4-  ?')cly*  -4-  %>?  dx  dy  -f-  (1  H-p»)da?*  ] . 


Questa  equazione,  come  si  sa,  può  scindersi  mHe  aUr»  fin* 
seguenti 

dx       l-+-y'    '  dp 
da:*       l+y*   *  da;       1-4-y" 


a    9 


(*)  Sullo  «tesso  argomento    scrisse  gii  V  Autore  altra  nota  alla 
pag.  312  di  questo  volume.  B,  7*. 
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nella  seconda  delle  quali  sostitaendo  il  valore  di  -^  ricava- 

do; 

to  dalla  prima  si  ha 

0  —  ^'^P^  ^  —     ^^    h.  ^  1 

sopprimendo  il  fattore  - — ^  comune  a  tutti  ì  termini  del* 

Tequazione.  Risolvendo  questa  equazione  rispetto  a  -j^    si 

dp 

ottiene 

/^v  dq_pqd::i  \^(l  ^  p^ -^  q') 


dp  1 


ove  I  rappresenta  l/' — 1. 

A  fine  di  separare  le  variabili  nella  (ì)  sappongasi 

(A  H-jf)^  =  !-+-;>* -4- y% 

esprimendo  k  una  novella  variabile.    Ricavando   da   questa 
equazione  il  valore  di  q  si  ha 

(2)  q=—    "^ 


2ft 

donde  poi  risulta 

(iHrp 


2pkdp  _  (1  -f.  ;>»  ^-  k^)dk 

*^= w 

Sostita«ndo  questi  yalorì  nella  (1)  si  ottiene 

2pkàp—(ì-^'-hk')àk  _p{l-+'p'--k')  =b  t(l-t-p'  -*-  k") 
2k'àp  ~"  '2k(l-i-p') 
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ovyeramente 

4 
I 

(1  •+•/>'  •+-  k')dk_  (p  =t;  0(1  -f-j)'  ■+■  k') 
2k'óp  ~~  2ft(l  -hp') 

la  qaale  si  ridace  ^ 

ik         Ap    ' 


k        p±zi 

Se  C  rappresenta  una  costaate  arbilraria,  il  completa  iote- 
graie  di  questa  equazione  è 

k=C(p±:i); 

e  questo  valore  di  k  sostituito  nella  equazione  (2)  porge 


{p-hiì{p-i)-c'{p^ir 

'  -^  2C(p±  »•) 

1 

Mìa  qaale  equazione  risalta  saccessi  vamente 

P(l  -  C^)  1(1  -4-  C) 

'  ^       2C  2C 

(3)  : 

»(1  —  C)      t(l  -f-  C*) 

a  = -4- 

*  2C  2C 

Or  poiché  l'integrale  completo  della  equazione  a  differenziali 
parziali  lineari  del  prim'ordine 

è  dalla  forma 

Pz  —  Ra:  5=  F{Py  —  Qx) . 

quando  P,  Q,  R  sono  costanti  ;  gì'  integrali    completi  delle 
(3)  saranno 
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(C*  —  ì)z  +  (C"  4-  l)te  =  F[(C'  —1)  y  —  2C:r  3 
(C>  —  l)z  .-  (C"  ^-  ì)ix  =  F.[(C"  —  l)y  —  2Cx  3 

rappreseotando  F,  Fi  dae  fanziooi  arbitrarie  diverse.  Eiimi- 
nando  G  fra  queste  due  equazioni,  si  otterrà  il  completo  in- 
tegrale della  nostra  equazione.  È  da  notarsi  che  il  sistema 
dell'equazioni  (4)  ò  molto  fiii  semplice  di  quello  dato  dal 
Monge  per  rappresentare  Tintegrale  completo  della  proposta 
equazione  a  differenziali  parziali. 

Napoli  29  Settembre  1853. 

ElemefUt  delTorbUa  parabolica  della  cometa  rinvenuta 

dal  Sijf.  Bruhm  a  dà  ìi  Settembre 

del  corrente  anno  1853. 

NOTA 

DEL  Sl«.  AB.  aEMICmO  DEL   «ROSSO 

Passaggio  al  perielio...  1853,  Ottob.l6<^,  66406  t.fli.di6reeBWÌ€h 

Distanza  perielia =  0,174095 

Longitudine  del  perielio  =  302^  16'.  33''.  0  )eqainoiio  medio 
Longitudine  del  nodo  Q  =  219''.  56'.     6''.  5  ]di  o  settembre 
Inclinazione =    60^  50'.  58".  3 

Moto  retrogrado. 
Questi  elementi  aono  stati  calcolati  sulle  osservazioni  de- 
gli 11  e  17  Settembre,  e  1.  Ottobre,  e  possono  riguardarsi 
come  mollo  prossimi  ai  yeri>  siccome  risutta  dalla  segiMDt^ 
tavoletta  di  confronto  fra  le  posizioni  calcolate  ed  osservale 

di  cotesto  astro  : 

AR.  C— O 9.  C— O 

—  28",  3  ....  —    l^  4 

— •   Do   ,  7    .    •    •    •    — —      \   ^    Ja 

~  82",  2  ....  -H  31",  6 
~  79",  7  ....  ^  36",  8 

—  66",  0  ....  M-    1",  5 

Napoli  1  Novembre  1853. 


14  Settembre 

17  Settembre 

21  Settembre 

23  Settembre 

28  Settembre 
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